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GAZETA DE MATEMATICA

Mecéanica Estalistica
I — Principios fundamentais

A) Teorema de LiouviLLe

B) Entropia e os conjuntos microcandmicos

C) Fungdes termodiniimicas e conjuntos canémi-
cos

D) Distribuigdes de Ferur-Dirac

E) Distribui¢des de Boose-Emnstemv

F) Mecinica estatisrica quintica

II — Py

III — Teoria do Transporte

estocdsti

Para a realizagio desta e de outras actividades
consequentes muito deseja e espera o Centr da valiosa
colabora¢io com a Indistria Portuguesa, nomeada-
mente com as empresas e entidades jd contactados.

A Direcgdo do CENTI

MATEMATICAS ELEMENTARES

EXAMES DE ADMISSAO

Exames de aptiddo para frequéncia dos cursos de
engenharia civil, engenharia de minas, engenha-
ria mecanica, engenharia electrotécnica e enge-
nharia guimico-industrial e curso de arquitectura
— Ano de 1961.

Ponto n.° 1
Prova escrita de Matemdtica

5546 — 1) Dada a cdnica definida pela equagfio
= — 8y, estude esse lugar e ache a drea do
tridngulo formado pelas tangentes a curva tiradas
do ponto (8,0) e arecta que une os dois pontos de
tangéncia.

Escreva a equagio das tangentes.

1
R: A cénica x2=—8y ou ym—gxz € uma

parabola cujo eixo € o eixzo dos yy, de vértice na ori-
gem e existindo toda ela no 3.° e 4.° quadrantes. A equa-
¢iio geral das rectas que passem pelo ponto (8,0) €
y=m (x —8), e duas delas serdo tangentes & curva.
Para determinar os valores de m correspondentes pro-
curaremos os valores de m para os quais as rectas da
familia tem um unico ponto de comum com G curva.

1
Teremos entdo m (x — 8) = ——a-x’ ou x4+ 8mx —

—64m = 0; e para que esta equagio tenha uma roiz
dupla deverd ser (8m)2+ 4><64m =10, eguagdo
cujas raizes sdo m = ) e mg = — 4. As equacies das
tangentes sdo entio y =0 e y=—4x+32. Os
pontos de contacto sio (0,0) e (16, — 32). O tridn-
gulo tem como base o segmento do eixo dos xx com-
preendido entre a origem e o ponto de abeissa 8 e tem,
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portanto, por medida 8. A altura serd entdo, em valor
absoluto, a ordenada do ponto (16, — 32) e a drea do

1
tridngulo € S = 5 32 >< 8 =126 unidades de drea.

2) Justifique a igualdade

m+

m m
szp! C!—l + 4,

e calcule m para p =3, sabendo mC,,_i =10,

: m !

B e R R e e D DT
m | pxm!+m!(m—p+1)
Tw—p!T @—p+D
ﬂm![pﬁ-(m-p—!—l)]:’ m ! (m + 1) Sk

(m—p+1)! (m +1—p)! :
. G 3
Se p=3 e ™C,_;=10 teremos: "HA;=3!><10+4mA,

ou (m+1)m(m~—-1)=6:10 + m (m — 1) (m — 2)
ou m(m—1)[(m+1)—(m—2)] =60 ou m2—m—20=0,
oquedi m=>5.

3) O que entende por com a>0 e
w17

Como varia essa fungfio com a para O<a<<1?

Ache a fungéo inversa da fungio

Y-

Y= 3!_'3—.

R: y =a*, com a>0, representa a fungio expo-
nencial de base a, cujo dominio € constituido por todos
0s niémeros reais. I uma fungdo continua. Quando
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a>1, a fungdo € crescente, tende para 4 oo, se
X -+ + oo e tende para zero, se X — — co. Quando
0<a<1, a fungio ¢ decrescente, tende para zero, se
X — + oo e tende para + co, s X —+ —co.

Para obter a fungdo inversa de y = 3’_‘3“, consi-

X
dera-se 2 — 3= logsy donde x=6—38logsy.

4) A soma de dois numeros inteiros é 26 e o sen
menor miltiplo comum é 60. Ache os dois nimeros.

R: Sejam a + b =26 ¢ m.m.c.(a;b) =m =60.

Sabe-se que m.d. ¢ (a;b) = m.d.c.(a+ b;m).

Isto €, m. d. c.(a;b) =m, d. c. (26;60) =2.

Como a=2.q e b=2-q', emque q e q' sdo
primos entre si, vem: a+b=2q+2q'=2(q+q’).

E 26 =2.(q+q'), donde q + q' =13.

Mas, 13 =3 4 10 (primos entre si inica descompo-
sicdo que satisfaz ao m. m. c. dado).

Entdo, a=2>3=6 ¢ b=2510=20.

5) Calcule os valores de « e B sabendo que
‘ 2
sen (s + ) = L2 (1 + VB)

con (« = ) = 22 (/5 — 1)

d:
A =—.
cos 28 2
R 2 o
sen(a+3)-§(l+|/3)
T
cos(m—B)=-4—(1/3—1)
1
2B =—
cos 2 B 3
™
co0s 2P = — paraaz.g..g
™
2B=2Kri—§- cosﬂu-—_
S-K'ﬂ‘i% senﬁ—;
sen(a+ b) =senacosb + cosasenb
Sabemos que
cos (a—b)=cosacosb + senasen b

2 1
sen{w.+B)xcm(a—ﬁ)mﬁ(“l——l)wz—

(sen o cos B+ cos a sen B) (cos a - cos  + sen « sen B) —%

ﬁ sen . cos ‘/'3- + : 3
) &+ 2 -] B cos & ?sma -E-

3 LA 4 I
— g e R
4snacosa+ 4sen a 4+ 4co.f>¢+

1
+Tsenacasu=az

VE

€N AL COS 0L = — — ——
1

4
1—-3
2senacoso = ————
2
1—y3
sena = ———
]
1—y/38
2 a = arc sen 2L + (— 1)fm
1 1—¢3
a—Em‘cseﬂ.——;/——-k(— 1)*%—-—» para ﬂa%
8 1
genp = — —
= —— x
ara = — —
2 6 V3
cos e
V3 i V3 1 1
—geng — — —_— —_— = —
3 sen a 2-:03:; 3 cos o 2una 1
?senacosa—Tsenzu—Tcaﬁm+
+ 1
Sen o.co8s o = —
& 4
3 1
8EN 0L COB ot — —— =0 —
4 4

1 V3
acnucasu—z+—

4
1+¢38

2senacos g = ———
2
1+y3 2 A
sen 2o = e a o % solugdo que ndo serve.

6) Justifique a expressio da derivada de uma
fungdo composta.

R: Se¢ja y=1f(u) e u=g(x). Reconhece-se ime-

- Ay Ay Au -
diatamente que é —— = ——><——, e daqui resulta
AX Au Ax
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A A Au
lim bl S lim -——y—x lim —; e como Ax e Au
Anso AX A0 AU s A X
o infinitésimos simultd E Ay 51a
sdo 'mos sim €08 —— = —— > —.
infinitési i n o - s =
Ponto n.° 2

5547 — 1) S3o dadas duas circunfer@ncias: uma
de raio 2 e de centro (3, — 2) e outra passando
pelos pontos (0,0), (0,6) e (2,4).

Escreva a equagio dessas duas circunferéncias e a
equacio da recta perpendicular a meio do segmento
que une os dois centros.

R: Usando a equagio (x—a)?+(y—B)=R2, a
primeira circunferéncia serd defimida analiticamente
por (x—3)2+ (y+2)2=4 ou x2+y?—6x+4y+9=0.

Para obtermos a equagido da outra podemos usar
x2+y24+dx +ey +f=0. Como os pontos dados
tém de pertencer a circunferéncia, teremos o sistema:
f=0,3+6e+f=0¢e44+16+2d+4e+f=0.
Resolvendo-o, temos: d =2, e=—6, f=0. Entio
x2+y2+2x—6y =0 serd a segunda equagdo. Coor-
denadas do centro desta iltima circunferéncia: (—1,3).
Coordenadas do ponto médio do segmento dos centros:

1
(1,3). Coeficiente angular da recta definida pelos

dois cenfros: m = A Equagdo da recta pedida:

4 1
y—1-g( ——2—) ou dx —5y+3=0.

2) O que entende por simbolo de impossibilidade ?
Haver4 valores de x que déem ao produto

z— 2
" R
(23 — a2 + 32 — 3) e

a forma de uma indeterminacfio ? Se sim, qual o valor
do produto para esses valores de = ?

R: Os zeros de x2—1 sdo +1. Ora x=1 dé
ao produto referido a forma indeterminada 0><oo.
Procuremos o verdadeiro valor do produto dado para
este valor de x. Para isso escrevamo-lo com a forma
de fracgdo, factorizemos os dois termos e simplifiqguemo-
(x—1)(x2+38) (x—2) (x2+3) (x —2)

-0 (x+1). x+1 :
(x2+3)(x —2)

Teremos: lim —
x—»1 x+1

=la:

= — 2, valor do produto.

3) Prepare para o cdlculo logaritmico a expressdo
numérica

ad /b

e

Diga como varia com z a fun¢io y = log, = para
a>1.
Como muda da base a para outra 5?

R: Se representarmos por X o valor da expressio,

1 1
teremos: log X =3-loga + 0 -lﬂgb+?-co£agd +

1
+ Eloge. A fungdo logaritmica de base a, y=Ilog,x,

guando a>1, € uma fungio crescente e continua;
tende para + oo, quando x — + co e tende para
— oo, se x— 0, podendo tomar qualquer valor entre
—co €& + oo, Adguire um valor positive, nulo ou
negativo, conforme x>1, x=1 ou x<1.

A mudanga da base a para outra b, faz-se por
intermédio da formula de transformagéio

log, N

logy N = .
e log, b

4) Escreva no sistema de base 4 o mimero 431 do
sistema decimal.

R: 431,,=12233,, 4314
031 10714
3 97 Eﬁ
3 9 Gf_d',
21

5) Calcule o valor da expressio

-3
1 gt
£ 3
[- 3
1 +tgt=
+g22

o
sabendo que sena = B

R: Consideremos a do 1.° quadrante. Serd

5 2
cos o = 1-—=§. A expressdo 893%-
1— 1
T , dd tg®a = —. Entdo, para a expres-
14 cosa b
1l
Tl
5 2
sflo dada vird TR i Vs
1 —
%

6) O que entende por niumeros complexos eonju-
gados? Exemplifique.

R: Sdo dois complexos que tém as partes reais
iguais e as partes imagindrias simétricas. Por exem-
plo, 2 —3i e 2+ 3i.



