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Nuevos operadores relacionados con el
operador c¢elasticidad»

por Alberto Séez Fernéndez de Toro y José Gallego-Diaz

Definiciones.

Sea U= U(x,y,z) una funcién uniforme,
definida en una cierta regién del espacio y
sean «,¥%,z, las coordenadas cartesianas
rectangulares de un punto £, cualquiera,
de dicha regién. Suponemos, también, que U
no se anula en P y que admite derivadas
parciales primeras.

Por consiguiente, estaran definidas en P

las elasticidades parciales primeras de U,
que seran designadas con la siguiente nota-
cion :

SZ(U)=%.£7; Sy(U)=%.'£J;

Jx 0y
zo ol
e

Sea F=1iX -+-:;" Y +k Z un vector cuyas
componentes son funciones de las coordena-
das de P y que estan sujetas a las mismas
restricciones que U.

Definiremos el vector gradiente elastico
de U(x,y.z), como sigue:

GroU="73-6,(U)+]-6,(U)+ k- &(U).

Definiremos el escalar divergencia elas-
it
tica de F(x.y,z) como sigue:

Die i = &(X) + & (Y) + 6(2)

y definiremos el vector rotacional elastico
de f:'(m,y,z) asf:

Roe F =1[8,(Z)— & (¥)] +
+7[6:(X) — & (2)] + & [6 () — &, (X)].
Lias anteriores definiciones podrfan haber

sido presentadas en forma sintética, introdu-

ciendo, previamente, el siguiente operador
vectorial
E—=1i86,+76,+ k8,
en donde: FE.,E,,E. son los operadores
primera respecto de
x,y,z, respectivamente.
Entonces, se puede escribir :

Gre U=EU
Die /=& . F (producto escalar)
Roe F = 8§\ F (producto vectorial)

elasticidad parcial

Relacién entre Gre U Y Grad U.

Consideremos el afinor diagonal T, cuya
expresion en funcién de las diadas unidad
sea la siguiente :

E=x_.e:?+ y}f-%— z_k: E

La matriz de dicho afinor es:

|2 0 0
IZ]|=|l0 O

ISE0E >
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y los elementos de la diagonal no son otra
cosa que las coordenadas de P.
Formemos el producto escalar:

T.grad U
en donde:
- oU oU
rad U==z—+ -—-———l— —_
5 Jox 0y dz
Resulta :

T.grad U=Xi(i- grad U)+y; (G - grad U) +
.+ Zk(k-grad U)
Y, por coﬁsiguiemw
oU = 30U . = U

C. gradU.-_._;mu—+ jy— + kza—
0 J¥ 0y 0z

Recordando la definicién de Gre U, se
observa que se verifica la relaci6n :

grad U

GreU=¢. =@Q.grad U

designando por @ el afinor diagonal:
DER S SY ot RE . i
a=— - —kk

G R L Ay

cuya matriz es:

© QM
o gl o
N e o
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Es de subrayar que, por ser T un afinor
diagonal, puede permutarse el orden de los
factores y escribir :

grad U

GroU = T=grad U-@

Elasticidad segun una direccion.

La elasticidad de U(xz,¥,2) en el punto
P(x,y,2z) y segin la direccién y el sentido
del vector:

L

- .—.

n=icosa -I-J cosB+kcoay

podremos definirla asf:

oU oU
& U =£-— g_,_
=(U) T o cosa—;—U i cosfs +
PO Ly
{eeo 7

Es evidente que el concepto de «elasticidad
segin una direccién» coincide con el de
«elasticidad parcial primera» en el caso de

que n coincida con uno de los tres versores
fundamentales.

Se podra escribir :
8>(U)=6,(U)cosa + 8,(U)cos B +
+&(U)cosy=n-8U=n-Q.grad U =

_ .z, Brad U
U

Y teniendo presente que & es un afinor dia-
gonal :

;-a-grad U=gradU-&-;:

Yy por consiguiente :

é‘;»(u) = grad UG.;;=gra_w?
U U

en donde hemos designado por 7 al vector

transformado del = por la aplicacién del
afinor T:

t=CT.n=1ixcosa +}'.ycouﬁ+;c’z-y
Puesto que: Gre U = QGrad U, se verifi-
cara:

&>(u)=n-Gre U
y, por consiguiente, la elasticidad de U se-

gin la direccién y el sentido de 7 no es
otra cosa que la proyeccién del gradiente
elastico de U sobre el eje definido por =.
Evidentemente, esta propiedad hubiera po-
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dido servir como definicién de «elasticidad
segin una direccién».

>
En el caso de que n fuera perpendicular
a Gre U, se cumple:

S:(U):O
0 sea:

U

o ——cos a+y£coa ﬁ+z£cosy=0
dax 0y dz

y si, en tal caso, consideramos un desplaza-
miento elemental, a partir de 7, definido

por:
ds=n.-ds=i-dz +}dy +kdz
se verificara :

cosa = as,. cosfs dy . cos g4
ds’ ds’ % ds

\

¥, por consiguiente :

wﬂdm + yﬂdy +z£ =0.
Jdx 0y 0z

Si las compounentes del desplazamiento
elemental (dx, dy, dz) satisfacen la rela-
ciéon anterior, la elasticidad de U en la
direccién del desplazamiento es nula y podre-
mos decir que dicho desplazamiento se efec-
tia sobre una «Superficie de Elasticidad
Nula».

El valor maximo de la é>(U) en el punto

P, se producira cuando n sea paralelo y

del mismo sentido que Gre U, para lo cual
ha de curaplirse:

cora  cosf  cosy
=z oU gy Uz U’
i da U oy U oz

En tal caso, las componentes de un despla-
zamiento elemental paralelo a Gre U debe-
ran satisfacer al sistema :
dirae S diyn 8l 3
ol7 o U oU
x— y— z—
0y 0y dz

que son, pues, las ecuaciones diferenciales
de las «Lineas de Mdaxima Elasticidad». Evi-
dentemente, las referidas lineas son las
trayectorias ortogonales de las antes citadas
«Superficies de Elasticidad Nulay.

Potencial elastico.

Diremos que ¥ = ¥ (2,y,2) es el poten-
cial elastico de F=: X + j Y+ kZ cuando
se verifique:

F=Gre¥
T (et OE
Y o=
0 sz ) Fam, (Fymid 22
Y dy
7 U s
W aiE

En tal caso, llamando ds a un vector ele-
mental tangente a una curva en un punto
genérico de la misma, la circulacién elemen-

tal de F sobre dicha curva sera:
d@=1;-c§:=§;:3‘l’-;ds=8:(‘i’)ds

Y la circulacion por unidad de longitud sera:

? = é>(¥) es decir, igual a la elasticidad
3

del potencial segin la direccién de la tan-
gente a la curva,
Teniendo en cuenta que:

Bre Hae X

se verificara :

de=Gre¥ds=ds-Gre¥ =

—_— a -

=ds-€.grad'{f R LA ly(?ds=
. Yy

grad ¥ - = -

(ixdae +jydy + kzdz)=

=.‘?_W.dw.f’_+ﬂdyi+ﬂdz.i,
oz Y. dy L RRRET 3
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Es evidente que la circulacién elemental

de F alo largo de una curva situada sobre
una superficie de elasticidad nula (de ¥) es
cero, y que lo mismo ocurrira con la cir-
culacién a lo largo de una trayectoria no
elemental situada sobre una de dichas super-
ficies.

Calculemos ahora Die f;, en la hipétesis
de existir «Potencial Elastico»

Die # = Die Gro ¥ =
= &5 (¥) + &, (¥) + 6. (¥)

en donde: &2,(¥) es la elasticidad parcial
segunda respecto de x dos veces y analoga-
mente las demas.

Recordando que:

Die ¥ =& . F
GreV¥ =¢¥
sera posible también escribir :
DieGreW = 6.8W (8. ¥ =2 ¥
Podremos, por tanto, considerar a
8 =(8.8=4¢, + &, + &,

como un operador analogo al «Laplaciano».

Otras relaciones interesantes.

Comencemos por desarrollar la expresion :
Die Roe :
Se verifica :
Roo F=2[8,(2) — & (9)] + j[& (=) — &(2)] +
+ k(8 (y) — & ()]
Con lo cual se obtiene :
Die Roe F' =&, (¢, (2) — & ()] +

+ & [& (2) — & (2)] + &[& @) — & ()]

Veamos, a continuacién, el desarrollo de

Roe Gre U:

Como Gre U8, (U)+ ;& (U)+ ks, (U).
e E

Sera: Roe Gre U =g, 8, 8 |=
& (U)&,() &(U

=3[, - &.(U) +

+7 [82.(0) — &,(D)] +

+ k[ (U) — &,(0))

que, en general, es un vector no nulo. Pero
si U adopta una de las dos formas siguien-
tes:

U=U(W) siendo W=XYZ
o bien:
U=/fi()-fa(9)-f5(2)
es sabido que en estos dos casos y solo en
estos dos casos se verifica (1)

&, =60 & (W)= &(u)= ()

¥, por counsiguiente, en tales casos, se cum-
plira:

Roe Gre U =0

Supongamos ahora que U= U(x,y,2)
pueda ser descompuesta en el producto de
dos funciones

U=U(x,y,2) y Up=Us(x,y,2).

Teniendo en cuenta que el operador elastici-
dad posee la propriedad siguiente:

&(f+9) =8 (f)+ &(9)
Tendremos :

Gre U= Gre(U, - Up) =1 E,(U, Uy) +
+78 (U Up) + k8. (Uy Up) = i6,(0y) +
+7 8 (U) + K 8, (Uh) + 6. (Up) + 78, (U) +
+k6&.(U).

(1) Véase: J. GarrLeao-Disz «Gazeta Matemdtican,
Lisboa, n.® 50, Diciembre 1951,
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Y, por tanto:
G_I'_;!(Ul Ug} = 5;; Ul +§:e UQ

Consideremos, a continnacién, un vector

F=3.x +}r_ E £z cuyas componentes
adopten la forma:

X=X1X2" Y: Yl Yg,, ZZZIZQ

Y desarrollemos la expresion Die
Resulta :

Die F'= 6, (X, X;) + &, (¥} Yp) + 6. (2, Zy)

Y si, por ejemplo, consideramos los vecto-
Tes :

Fy=iXg+jYy+kZy
se podra escribir:
Die F= Die F; + Die F,
Veamos, finalmente, el desarrollo de Roe }:‘,
en el mismo caso que antes:
Roe F =i[8,(Z; Z5) — &,(Y; Yo)] +
+Jj[& (X1 X2) — &(Z1 2] +
+k[8:(Y; Yg) — 8, (Xy Xp)]

Y, por consiguiente :
Roe F = Roe Fy + Roe Fy.

Nota: La generalizacién a espacios de n
dimensiones no presenta dificultad alguna.

Constituicdo do Centro de Tratamento da Informagdo
(CENTI)

A — Origem e objectivos

Por iniciativa da Cooperativa da Activi-
dade Cientifica DIALOGO, numa sala da Facul-
dade de Ciéncias de Lisboa reuniu-se a 3 de
Novembro de 1961 um grupo de cientistas
portugueses com o objectivo de promover em
Portugal a utilizagdo das técnicas decorrentes
do Tratamento da Informagdo e o desenvolvi-
mento do necessario apoio cientifico.

Das decisdes tomadas resultou a constitui-
¢do no seio da mesma Cooperativa do cex-
TRO DE TRATAMENTO DA INFORMAGAO — CENTI
cujos objectivos primarios sio os indicados
atras, e dos quais se dara em seguida maior
pormenorizacio.

Estabeleceu-se contrato com o Socio Colec-
tivo «SOLOR» no sentido de assegurar ao
CENTRO a possibilidade de utilizagio de equi-
pamento de calculo.

B — Organizagdo, pessoal e sede
1 — Sio Orgios do CENTI:

a) Direc¢do que se compde de

1 Representante da Direccio ou da
Junta Executiva da p1ALoGo.

1 Representante do Sécio Colectivo
«SOLORDY.

1 Responsavel (sécio da p1aLoGo) da
Seccio Kvolugdo de Material.

1 Responsavel (sécio da priLoco) pela
actividade Promogdo Cientifica.

1 Responsavel (s6cio da p1iLoco) da
Secciao Publicagdes.

b) Secretariado que se compde

3 Sécios da pIALOGO.
1 Representante da «SOLOR».

2 — A Sede do ceExTI é a Sede da DIALOGO.



