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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS: DE

EXAMES DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I. S T.— Mareulricas Gerais — 2 de Outubro de
1962.

5564 — Estabeleca a férmula de Moivre para o
cdlculo das raizes de indice n de um complexo.

Designando por Z a imagem de um complexo z,
represente no plano d’Areano o conjunto

C=1Z:4/2<|2| <32 N0 args <=/4]

e indique qual o seu transformado por meio da rela-
¢lo 2 = uwb.

5565 — Determine a operagiio do plano que passa
por P(1,—1,1) e é perpendicular ao plano
y+1

2x+3y=42+1 e paralelo arecta x=2+3 = -

Qual o polo do plano dado em relagio & quddrica
22+ Y2 —4day—4yz=47?
R: 11x—6y +z=18; P (12,8, — 14).

5566 — Determine
lim ( 1 + —1—)
% u]—>o '; 1 — et

b) A dreadoplano z0y caracterizada por >3
1
0
e 0<y<5—

1
R: _E; logy/ 2.

5567 — Designe por D e J transformagdes (om
operadores) definidas por Df(z)=f'(x) e

‘z+h
Jf(a:)dljz " rwade.

Mostre que D e J sfo transformagdes lineares e
que DJ =JD.

oo
Designando por 3} a; D' = ag + a; D + az D2+ -+

o operador que aplicado a funcio f(x) origina a
série agf(x) + a; f' (&) + az f'" (8) + --- (suporte
convergente) e tendo presente a teoria das séries de
TaviLor, estude a possibilidade de representar

(= + k) por ePf(x).
Enunciados e solugles dos n.°® 5564 a 5567 de F. R. Dias Agudo

I.S. C. B. F. — Mateudricas Gerats — 1.° exame de
frequéncia — (1.* chamada) — 13-3-1963.

I

5568 — 1) Sejam A,B,C..- subconjuntos de um
conjunto fundamental U. Mostre que a relagio «Sw»
definida por sAS B> AU B = Bv», ¢ reflexiva,
antisimétrica e transitiva.

2) Dados os nimeros reais positivos [4;,4,] e
[r], prove que [dy,4s)-[r] = [Ayr,4:7]. Apro-
veite esta propriedade para mostrar que [1] é o ele-
mento unidade de R .

1
—-——-—‘ e
tgo + 1
mostre que |z | = |cos6|. Determine 6 por forma
que a imagem de z esteja sobre arecta y = — .

3) Considere o nimero complexo z =

R: 1) Como AUA = A tem-se, evidentemente,
A € A (reflerrvidade). Tendo-se ACB A BS A, vem
AUB=BABUA=A ¢ como AUB=BUA,
resulta A=1B (antisimetria). Finalmente, ACBABC
€Cc=AUB=BABUC=C e como AUC=
=AUBUC)=(AUB)UC=BUC==C, vem
A ©C (transitividade).

1 tgo— i tg o
— - g = 9 — cos20i =
tgh + 1 tg20 + 1 sec? f

= senfBcosh — cos?01.

|2| = Vsent6cos?t — cosh0 = |cost|.

3) s=

mszﬁ
Sendo & = argz, vem lga = — =
sen O cos §
= —colg b e, portanto, terd de ser cotgb =1, isto é,

A 5 5=
=-— ou f=——0-!.
4 4

11

5569 — 1) Se u, e v, tém limites finitos u e v,
e ¢ u>>v, mostre que, a partir de uma certa ordem,
Uy > Uy
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Calcule

_li_r:'“ (‘/1+%_1) ("‘/E—l)mg(1+%).

2) Sendo 7, ="/ a,, prove que S) Xa, (a,==0)
é convergente se r <1 e divergente se > 1.

=T s e 1 L
ada a serile s —— — _— (T
TRt E e

L
a,

mas que ela é convergente. Aproveite o resultado

(1<a<B), verifique que p = + oo (p_ =

para mostrar que a condigo g <1 garante a con-

vergéneia de §) mas que a condigio p>1 nfo im-
plica a divergéncia de §).

R: 1) Como
e [@z] [*'y/a-1] ;o? (1+n:1
w=co (\/14,%_1) (“*/5-1)!09(1 +%)
=l (%t' nil ) (E' nil\) (n' n-lo-l)

=R
iz V(1103 ve-es(ied) -1

).

=1, vem

L A e T o

2) A série 1 +—25 + pm + — ﬂ -+ € majo-
" 1 1

rada pela série =t 2,. 3% t @ 4¢ <, que é

convergenle, e portanto a primeira também € conver-
gente. No entanto, py,_y —> + 0.

111
5570 — Dada a fungdo

©+2 (r<—1)

lz] (-1s2x1)
2 (x>1)

f(z) =

resolva os seguintes problemas:

1) Esboce a imagem de f(x).

2) Estude a continnidade e derivabilidade de f(x).

3) Quais sio os extremantes de f(r)? Porqué?

4) E aplicdvel o teorema de RouLk em [—1,1]?
Porqué ?

5) Determine a partir de f(x) uma fan¢io conti-
nua F'(x) yue satisfaga as relagdes F! (z) = f(x) e
F0)=0.

R: 2) Descontinua em x=—co e em x=1,
Derivavel em todos os pontos, excepto x = —1, x =0
e x=1,

3) x=--1 ¢ maximizante, pois f/(—1) =1 e

fi (=1)=—=1; x=0 ¢ minimizante porque f] (0)=—1
e f{(0)=1.

4) Ndo € aplicavel o teorema de Rolle em [— 1,1]

porque, embora f (x) seja continua nesse intervalo, ndo
possui derivada em x = 0.

x2
-2—+2x+1 x<—1)

=il s ),
5) F=1
5 ©0<x=x1)

2 8 1
g BN

I S. C E. F. — Mareudricas Gerais — 1.° Exame de
frequéncia — (2.° chamada) — 20-3-1963.

|

5571 —1) A, B e C designam conjuntos.
Proveque ACB A ASCe= A (BN C).

2) Sendo a;,ay,-:-
mostre que:

a, nimeros reais positivos,

aaz--a,=1=ray +a3+ - +a,=n.

Utilize esta propriedade para provar que, sendo

4, Xy, -, DUmeros reais positivos,
xy ry Lp—q
Aozl e

&2 x3 n

3) Calcule os nimeros complexos z tais que 27
o= sejam conjugados.

z

R: 1) Esta proposigdo sobre conjuntos é transfor-
mavel na seguinte proposi¢do da légica matematica:

(xeA=xeB) A(xe A=xeC)=
= [xeA=>(xeB A xe(C)].

Fazendo xeA=p, xeB=q e xeC=r, vem

(p=a) A(p=r)=[p=(q AT)]
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(~pVOA(~pVre=[~p V@A,

proposi¢io que € verdadeira pois exprime a proprie-
dade distributiva da adigdo ldgica em relagdo & multi-
plicagio ldgica.

2) ﬂ—%t:.ig"Va,-az---a,

e, como ay-8x--- 3, = 1, vem imediatamente

ay + a3 + -+ + 3, L
S 1" o6 .3y F 8y +Fk 8 A

n

X X, X X
Comg—la.—z---——'-—l- “—1, uemlogo

X2 X3 Xa X

X X Xoaq X,

._1+_3_+...+_u+ ";n.

Xp X3 X, X

3) Sendo z = p(cosa + isena), vem

21 =T (cosTa + isenTa)

1 1
e — =¢*[cos (—2a)+isen (—2a)]. Para z7 e —
Zy z2

serem complexos conjugados tém de se cumprir as con-
digoes :

gl = p? Ta—2a=2kmw
isto €,
2k =
p=1¢e a=
2k
z=cos 5" +isen (k=0,1,2,3,4).

II

5572 —1) Sejam u = hmu, e u=limu, (u e
u finitos). Prove que, dado ¢ >0, entdo u, <u + &
Bara todo o valor de n suficientemente grande e
u,>u—=s para uma infinidade de valores de =n.
Enuncie uina proposigio andloga em que interve-
nha u.

Indique os sublimites e os valores de u e u para
a sucessio %

n?4+1 nw
u, = n? log (—z—) + cos 3
n

2) Mostre que a série Za,2z", sendo divergente
para =z = xy, diverge em qualquer ponto == x4
mais afastado da origem Sendo A o seu raio de con-
vergéncia e f(x) a sua soma, prove que f(z) é con-
tinuaem ]—2a,a[.

24+1 1
R. 1) Como n2leg (H—L) —n'log(1+—) =
n? n?
1
=n'n——>1 (n—1), basta ackar os sublimites de
n

V, = C08

para se obterem facilmente os sublimites
de u,. Ora.

Vo = cos k = tem sublimites —1 e 1

w T 1 1
Vappy = CO8 (k T+ 3 tem sublimites — Yy e 5

2n A 1 1
Vaupe = c08 | k=™ + 5 tem suolimites — - e >

3

1 =
e o8 sublimites de u, sdo 0, Frig 8 2. u=2 ¢

1_1-0.

It

2 +x—1
— 1) Calecule P—————.
5573 ) Calcule Py
2) Sendo ¢ um extremante interior de g (z) em
[a, 6] e existindo ¢'(e), prove que g'(c) ¢ nula ou
infinita de duplo sinal.

x2+x—1 ag + ayx + a;x?

So
x3 (x2 + 2) x3

R: -
x4+ 2

Célculo de ag, ay e as:

-1+ x4 x2

ST P

dente do numerador pelo denominador, obtém-se
1 1 3

30-—?: 31=§a 32—;-

Ro (x) = e, fazendo a divisdo ascen-

Cdlculo de Sjp:
x2+x—1 (x—3)+4a
x? Y T T
Como x — 3 ndo é divisivel por — 2x, determine-se
ay por forma que (x — 3 — apd),—y = 0. Vem imedia-

Ry (x) = , com A=x242,

3
x—3+3(x'+2)

tamente ug=—% e Sp= g =
3 1
=_I:_?'
x2+x—-1 1 1 3
:3(x=+r2j -—?2:?-'.2):2 ax
3 x 1 1
T a4 x+3 2 x2+2
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x24+x—1 1 S iE T 1
= — = arcig —= —— —
¥ (xZ + 2) gy2 9 ya T axe

1 3! 31 -
—K'I'Io.ﬂﬂ—g og (x* + 2).

I 8 C. BE. F. — Mareuiricas Gerais — 1.* Cadeira —
2.° exame de frequéncia (1.* chamada) — 17-6-963.

I

5574 —1) Demonstre que uma série de poténcias
é série de Tavror da sua propria soma.
Escreva o desenvolvimento em série de Tavror da

func¢io segundo as poténcias de = +1.

2 +2x+5
Indique o intervalo em que ¢é vélido o desenvolvi-
mento.

2) Determine a por forma que as assintotas da

. ax?+1
curva representativa da fungio y - se
interceptem num ponto de ordenada 2.

1 1 1

R 1) = Po s TN,
x2 +2x + 5 (x +1)2 + 4 4

1

Qs = 1N
1
+(5-)
senvolvimento € valido para todos os valores de x que
x+1
fagam (

=}ﬁ(—1)"(x;—1)h. O de-

2
) <1, istoé, —3<x<1.

2) A curva admite as assintotas X=1 ¢ Y=aX+a
e portanto terd de ser 2 =a + a ou a=1.

1I

5575 — 1) Quando se diz que f(x,y) é diferen-
cidvel em P (a,b)? Enuncie e demonstre uma con-
di¢do suficiente de diferenciabilidade.

2) Considere o polindmio real f(x) = agx” +
+ ag &' + -+ + a, . Atribuindo a =z n valores
distintos ag, @y, *++ , &, , construa-se a tabela

@ | £y Ty eer @y,
S (@) | S (@) S (@) e S (Tpmr)
mio interpolador para estes n pares de valores.
Prove que f(x) =1 (x) + ay(x — xg) =+ (x — ®,y) -

e seja [ (x) o poliné-

{'tn} lE)

R: 2) Como se sabe, -
n.:

f(x) =1(x)+

«(x —xg) +++ (x — x,y) e, como {™(x) =nlag, vem
imed:atamente o resultado pretendido.

111

5576 — 1) Determine & por forma que a carac-
teristica da matriz 1 —1 0 37] seja igual a 2.

U S G
T A %
le.06 1 351

2) Mostre que o sistema homogéneo

s+ y— z2— u=0
22— 2y — u=0
z—3y+ =z =0
4z —2z2—-3u=0

tem solu¢des n3o nulas. Determine um sistema fun-
damental de solugbes e aproveite-o para apresentar
a solugio geral do sistema.

R: 1) Com k=£0

Pt e e B St S o e
0 k. e 0 & 1=t
- oA, R L [T S ) L=
A Lo k& 1 &-8k])
I S A A N L QR T
G- 4t =1 R e
02-k 0k-2 0 02—k k-2
o a0leE Rkl D07 S0 S=REAE

86 com k=2 a caracteristica da matriz é 2. E fa-
cil verificar que com k = 0 a caracteristica da matriz
é 3.

A matriz do sistema €

2) A=71 1 —1 —17] eo determinante prin-
2 -2 0-1
T =81 0
14 0-2 -31
cipal € A = | 1 1|. O sistema tem solugies ndo nu-
2 -2

las porque € indeterminodo (grauw de indeterminagdo
d=2).

Para determinar um sistema fundamental de solu-
¢Oes (duas solugdes independentes) considere-se o sistema
constituido pelas equagdes principais:

x+ y—z—u=0
2x — 2y

—u=20.

Fazendo z=1 e u=0, obtém-se a solugdio

1 1
X =i Y=gy zwm1l, u=0 e tomando z =0 e
3 1

u =1, deriva-se x—T,y—;—,zf_‘O,u—l.
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As solugdes ((x1)) —(% % 1 0) e ((x2)) =

3 1
-(Z e 0 1) sdo independentes e a solugdo geral
pode escrever-se na forma

((x)) == ((x1)) + B ((=?)

isto €

T=ua

u=f.

I.S.C. E. F. — Mareuiricas Gerars — 1.* Cadeira —
2.° exame de frequéncia (2.* chamada) — 22-6-963.

I

5577 — 1) Deduza a regra de Caucuy para o
levantamento de uma indeterminagdo da forma co/co.
e + log

Calcule lim —_
amt0 ! + logx
2) Mostre que uma condi¢fo suficiente de conve-
xidade de f(x) em x=¢ é que f (x) seja crescente
neste ponto.
Determine a e & por forma que a assintota da

K ax+bax+ loga
curva representativa de y = g

€&
seja paralela a y == e passe pelo ponto (1,2).

e 2x +1/x
R: 1) lim fm — -
=+0 x2 4 [og x =+0 2x 4+ 1/x
e*2x2 + 1 2(e”2x3 + e 21x)
_— = m ==
2x2 41 x=400 4x

= lim (e®x2 4 e*) = + co.
(- -]

e + log x

2) A assintota da curva representativa de y (x) e
a=1

v=2ax+b e portanto terd de ser {2=a+b ou

a=1
b=1.
1I
5578 —1) Demonstre que uma condi¢io necessd-

ria ¢ suficiente para que f(x,y) (liferencidvel) seja
homogénea é que veritique a identidade de EvLkr.
Supondo que f(»z,y) (diferencidvel) satisfaz &
igualdade f(txz,ty) =9 () f(x,y), prove que f(x,y)
é homogénea. Qual é o seu grau de homogeneidade ?

2) Dadaatabela a | senzx

a sen a
a-+1|sen(a+1)
férmula interpoladora de Grraoxy-Newrox com resto.
Mostre que um limite superior do erro que se comete
ao proceder a uma interpolagio é 0.5.

, escreva a

R: 1) De f(tx,ty)=e(t)f(x,y) vem f, (tx,ty)x+
+ 6 (tx,ty)y =o' (t) f(x,y) e, fazendo t=1,
xfi(x,y) +yf,(x,y) =¢' (1)f(x,y). Esta d@ltima
igualdade mostra que f(x,y) € homogenea de grau o' (1).

2) senx =sena + (x — a)[sen (a + 1) — sen a] +

sen (& + )
+—2! (x—a)(x—a—1).
Ora |R(x)| = m(j:’ D) e T

1
<-'2'-'l"(a+1—a)2-0,5

I

5579 — 1) Demonstre que uma condigio necessd-
ria para que a matriz A tenha inversa é que seja
quadrada. Existindo inversa, prove que esta matriz
é tnica.

Mostre seguidamente que a condiglo necessdria e
suficiente para que 4 tenhainversa é que seja regular.

2) Deduza a regra de Cramer para a resolugio de
um sistema de equagdes lineares possivel determinado.
Como pode utilizar a mesma regra para a resolugio
de um sistema possivel indeterminado?

Enunciados e svlugies dos n.%® 5568 a 5579 de Fernando de Jesus

F. C. Porto — Maresdricas Gerais — (Exame final)
— Cursos de Engenharia Civil e Quimica — Junho
1963.

Ponto n.° 1

I

5580 — Defina, com precisfo, os seguintes concei-
tos utilizados no Curso:

1) — Complemento algébrico de um elemento de um
determinante;

2) — Dimensdo de um espago vectorial.

3) — Limite (numérico) de uma sucessio real.

4) — Convergéncia uniforme de ama sucessfio de
fungbes [reais, da varidvel real, com o mesmo domi-
nio|.

5) — Pardmetros directores de uma recta.
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6) — Fracgiies simples [numa indeterminada, sobre
um corpo K de nimeros].
T7) — Diametro e centro de uma conica.

8) — Niuneros de Rélle de uma equagdo [algébrica,
inteira, de coeficientes reais].

11

5581 — 1 — a) Resolver o sistema de equacgdes
lineares (nas incognitas =, y, z, ¢)

z+2y+324+ 4t=10
22— y+ 22— t=1
3z+ y+4z+ 3t=11
—2x + 6y +424+10¢ =18

b) Escrever o sistema anterior como igualdade de
matrizes, uma das quais seja o produto de uma ma-
triz conveniente pela matriz-coluna

~ n 2 H

2—No espago K[X] dos polinémios numa indeter-
minada sobre um corpo K de nimeros, considerar
a correspondéncia f— f' que a cada polindmio
Se K[X] associa o respectivo derivado f'e K [X]:
seja D essa correspondéncia.

a) Mostrar que D é um operador linear sobre
X ].

b) Mostrar que, fixado um ndmero natural =,
a totalidade dos polindmios fe K[X] tais que
D" f =0, constitui um subespago vectorial de K[X].

3 — Considerar a recta r, deequagdes cartesianas
{ z—y=3
z+2y+2=0
eoponto 4(1,—- 2,0).
a) Determinar a equacgio cartesiana do plano que
passa por A e é perpendicular a recta 7.
b) Achar a distincia do ponto A4 i recta r.

¢) Determinar equages cartesianas da recta p,
que passa por A, ¢ perpendicular a r, e encontra
esta recta.

(Eixos rectangulares)

4 —a) Calcular todos os valores do parimetro
real A que tornam degenerada a cénica de equacgio

1) x? — +2ixy—4draxz+22=0
Yy

b) Para um valor nfio nulo de A encontrado em
a), determinar um ponto comum as rectas em que (1)
degenera.

¢) Determinar a polar da origem (das coordena-
das) em relagio a4 cdnica associada a (1) no plano
projectivo (supondo (1) ndo degenerada).

d) Mostrar que para todos os valores de % admis-
siveis na alinea c), a polar ai encontrada passa por
um ponto fixzo do plano projectivo, que deverd ser
determinado.

5 — Derivar as seguintes fun¢Ges reais:

a) | —1|| B (Desenhar o grafico)
b) Arctg ch x| R
c) log (1+2%)|R

6 — Seja f(x)| I uma funglo real continua num
jntervalo fechado I = |a,h], a<<b; designaremos
por || f|| o mdaximo da fungdo |f(x)| |[I. (Leia-se:
fIl = norma de f).

Designaremos por [f] a classe das func¢des reais
continuas em [, que diferem de f por uma cons-
tante, isto ¢, a classe das funges f (x)| 7 tais que,
paratodoo wel, é f(x) = f(x) + k, com & cons-
tante real.

(Notar que o grifico de cada fun¢io f pode dedu-
zir-se do grifico de f mediante uma translagdo).

a) Justificar a existéncia do maximo de | f(z) | | I.

b) Mostrar que sendo

inf ||F]| =0
folr]
(isto é, sendo nulo o infimo do conjunto das normas

de todas as fun¢des f que constituem a classe [
entdo f é uma fungio constante.

F. C. Porto — Mareuiricas Gerars — (Exame final)
— Cursos de Engenharia Civil e Quimica — Junho
1963.

Ponto n° 3

I

5582 — Defina os seguintes conceitos utilizados
no Curso:

1) — E/emento simples do corpo K (X) (das frac-
¢Ges racionais numa indeterminada sobre o corpo
numérico K).

2) — Vectores (livres) complanares.

3) — Majorante, minorante, supremo, infimo de um
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conjunto de nimeros reais (convenientemente limi-
tado).

4) — Soma e resto de ordem n de uma série numé-
rica real.

5) — Convergéncia pontual de uma série de tungdes,
(reais, da varidvel real) com o mesmo dominio.

6) — Forma linear sobre um espago vectorial.

7) — Superficie regrada. Exemplos.

8) — Direcgio conjugada de um didmetro; assintota
de uma cdnica,

11

5583 — 1 — a) Escrever uma expressio geral dos
complexos cujos afixos pertencem i circunferéncia de
equagio

w2+ yt—4dx +2y=0.

Indica¢io: comecar por re-escrever a equagio, de
modo a evidenciar o centro e o raso da circunferéncia.

b) Determinar, de entre esses complexos, 0 que
tem mddulo maximo.

2 — Considerar, no espago vectorial real R3®, os
vectores :

L B (2,3,“'1)
u = (—1,2,0)
ug = (3,0,4)

a) Averiguar se esses vectores constituem uma
base de R3.

t) Justificar a existéncia de um dnico operador
linear A, sobre R3, talque Adu =¢;, Auy==e
Aug =e3, sendo e = (1,0,0), e = (0,1,0):
e3=(0,0,1), e estudar a invertibilidade desse ope-
rador.

¢) Indicar (justificando a resposta) o nimero de
solugdes da equacdo (na incégnita vectorial x e RY)
Az =0.

3 — a) Determinar o lugar geométrico dos centros
das circunferéncias

2+ +2(1l—2)z—42y—1—(1—-3)2=0

(onde A é um parimetro real arbitrdrio).

b) Classificar a linha obtida, e determinar os res-
pectivos eixos de simetria.

4 — Classificar as seguintes séries reais:

p)
1 n!
b) X cosnw
=
c) 3 n"
}l-‘ (n+1)!

5 — Determinar a equagfo cartesiana do cilindro,
de geratrizes paralelas & recta

{.c—3z-1
-
y=—22

que admite como directriz a linha de equagdes

{a:?+yz—7
z —z =1.

6 — a) Desenhar o grdafico da fun¢iio real G ()| R,
onde G (x) designa a distincia do mimero real z= ao
mais proximo ndmero inteiro.

b) Mostrar que é uniformemente convergente em R
a série de tungdes reais

°5'.‘ G (2" x)
25—

¢) Pondo, para cada ze R,

= G (2 -
H@ =200,
0

mostrar que ¢ continua em R a fungfo real
H(s)|R.

Enunciados dos n.” 5580 a 5585 de A. Andrade Guimarles

NOTA — Na elaboragio dos precedentes enunciados,
teve-se em conta o farcto sequinte, que fortemente condi-
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Malemdticas
Gerais na Faculdade de Ciéncias do Porto, em virtude
da caréncia de pessoal docente e salas de aula, tornou-
-se im possivel proporcionar aos numerosissimos alunos
inscritos nessa cadeira (1450, no corrente ano lectivo)
as duas aulas praticas por semana, prescritas por lei,
sendo uma apenas dada em cada turma. (E mesmo
assim, cada turma comporta por vezes 60 alunos).



