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vada por forma que o produto da espessura
pela secgio eficaz de difusio macroscépica
seja finita, nomeadamente 0,71 — 0,33 =0,38.
A solugio do problema da difusdo com tal
elemento dispersivo entre o meio multiplica-
tivo e o completamente absorvente que o
rodeia, apresenta para o interior do meio
maultiplicativo (o elemento de combustivel) o
mesmo flaxo que o calenlado por INONU.
Considerando a variacio de fluxo neutrénico
nas vizinhancas da fronteira entre dois meios
diferentes, verifica-se que é pouco provavel
que a introdugio de uma superficie disper-
siva explique adequadamente em todos os
casos as perturbagdes no fluxo dessa vizi-
nhanca. Ainda preferivel, em geral, é o con-
siderar-se em adigio a superficie dispersiva
uma superficie absorvente, positiva ou nega-
tiva. De facto, para dividir a absorpgio res-

ponsavel pela variacio do fluxo entre os
dois meios, sera necessario atribuir parte da
absorpgio superficial a um, parte ao outro
meio, isto é, sera necessario introduzir duas
superficies absorventes. Juntamente com a
superficie dispersiva, dever-se-ia reproduzir
desta forma o efeito das perturbacdes junto
das fronteiras em termos da teoria da difusio.

10. Conclusao

O objectivo destas observacdes é o de
exprimir a ideia de que a ciéncia dos reacto-
res pode ser altamente auxiliada pela atengio
dos matematicos por estes problemas; mas
também a convicgio de que os matematicos
encontrario muito interessantes problemas
na ciéncia dos reactores.

Decomposicdo de ideais em ideais primos:
teoria de Kummer-Dedekind

por Ubiratan D'Ambrosio
Faculdade de Filosofia, CiBucias, Letras de Rio Claro, 8. P., Brasil

0. O teorema fundamental da teoria dos
ideais estabelece a decomposi¢io tunica de
ideais nfo triviais num produto de ideais
primos [1, pag. 4>](*F), isto é,

A = Pi - Poeoor - B

Como se verifica, a demonstra¢io do teo-
rema ndo nos da nenhum processo de deter-
minar efectivamente tal decomposigao.

Para efectuar a decomposigio, sendo
A = (xy,09, -+ ,2,) basta conhecer a decom-
posigio dos ideais principais («;), pois 2 se

(*) Os nimeros em colchetes referem-se & biblio-
grafia. A notagfio adotada é em geral a usada em [1].

obtém como m. d. c. déstes |1, pag. 43], que
pode ser calculado com facilidade a partir
das decomposigdes de (a;), (ag), -+, (a).
2 ipapg. 1107

Para decompor (z), observamos que
()| N(«), e sendo N («) racional inteiro,
temos N(a)=pj'« -+ - p%. Entioséentram
na decomposicio de (z) os ideais primos P
que entram na decomposigio dos (p;); efec-
tuando entio a decomposicio dos nimeros
primos racionais (*+) em ideais primos, obte-
mos os ideais primos do curpo.

(**) Por nimeros primos racionais queremos dizer
ideais principais gerados por nimeros primos racio-
nais.
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Exporemos em 1. e 2, a teoria da decom-
posi¢io conforme foi desenvolvida por De-
dekind, generalizando os estudos de Kum-
mer, que se restringiu a corpos ciclotémicos.
Nao desenvolveremos a teoria em toda sua
generalidade, explicitando as restrigdes e
indicando o desenvolvimento mais geral
em 3.

1. Consideremos o corpo Q(8), extensio
de grau n do corpo Q, dos nimeros ra-
cionais. Suponhamos que a base natural
1.6.62,...,0"1 seja uma base inteira de
Q(68), o que nem sempre acontece. Con-
forme veremos em 3. os resultados aqui
obtidos podem ser estendidos aos casos em
que isso ndo se da.

Todo « inteiro do corpo pode ser escrito
entdio como & = cg+ ¢y 8 + .+ €pq 01,
com 08 ¢; racionais inteiros.

Seja f(x)=a"+ a2+ - -+ axta
a equacgido do corpo de 6.

Seja p um primo racional, com decompo-
gicio (p)=Pi'-----P; onde o8 P. sio
ideais primos em Q(9).

Sendo N((p))=| N(Py)|--- | N(Py) %,
e N((p))=p*, temos p*=|N(P;)|«-
| N(Bg)fer - - [N (B}, e entio N(P)=p”,
com f; Zn-fi é chamado grau de P, e e
é chamado ordem de ramificagio de ;.
Assim, n=¢yf} + +-- + €, 1.

Derivigio. Consideremos o ideal 9[ tal
que A/(p) e A=(1) e sejam y;1.75.- 5%
inteiros do corpo. Diremos que 7y .79.--+, 7k

8do linearmente independentes mod 2 quando
k

2,_ Zm Ym =0 (mod ), com a, racionais in-
1
teiros implica ®,=0 (mod p) (m=1,2,--., k).
Caro contrario 7;. 9.+ ,7¢ serio ditos li-
nearmente depeadentes mod 9 .

Observemos que a independéncia linear
dos inteiros yy,7g,---,7: fica estabelecida

uma vez fixado 2, pois o nimero primo p
fica unlvocaments determinado por 2A(*).

Trorema. Sendo N ()= pf, o némero
mdximo de inteiros do corpo linearmente inde-
pendentes mod U € igual a f.

Observemos de inicio que 1 Zf<n. De
facto, A/(p) logo (p)= A-B; entio
N((p))= N ). N(B), logo p"=p” - N(B).
Como A£(1), 1LfLn.

Para a demonstracio do teorema utiliza-
remos dois lemas.

Leva 1. Sendo f' o ndmero mdximo de
inteiros do corpo linearmente independentes
mod A, temos 1 Lt' LS.

DemoNnsTrRAGX0. 1 6 linearmente indepen-
dente mod Y, pois x.1=0 (mod Q) im-
plica =0 (mod p). De facto, se assim nio
fosse, isto 6, se x# 0 (mod p), existiriam
racionais inteiros = e v, tais que u x +
+v.p=1 e entdo, como Y|(x) e A|(p),
terfamos Y|(1), o que & absurdo, pois
A+ (1). Logo f'a1.

Sejam 7y ,79,:++,7s inteiros do corpo
linearmente independentes mod 2. Entio
Yinn+Yar2+ o+ Yy com 0Ly lp
formam p/’ classes de restos inc6ngruas

r! r’
mod [, pois se Ziy'; 7,-Eziy}' 7: (mod ),
1 1
" 'r' ’ "
com 0 Zy:,y/<p, entio zi(y; —¥:)7=0
1

rl‘
(mod A) e y;—yi =0 (modp), e X yiyie
1

!’
z‘y}' 7i coincidiriam. Como o nimero de clas-
1

(+) De facto, se existissem, p e ¢ tais que 2A/(p)
e 2A/(g), sendo p e ¢ primos entre si existiriam
reas taisque pr +gs=1 e A|(1), contra a hi-
potese.
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ses incOngruas mod o é N () [1, pag. 51),
temos p/' L pf, edaf f' Zf.

Notemos que ndo é possivel concluir que
f'=/f, pois ndo se pode afirmar que
i1+ Y272 + oo + Yroyyr dio todas as clas-
ses de restos mod 2 quando O Ly <p.
Isto acontece efectivamente, como veremos a
seguir.

Lema 2. Sejam y1,7g,-++, e linearmente
independentes mod U, onde ' é o numero
mdaximo de inteiros do corpo nessas condigdes.

Entao cada inteiro do corpo pode ser escrito
r!
como yEZ Xm 7m (mod ), com xn racio-
m
1
nais inteiros univocamente determinados mod p .

DEMONSTRAGRO. 71,79, ==+ +7rs,7 sdo li-
nearmente dependentes mod 2[, isto &, po-
de-seter y; 71+ -+ ¥y yr+y7=0 (mod )
com nem todos ¥;,¥g.: -,y ,y divisiveis
por p. Mais explicitamente, 6 y =0 (mod p).
Entdo existe um tnico racional inteiro z tal
que zy=—1 (modp). Logo

—zyy=zyn + -+ +2y7=0 (mod 2A)

e fazendo x;=1zy;, temos y=x 7, +---+
+ @y (mod ). A representagio 6 dnica,
puisse y=u; y;+ -+ +up y,. (mod ), entio
(@ —up)yy +-oo+ (27 — up) yr =0 (mod A)
e pela independéncia linear de yy,79,+, ¥r
temos x;=u; (modp) (¢=1,...,f").

Entio o8 p/' niimeros yy; 7, + -+ + Yr' 7775
com 0« y; <p, formam um sistema de re-
presentantes das classes de restos mod %[,
puis sdo incongruos mod Y (lema 1) e todo
inteiro do corpo é céngruo a um deles
(lema 2). Como o nimero de classes de res-
tos mod Y é N (), temos p/'=p’, o
f=/f', o que demonstra o teorema.

2. Voltemos ao problema da determina-
¢iv dos ideais primos que aparecem na de-

composicio (p)=Pi'- P35 - +-- - Py . Fare-
mos, neste paragrafo P =P e ¢ =e.

Seja f o niimero maximo de poténcias de
0 linearmente independentes mod P, isto é,
o corpo Q[B8]/P & extensio de grau f do
corpo Z/p. Pelo teorema demonstrado em
1. sabemos que f é o grau do ideal P em
(p). Podemos tomar como as f potén-
cias de 6 linearmente independentes
mod P as f primeiras. De facto, 1,0.62...
..-0/1,87 gdo linearmente dependentes e
6/ é combinagdo linear de 1,6.62,...,0/-1,
bem como 6*,% k> f. Logo, 1,0,62,...,6/-1
sdo linearmente independentes mod P .

Seja L (6) = by + by 0 + by 62 + ... +
+ bpg 871 + 5,67=0 (modP), com os b
racionais inteiros, nem todos divisiveis por
p, em particular com b,%=0 (modp), e
como estamos trabalhande num corpo, pode-
tomar b,=1.

Consideremos o polinémio L (x) = by +
+bx+bga? 4+ - + b1+ 2/, com
coeficientes em Z/p.

Como fZLn, podemos dividir f(x) por
L(x), e reduzir mod p, obtendo f(x)=L(x)-
-G (2) + H(z) (modp)- ().

Observemos que se vale (') temos

f@)—L(@)- G@)— H@z)=p- (),

onde ®(x) é um polinémio com coeficientes
em Z e entio f(0) — L(0)- G(8)— H(8) =
=p-®(0), com P(0i1eQ0]. Mas P/(p),
logo (p)CP e p-P(0) é um elemento de
P, e entdo f(8)=L(8) G(9)+ H(6) mod PB.

Sendo f(8)=0 (mod P) e L(8)=0 (mod PB),
temos H(8)=0 (mwod P), com grau de I/(x)
menor que f. Mas entio, sendo H(x)=rg +
+ri@ 4 oo 411 temos r; =0 (wod p)
(i=0,1,--.,f—1), povis o nimero ma-
ximo de poténcias de 9 linearmente indepen-
dentes mod P é f. Entio H(x)=0 (modp),
o f(z)=L(x)- G(x) (mod p).

Facamos (p,L(08)) = 2A. Vamos ver que
P=2A.
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E imediato que AP, pois peP o
L(%)eP.

Para demonstrar que P A, tomemos
um qualquer feP. Temos 5 = B(6), onde
B(x) é um polinémio com coeficientes em
Z . Dividindo B(zx) por L(x), e reduzindo
mod p, obteremos B(x)=L(x). G (x)+
+ H'(x) (mod p), com grau de H'(x) menor
que f. Entdo B(9)=L(%).G'(0)+ H'(0)
(mod P). Como FeP. temos B(0)=0 (mod P)
e L(9)=0 (modP).-.H'(8) (modP), logo
H'(z)=0 (modp). Entio B(x)= L(x)-
- G'(x) (med p), isto &, B(x)= L(z)- G'(x)+
+p-®(x) e BO)=LO)-G'0)+p @9,
com G'(0) e ®(9) inteiros do corpo. Isto
equivale a dizer que um elemento qualquer
de P pode ser escrito como  =p. L(6)+
+v.p, com p,veQf0], logo Be?A, ou
seja P A. Entdao P = A.

Se a ordem de ramificacio de P em (p)
for maior que 1, temos P/ L(9) o P2/ L(0).
De facto, P=(p,L(9). Se P2/L(H), como
B2/ip). P dividiria P, o que 86 é possi-
vel se P = (1).

Sendo f(x)= L(z). G (x) (modp) temos
f(6)=L(9)- G(0) (mod PB2), pelo visto ante-
riormente. e como f(9)=0 (mod P2). temos
P2/ L(0) - G'\9). Mas P2/L(0), logo P/G(0).

Como 2 2.f, de f(x)=L(x).G(x)
(mod p) temos que grau de G(z) é X f.
Entio dividindo G (x) por L (x) temos
G(x)=L(x) - Go(x) + Ily(x) (modp) e

G()=L() - G3(0) -+ H13(%) (mod P)

e analogamente ao que foi feito para f(x),
temos Hy(x)=0 (mod p). Logo

f(@)=|L(x)!2- G3(z) (modp).

Assim sucessivamente, teremos

f@)=|L(@)}*- G.() (mod p),

com grau de G.(x) igual a n —e- f.
Considerando agora PBy. seja fy o nimero

maximo de poténcias de 6 linearmente inde-

pendentes mod Py, e [y(08) = dy + dy 0 +

-+ dg 0% 4= . df:—l 051 4 0A=0 (mod %},
com d;eZ[p.

Sendo n —e-fX fy, podemos repetir o
processo para G.(z), obtendo

G.(2)=|L3(@)|*- Gu(z) (mod p)

PBo=(p,La(9)).

Assim f(z)=|L (2)|°- |Ly (x)}* - G, ()

(mod p).
Sucessivamente, chegarfamos a

F(z)= L (@) | Ly @) oo - | Ly (@)]-
Gy (2) (mod p).

Mas G, () tem o grau O pois n=-e.f +
+ egefo+ - +e5-f;, © podemos toma-lo
igual a 1.

Ainda, os ideais P.Py, ... P, sio dis-
tintos. De facto, se P, = Pi, teriamos
Li(09)ePi, logo Li(9)=A48) - p+ B (9)- L(9),
com A(68) e B(9) elementos de Q[8] e entdo
L(9)=Lc(9)- B(9) (mod p), e Li(x)=Li(x) -
- B(x) (modp), e L,(x) nao seria irredutf-
vel modp.

Podemos entdo enunciar o importante re-
sultado devido a Kummer (para corpos ciclo-
témicos) e generalizado por DEDEKIND :

«A decomposicio de p em ideais primos
de Q(8) pode ser determinada pela decom-
posi¢io de f(x), equagio do corpo de 0,
em polinémios L;(x), irredutiveis modp,
com coeficientes em Z/p, cada ideal sendo
dado por P.=(p, Li(7)); sendo
f@={Li@|-|La(@)|4- oo | Ly ()%
(mod p) temos (p)=P;'- P3'+ --+ - P, graun
Li(x) = fi = grau P;».

3. Vamos indicar o desenvolvimento da
teoria sem a condigio imposta no infcio de
1. de ser a base natural uma base inteira.
Néo faremos o desenvolvimento geral neste
nimero, limitando-nos a apresentar o pro-
blema.



30

GAZETA DE MATEMATICA

Sendo 1,0,62,65,...,06"1 uma base nido
inteira, tomemos a base lnteira Q;,Qy,.-.,Q,
[1, pag. 20]. Entio todo inteiro do corpo
pode ser escrito como combinacio linear de
Q,,95,:.-,Q, com coeficientes em Z. Em
particular, temos 6"-1=c¢; ; Q; + ¢;,9Qy +
+ oo+ 6¢,,Q,, com ¢; ;6Z, e

D(l33!921"'76"'1):'05,5[2 ’ D(QI’QQ!""Q")
onde

D(l,ﬂ,ﬁg,.--,e"'l) e D(QI,QQ,G-l ,Qn)

sfio respectivamente os descriminantes das
bases 1,0,62,...,0"1 e Q;,,Qy,.--,Q,,
sendo o segundo o discriminante do corpo,
d, ionvariante [l, pag. 23]. O determinante
da transformagido, |¢;j|, 6 distinto de zero
e depende apenas de 0. K chamado indice
de 6 e sera representado por J. Assim,
D(1,0,602,...,0%1)=2.4d,
Consideremos os elementos de Q[6] da

n-1

forma w = Zibi 6, com b;e Z. Eles for-
0

mam um anel DcC Q[6]. Se J=+%1,
D = Q[f]. Este foi o caso estudado em 1,1,

Se J11, observemos de inicio que a
representacio dos elementos de © pode ser
feita mediante um polinémio g(x) de grau
qualquer, com coeficientes em Z . De facto,
g(@ =f(z):q(x) + r(x) com grau de r(x)
igual a n — 1. Entéao, ¢g(9)=f(6)-q(8)+r(9)
logo g(9) =r(9), e r(8) é um elemento da

n-1
forma 2 h; 6%,
0

Um racional primo p sera dito de pri-
meira espécie se p 4 J e de segunda espécie
se p/J.

Seja w=d;Q; + ... +d,Q,, com

di=ep.iby +eg,iby + <o + €a,ibuy
(=1, ,n).

Seja p um primo racional de 1.* espécie e
w=0 (mod p). Eatio p/d;. Resovlvendo o

sistema

[dy = ¢1,1bg + -+« + €a,1 Bay
(s) ag =cr.ahy + «- + €u,9 bn-y

dn oeed cl,ubn E ree - cn,nbn—l

pela regra de CraMmER, by.J = Ay, by .J =
=Aj ooy byq-J=A4,;, onde os A; sio
combinacgdes lineares dos d;,dy, - ,d,,
conforme o desenvolvimento do determinante
segundo a ¢+ 1 — ésima coluna, logo p/A;
e p/hi-J. Como ptJ, p/b; (i=0,.-.,n—1).

Sejam wy, wgeD e wy = by + 4’0 4
TERTIE S . ata T T L S R
R LA
mente se b’ =42 (mod p), pelo que acaba-
mos de ver.

Temos entdo p* ndmeros inteiros w in-
congruos modp em D. Em Q[6] temos
também p* classes de inteiros modp. Como
D c Q[8], podemos tomar como represen-
tantes das classes de D /p elementos de
Q[91/p, e aplicar o meswo desenvolvimento
de 2. [3, pag. b4]. A teoria é entio valida
para primos de 1.* espécie.

Se p/J, isto 6, p é de 2.* espécie,
em (s) podemos determinar uma solugdo
bg,by,--+,buy onde nem todos os b; sio
divisiveis por p. Entio pode-se dar o caso
em que w;=1wuy (mod p) e b £ bH? (mod p),
e em P teremos um nimero de inteiros
incéngruos mod p menor que p, e nio é
possivel entio estabelecer a correspondéncia
entre D/p e Q[91/p.

A teoria desenvolvida para primos racio-
nais de 1.* espécie, embora ndo fosse valida
para primos de 2.% espécie, seria satisfatéria
se dado um nimero primo racional qualquer
p, existisse um inteiro 6 no corpo tal que
gseu fndice fosse nao divisivel por p. Mas
existem corpos, como mostrou DeDrKiND
[4, pag. 234]. onde um nidmero primo racio-
nal p divide o indice de todos os inteiros
do corpo.

Sera w;=uw, (mod p) se e sd-
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OvsTeEIN ORE, usando congrudncias de fun-
¢des com relagiio a poténcia de um nimero
primo, estendeu o método obtendo uma teo-
ria da decomposi¢io valida sem excepgio.
[3, pag. 58].

1. 4 — Aplicaremos a teoria desenvolvida
na decomposi¢gio de um ndmero primo racio-
nal num corpo quadratico Q(Va).

Distinguiremos dois casos: a=2,3 (mod 4)
e a=1 (mod 4).

No 1.° caso, uma base inteira é 1,Va
e o discriminante do corpo é d=4a.
A equagiio do corpo de Va é f(x)=a2? - a.

Consideremos um primo racional p=£2.
Entio a decomposi¢io de f(x) mod p se faz
do seguninte modo :

) (@/p)=+1(*). f@)=(@—=).
- (@ — rg) (mod p) e sendo x; = — x5 tem-se
fx)=(x —a) - (x + @) (mod p). Entio
Li(x)=ax —> e Ly(xr)=x + =, logo
L| (\/_é_) = V-f; — 9 e f—g(\/;) = \/?1 +x o
Pr=(p,xy—Va) e Py=(p,x; +Va).

i) (a/p)= — 1. f(x) ndo se decompde
mod p, isto é, (p) é um ideal primo de
Q(Va), com grau f=2.

iii) (a/p)=0. Entio f(x)=2a2 (mod p)
8 Li(z)=ILy(x)=x, logo g=1, f=1,
e=2e L(Va)=Va. Entio B =(p,Va).

Se p =2, teremos:

iv) se a=3 (mod 4), ou a=1 (mod 2),
22 —a=0 (mod 2) se decompde em (z —1)-
+(z + 1) (mod 2), e sendo

—l=+1(mod2), L;(z)=Ly(x)=(x+1),

logp g=e=1 e L(Ya)=(\a+1). En-
tio P=(2,Va+1).

(*) (a/p) é osimbolo de Lecexore, = 4+ 1 se a
é resto quadrdtico modp, = — 1 se a & nio-resto
quadrdtico modp e =0 se a é miltiplo de p.

v) se a=2(mod4), isto 6, a=0(mod 2),
22 —u=0 (mod 2) se decompde em .z
(mod 2), logo g=1, e=2 e L(z)=x o
L(Va)=Va. Entio P=(2,Va).

No 2.° caso, isto 6, a=1 (mod 4), uma
1+ Va

base inteira é 1, e o discriminante

do corpo é d=a.

1+.VE :

-

A equacgio do corpo de

l—a
9

-

f@)=a?—a+

Seja p=~2, primo racional. Entio j()
se decompde mod p do seguinte modo:

vi) (a/p)= + 1. Fazendo f(&x)=
=2x—12—a(modp), flx)=Cx—1-a)-

1+\/T;)

- (22— 1+ ;) (mod p). Entdo L, (

-

=(2.(%)—1—r,)=(ﬁ—w1) )

- #

I (”—‘/5) = /G 42> Liogo Sy

2
=(p,zy—Va) e Po=(p, 2 +Va).
vii) (a/p)= —1. f(x) ndo se decompde
mod p, logo (p) 6 um ideal primo de Q(Va).

viii) (a/p)=0. f(z)=(2x —1)2 (mod p).
Entio g=1, e=2 o L(x)=(2x—1),

logo L(ﬂi)ml/z, e P=(p,Va).
Se p=2, fazemos f(x) =a? — x +
l1-a 5
. Entdo,

— a

é

ix) se a=1 (mod 8), logo
par, f(z)=22? —x (mod 2) e se decompde

em z.(x—1), logo L,(l':‘/“): I+Va

2

-

1+Va 1-Va 1+Va
eLg( +2La)= d a e$]=(2’ 4:;’)
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l-a

x) se a=D) (mod B), logo é fm-

par, f(z) ndo se decompde mod 2, e (p)
¢ ideal primo em Q(Va).

5. Um problema de fundamental impor-
tincia para a decomposicio de ideais é saber
se na decomposi¢io do ideal (p) em Q(9)
alguns factores ideais ¥; aparecem repetidos
ou se todos sdo distintus. Em outros termos,
ge é algum e; > 1. No caso de serem todos
o8 e =1,(p) diz-se ndo ramificado. Caso
contrario, diz se ramificado.

A resposta ao problema é dada pelo se-
guinte teorema, devido s DepkkiNp [D]:

«Dado o niimero primo racional p, a con-
digdo mecessdria e suficiente para que exista
um tdeal primo P cujo quadrado divida p é
que p divida d, sendo d o discriminante
do corpo».

Notemos que num corpo quadratico o teo-
rema se verifica facilmente medianie os
resultados de 4.

De facto, (p) 6 o quadrado de um ideal
primo nos casos iii, iv, v e viii, e sdbmente
nesses casos. & nestes casus, e sbmente nes-
tes, p/d.

Vamos, partindo da decompuosigio feita em
2., demonstrar este teorema, seguindo em
linhas gerais o desenvoulvimento de ZoLATA-
REFF [6]. Naturalmente as observacdes feitas
em 3. quanto a generalidade da decomposi-
¢io mantdm-se para a demonstragio que
faremos, isto é, nos restringiremos a nume-
ros primos de 1.* espécie em (J(6). No
entretanto, logo a seguir generalizaremos
a demonstracgio.

No corpo Q(9), extensio de gran = de
Q, considerado o inteiro « = g (0). represen-
taremos 08 conjugados de a por al? =g (6(),
onde os 6() gao os conjugados de 0.

Norma de « é o numero racional inteiro

N(a)=g8). g(6M)« ... . g(6(-D),

Lema 1. Sendo f; o gran de L;(x) e (x)
um polinémio com coeficientes em Z , va'e

N@Li@)=(=1)%-pi-d(X): = -¢(2s).

DemoNxsTRAGAO. Seja L; (x) = (@ — 2)-
c(x—)g) - -(a:—l,.j Entao N (L:(8)) =
- Ly () LAWY 55 e L (at»—n) o R

(8~ 2)- (9(” =g} < (8 — az)-
. tﬁ""” — )‘t] (Btu-ll —_ lf.) ==
= (— 1) -f(}.l). «-o - f(}3)- Mas sendo
F@ =Ly @)% - - 1Ly (@) (mod p). isto
8 F(@) = | Ly (@)% - - | Ly(@) + p - $ (@),
com Y(x) um polinémio com coeficientes em
Z, temous

JO) oo - fOR)=p" - $ () - --+ - $(p)
e portanto
N(Li(8)) = (— 1) - p5 - 4 (1) - b () -
CoxoLikio. N(L,(8))=0 (mod p%) (*).
Lema 2. Condigido necessiria e suficiente

para que p[/N(z), onde a=g(0), é que
g(x) contenha como factor ao menos uma das
Jungdes L;(x) mod p .

DemoNsTRAGAO. Suponhamos que f(x) e
g(x) nio tenham factores comuns mod p.
Entidio é possivel determinar polinémios @ (x)
e Y (x) tais que g(x).P(z) — d(x)-fixr)=1
(mod p). Entio g(x) ®(x) — $(x)-fle)=
=1+ p-y(x), com x(x) com coeficientes
racionais inteiros, e dai

g@)- @) =1+p-x(6),--,g(00D).
LB (OE-D) = 1 + p .y (6-D)

e multiplicando membro a membro N(z).
«N(@®@)=1+p-m onde m é um nimero
racional inteiro. Logo. N(z)- N(®(0)=1
(mod p) isto 6, N(a) n#o é divisivel por p,
e a condicdo é necessaria.

(*) Isto decorre, tamhém, do facto de ser
Pi=(Li(0),p) e N(Po)=phi, pois N(P)/N(L:i(0).
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Seja agora g(x)=L;(z). ®(x) (mod p).
Entio, sendo ¢ () polinémio com coeficientes
em Z temos

g(@)=Li(x) - ®(@)+p- ¢ (=),
logo
9(0) = Li(6)- 9(®) + p- 4(0) -+ . g(00-1) =
= L;(84-D) .  (8¢-D) 4 p . § (8¢=-D)
e multiplicando N (a)= N(L;(0))- N(®(0))+
+p-m, meZ, e sendo N (L;(0)=0
(mod p), temos N(«)=0 (mod p).

Teorema. Condigdo necessdria e suficiente
para que f(x) admita factores multiplos
mod p é que p/d.

Sabemos que uma base de Q(f) é a base
natural 1,6,62,...,0"1 e que seu discri-
minante é o quadrado do determinante de
VANDERMONDE [1, pag. 17]

V(6,0m,...,00-D) =

R R |
8 em . fin-D
= |62 |omj2 ... |o¢-D)2

gn-1 39(1)5n—l “vs JO(=1){n=1
Entédo

D(1,0,.-.,60-1) = (60 — g)2.
. (82 — 6)2 ol nle (B(N—I) — 6)2 .
. (9(2) e 6(1:)3 T (Bln—ll — 3(1))2 -
. (eln—l) = 9("'2})2

e D=J2.d. Supondo que p seja de 1.*
espécie, temos que p/d 6 vquivalente a
r|D.

Suponhamos que p + D e que f(x) admita
L;(x) como factor miltiplo mod p, isto §,
que ;X 1; entdo f(x)=P(x)- |Li(x)|% +
+p-d(x) com ®(2) e ¢(z) polindémios
com coeficientes em Z. Derivando temos

(@) =@ (@) - {Li(x)}% + e} Li(x)]»=1 -
< Li(z) - ®(@)+p - ¥ (2),

isto &
f'(@)=yx(x)- Li(x) (mod p)
onde
1(@) = @ @) | L)l +
+ e Li(@)}+2 - Li@) - 0(a),

e pelo lema 2, temos N(f'(6))=0 (modp).
f'(6) é denominado diferente de 6, e é um
elemento de Q(0) [7, pag. 11].

Sendo

f(@)=(x—0): (@—06m). ... .(x— o(-1)
temos

F(@) = (@ — ). .o (@ — 66-D) 4 (z— 6).
.(m—e(ﬂl). e (;r,'_ B(“—l))+. Y .+(m—3)-
.(m-—e(l]). cee (@ — 9(“—2‘),

logo

F(0)=(8— 6M).....(06—080-1).....
g f: (B(u-l)} - (6[«—1) — 0). ... (9(.:.-1) — gn-2))

n{n—1)
e N(f'(6))=(—1) ? .D. Mas, entio,
como N (f'(0))=0 (mod p), temos p/D,
contra a hip6tese inicial. I.ogo, se p 4 D,
temos e =1, isto é, f(x) nio contém
factores miltiplos mod p.
Seja agora p/D . Suponhamos que

e = 1,(£=1,2,---

_ 1 9) 5

isto 6, que f(x)=L,(2): La(x)- - - L,()
(mod p). Eentdo f(x)=Lj(x)+ e+ Ly(x)+
+p-0) e

F'@) = Li(@) - Ly(@) - - - Ly(@) +
et Ly (@) oo+ Ly(@) + p - ¥ (@)

logo f/(«) ndo contém como factor nenhum
Li(x), e pelo lema 2, p r N(f'(6)), e por-
tanto p 4 D, contra a nip6tese. Entio, se
p/D, f(x) deve conter factores miltiplos
mod p, o que demonstra completamente o
teorema.
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Como a ordem de ramificacio de L;(x)
em f(x) é a ordem de ramificacio de P;
em (p), temos demonstrado o teorema enun-
ciado no infcio deste paragrafo, mas apenas
para nimeros primos racionais de 1.* espé-
cie em Q(9).

Vamos agora completar a demonstragio
para nimeros primos racionais quaisquer.

Se p/d, temos p/D, independentemente
de ser p de 1.* ou de 2.* espécie, e a de-
monstracio feita subsiste, logo a condigdo
suficiente do teorema de DEpERIND fica com-
pletamente demonstrada. No entanto, para
demonstrar que a condicio é necessaria,
este raciocinio falha se p 6 primo de 2.
espécie.

Para demonstrar a condi¢io necessaria,
isto é, se P2/(p), entio p/d, utilizaremos
0 seguinte

Lema. Sendo Q(6) extensdo de grau n
de Q, e y um tuteiro de Q(0), temos
{ T (p){P=T(v*) (modp)(*).

DeEmoxsTrAGR0. Sendo 7T(y)= 0V +
+...+7lﬂl‘ temos iT(»};”P:i?(l)_i_‘.._i_?("‘IP
(mod p). Mas T'(y") = |yP{P+..-+{y®i?,
logo |T(7)|?=T(7") (mod p).

Seja P2/(p); entio (p)= P2 Q. Seja
a um inteiro do corpo tal que P-Q/x e
PB2.Q 4 «; existem inteiros assim pois
PB-Q/P2- Q. Entio temos « =0 (sendo
aeP2.- Q) e pAt =z (seniio P2/x). Também
p/a?, pois (p)/P?-Q/P-Q?/(a)2/(a?) .
Sendo pX 2, e w um inteiro do corpo,
temos sempre o?/(xz.w)?, logo p/(«-w),
ou seja (xz-w)’/p é inteiro do corpo. Entio
T(x+w)p/p)=T((e»w)’)/p é racional in-
teiro, ou seja, T'((«-w)?)=0 (mod p). Mas
sendo « - inteiro do corpo, pelo lema te-

(*) T(y) é o trago de 7, inteiro do corpo, defi-
nido como T (y) = v + --- + y™, onde y¥ sdo o8
conjugados de y. [1, pdg. 4].

mos 7T'((z:w)P)=)} T'(z.w)|? (modp) e daf
| T (2 w)|P=0 (mod p). Mas como 7'(a-.w)
é racional inteiro, é 7' (x.w)=0 (mod p).

Seja agora Q;,-..,%, uma base inteira
de Q(9). Entdao a=/h;-Q; + +-- + £, - Q,,
com 08 A; inteiros racionais, nem todos di-
visiveis por p, sendo p/a«. Logo

T(“' 'Qi) = T(i‘-"‘in- Qc) =

1

=2 b T(Q-Q)),
1
e entio

Z‘ ki« T(Q:-Q)=0 (mod p).
1

Sendo A e T'(2,.%Q,) racionais inteiros, e
pelo menos um %, (mod p), temos

| T(2i - ) |=0 (mod p),

ecomo |7'Q;.Q)|—d resulta d=0 (mod p),
0 que demonstra o teorema.
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