GAZETA DE MATEMATICA

singulares quando
f(z)=1f(z+T)

para todo o ponto regular z de f.

Teorema 12. Seja f uma fungdo mero-
morfa. O conjunto G dos seus periodos forma
um grupo fechado de C.

DemoxnstragXo. 1) G é um grupo.

Sejam 7,736 G e z um ponto regular
de f.

Como z+ 7} é ponto regular e 7,7,
sio periodos, vem

fe+ T+ T)=f(z+ 1)+ Tp) =
=f(+ T1) =1(2),

logo Ty + The G .
Sejaagora T'e G e mostremos que —7'e G.
Por hipétese f(z+ T')=f(z) para tal
ponto regular z. :
Se z— T nido fosse regular, seria um
polo e portanto para qualquer sucessiio
2z, — 2z terfamos

co=lim|f(za — )| = lim| f(za—T + T)|=
=lim | f(z)| = | f(2)I,

o que é absurdo.

2) @G é fechado. Seja T'=1im T, ,T,e G
e z regular.

Se z+4 T for regular vem imediatamente
(pela continuidade de f em z 4 7")

Fe+T)=f(lim s+ 7o) =lim f (s-+ To) =1 2):

Se z + T ndao fosse regular, entéo
co =lim |f(z + T) | = lim f() = £ (2),

para z regular, o que é impossivel.

Nota. Se f admite também pontos singu-
lares essenciais, a demonstracdo de que G é
um grupo continua valida, mas fica em aberto
o problema de G' ser fechado, pois podem
existir sucessdes (z + 75,) ao longo das quais
f(z+4 T7) - f(2) e isso impossibilita o racio-
cinio por absurdo anteriormente feito.

DeriNigio 5. Diz-se fungio eliptica uma
fun¢io meromorfa e duplamente periédica.
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Introdugdo

Um grupoide 6 um par constituido por um
conjunto nio vazio G e uma lei de composi-
¢io interna G > G —~ G. Um grupoide G
diz-se quase grupo se, quaisquer que sejam
a,be G, existem, em G, solugdes para as
equacdes

ax=>b o ya=1=>

e tais solugdes sio fnicas.

* Com os agradecimentos ao Prof. J. Moraapo,
por correcgdes feitas no texto.

Os grupoides associativos denominam-se
semigrupos.

Uma parte S de um grupoide G deno-
mina-se subgrupoide de G se for, também,
grupoide relativamente & composi¢io definida
em G'. Eventualmente um subgrupoide pode
apresentar estrutura de semigrupo, de quase
grupo ou, mesmo, de grupo (ver exemplo
E 3 abaixo).

Ordem de um grupoide finito é o ndmero
de seus elementos.

Chama-se classe lateral a esquerda (classe
lateral a direita) de um subgrupoide S de
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um grupoide G ao conjunto a S (respecti-
vamente Sa) dos elementos as, com s em
S e a elemento fixo de G.

Uma parte nfio vazia A de um grupoide
G diz-se ideal a direita de G se axe A,
com xeG e ae 4.

Defini¢do e exemplos

O nosso objectivo é estudar grupoides G
que satisfazem as seguintes condigles :

(J1) Existe em G um elemento ¢, dito
identidade & direita, tal que

ai=a,
J2) (ab)e=(ac)bd,
J3) a(be)=-c(ba),
(J4) aa=t,

quaisquer que sejam a,b,c em G.
Tais grupoides serdo, por nés, denomina-
dos grupoides subtractivos.

Ezxemplos.

(E1) O conjunto dos reais com a opera-
¢iio de subtracgiio é um grupoide subtractivo.
O zero 6 identidade & direita. O conjanto
dos inteiros é subgrupoide; o mesmo se diz
para o conjunto dos fraccionarios.

(E2) O conjunto |¢,a,b| com a com-
posigio definida pela tabua

¥ ..a
| N S
a lfats b
Sl a2

é um grupoide subtractivo que néo possui sub-
grupoides préprios além do subgrupoide {i}.

(E3) O grupoide subtractivo de 4 ele-
mentos

i a b ¢
g IR oA g
al-at i e h
b|b a t e
cle b a t

possui, além do subgrupoide }i/|, um tnico
subgrupoide préprio, |7,b|, que é grupo.

Algumas propriedades

ProprosigXo 1. Se ¢ & identidade a di-
reita de um grupoide subtractivo, entdo
i(rs)=2sr,
quaisquer que sejam r e s no grupoide.

DemoxsTRAGX0. Pela J3, i(rs)=s(ri)
e pela J1, ré=1r, e. q. d.

CoroLArIio 1. 1. Um grupoide subtractivo
é comutativo se, e sdomente se, sua identidade
é bilateral.

DemoNsTRAGRO. Seja G um grupoide
com identidade ¢ bilateral. Entio, quaisquer
que sejam a e b em G, tem-se

ab=1i(ba)="ba.
Reclprocamente, se G' é comutativo,
i(ab)=i{(ba)=ab = (ab)i
qualquer que seja o elemento x =ab=ba

de G.

Prorosigio 2. Se a,b,c,d sio elemen-
tos quaisquer de um grupoide subtractivo,
temos

@.1)  (ab)(ed) = (ac)(bd)
(2. 2) = (d b)(ca)
@. 3) = (de)(ba)
(2. 4) — (a(cd))b
(2. 5) = (a(bd))ec
(2. 6) = (d (ca))bd
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2. 7) — (@ (ba))e

2. 8) = a(b(dc))

(2. 9 =d(b(ac))

(2. 10) = a(c(db))

(2. 11) =d(c(ab)).
DeMoNsTRAGA0. Limitar-nos-emos a veri-

ficar a (2. 6).
Pela J3, d(ca)=a(cd), donde
(d(ca)b = (a(ed))b
e, pela J 2,
(a(cd))b = (ab)(cd).

Prorosigio 3. Num grupoide subtractivo
valem as «leis do corte», isto é, cada uma
das igualdades

(3.0:1) gz =bx
(3..2) xa==wuxb
implica a=5. :
DemoxsTragXo. Operando a direita da

(3.1) com o elemento iz, vem
(azx)(iz) =(ba)(@x)
donde, pela (2. 1),
(ad)(zx) = (bi)(xx)
e, como at=a © xax =1, resulta
at=>b¢
ou, finalmente
a=>"b

Do mesmo modo, operando a esquerda da
(3.2) com o elemento 7x, vem

(@) (@a) = (i) (D)
e, pela (2. 2),
(az) (@)= (bx)(x7)
e, pela aplicagiio sucessiva da primeira parte
desta proposigio,
a=>b.

Proprosi¢io 4. Nam grupoide subtractivo
as equagdes

9
(4.1) ax=2>
e
4.2) Yyr=a

tém solugdes tnicas x =ab e y=s(ir).

DrmoNsSTRAGRO. @ =ab é solucgio de

(4.1), pois
alab)="b(aa)=>bi=2"b.
Também, y = s(ir) é solucgio de (4.2),

pois
(sa(Er))r=(rr)(fe) =¢c(f8) =2(it) =8t =3,
A unicidade das solugdes é consequéncia

imediata das «leis do corte».

OBservAagdEs. 1. A proposicio 4 mos-

“tra que os grupoides subtractivos sio quase

grupos (com identidade a direita, cuja exis-
téncia 6 garantida por J 1) e, por este motivo,
no que segue serio denominados quase gru-
pos subtractivos e indicados abreviadamente
por qgs.

2. Em outro trabalho [2], construimos,
entre outras, uma estrutura que satisfaz J 1
e J4 e na qual tém solugdes as equacdes
que intervém na proposi¢cio 4, mas que nio
verifica J 2 e J3. Varias proposi¢des seme-
lhantes as aqui apresentadas valem para esta
estrutura (ver [3]).

Corouirio 4.1.
direita é tnica.

Num qgs a identidade &

DemoxsTrAGA0. Com efeito, a identidade
a direita é a solucio (Ginica) da equagido
ar=a.

Prorosigio 5. Os qgs nido possuem ideais
proprios.

DemoxsTRAGX0. Realmente, suponhamos,
por absurdo, que exista no qgs G um ideal
préoprio a direita A, e seja x um elemento
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de G que ndo esti em A. Mas
a(laz)=wa

pertence & A, o que é contrario & hipétese.

Quase grupos subtractivos finitos

Prorosigio 6. O qgs de 2 elementos é
grupo.

DemoxsTrAGRO. Seja ¢ a identidade a
direita @ @ o outro elemento do qgs. A iden-
tidade ¢ é bilateral, pois se tal ndio fosse
teriamos

ta=t=1¢,
e, pela lei do corte, a = ¢, que é contrario
a hipétese.

Prorosigho 7. Todo qgs finito com ni-
mero par de elementos possui pelo menos
um subquase grupo distinto de |i| que é
grupo.

DemoxsTRAGR0. Se o quase grupo 6 de
ordem par, os elementos distintos da identi-
dade a direita ¢ sio em nimero impar. Logo
existe pelo menos um elemento , no quase
grupo, tal que tx=x. O conjunto |¢,x|
é, pois, grupo.

Teorema de Lagrange

Vamos estabelecer para os qgs o teorema
equivalente ao de Lagrange para grupos.
Note-se que tal nio se verifica para os quase
grupos em geral (ef [4], p. 476).

Lema 1. Se S é um subquase grupo de
um qgs finito G, toda classe lateral & esquerda
de S tem exactamente o mesmo niumero de
elementos que S .

DEMONSTBA(.;XO. A transformacgio que
lava cada se S ao as de a8 é binnivoca.
Assim, cada elemento t=as de aS é a

imagem de um, e um 86, elemento s=at
de S.

Lema 2. Quaisquer que sejam a,s e 8
em um qgs, tem-se

as=(as’)(ss').
DemonsTrAGRO. De facto, pela (2. 2),

(as)(s8) = (5'8) (s 2
donde
(as')(s8') =i(sa)=as.

Lema 3. Seja S um subquase grupo de
um qgs G. Duas classes laterais & esquerda
de S ou sdo idénticas ou sdo disjuntas.

DemoNsTRAGR0. Suponhamos que a8 e
bS8 tém um elemento comum c¢=as =
=bs"(s' e s em S). Entio, bs contém
todos os elementos

as=(as')(ss)=(bs")(s8')=10b(s"(s'8))

de aS e, analogamente, a S contém todos
os elementos de 4.5. Portanto, a S=56S8"

OBsErvagio. Como a identidade ¢ do qgs
G pertence a todos seus subquase grupos,
cada classe ¢S contém sempre o elemento
a=at. Entdio, ¢ se esgota em suas clas-
ses laterais i esquerda. Em conclusio,

TreoreMA. A ordem de um qgs finito é
multiplo da ornem de gqualguer de seus sub-
quase grupos.
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