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Fungdes periédicas na recta e no plano complexo.
Fungdes duplamente periédicas; fungdes elipticas(')

por Ruy Luis Gomes

1. Caracterizagdo do conjunto dos pe-
riodos de uma fungdo sobre R.

Derinigio 1. S¢ga f:R - R uma apli-
cagdo de R em R.
Diz-se que T e R é um periodo de f quando

f(x + T) = f(x)

para todo xeR.

Treorema 1. O conjunto dos periodos de f
constitue um subgrupo do grupo aditivo R
dos niimeros reais.

Chama-se a este subgrupo G — grupo dos
periodos de f.

DeMONSTRAGRO.

1) 0e@, visto que f(x+ 0)=f(x) para
MarelR.

2) TeG= — TeG, visto que a bipé-
tese 7'e G permite escrever f(r— T)=
=flle—T)+ T]=f(x), VreR.

(1) Ligio do Curso de Fungdes Especiais realizado
no Instituto de Fisica e Matemdtica da Universidade
do Recife.

3) TheG e ThoeG=T)+ Tye G, visto
que a hip6tese T},7,e G permite escrever
fE+(Mi+D)=r(z+ 1)+ ] =
= f(x + T}) = f(x) para Y xe k.

Trorema 2. Se f é uma aplicagdo conti-
nua de R em R, entdo G ¢é um subgrupo
fechado de R.

DemoxsTrAGX0. Seja (7)) uma sucessio
de elementos de G, convergente para 7'e /2.

Precisamos de mostrar que 7'e¢ G, o que
equivale a f(x + T)= f(x) para MaxelR.
Ora como f:R — R ¢ continua tem-se

@+ T)=Ff(o+lim Ts)=lim (@ 1,) =)
para M aell.

Vamos agora caracterizar os subgrupos
fechados de .

TeoremA 3. Os dnicos subgrupos fechados
de R sao: |0}, R e |nT}, em que O<T e
e 0,1 =2 G

DemoNsTRAGX0. Que estes trés subgrupos
sio fechados, é evidente; vejamos agora que
ndo existe mais nenhum.
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Seja, entio, G um subgrupo fechado de
R e distingamos as duas hipéteses: a) G
possue pelo menos um ponto de acumulagéo;
b) G nio possue nenhum ponto de acumu-
lacdo.

a) Seja 7" um ponto de acumulagio de
G e representemos por (73,),7,eG, uma
sucessio convergente para 7'. Sabe-se que
é possivel construir uma tal sucessio cujos
elementos sdo todos distintos.

Como G 6 fechado, 7'e G e portanto
(I'—T,) 6 uma sucessio de elementos de
G convergente para zero, 0 que nos permi-
tird concluir que G é denso em R e por
conseguinte coincide com X.

Com efeito seja a >0 e consideremos o
intervalo (e —e, a+¢), e >0.

Como (7'— T,)—+ 0, existe n tal que o
periodo 0L |TT— T, |=t<e.

Designemos por n, o nimero inteiro tal
que

(mg—1rLa+es<nr.

O periodo (ny— 1)ve(a —e, a-+¢), de
contrario

t=ngt— (ng— 1)t >a+s—(a—e)=2¢,

o que contradiz t <e.

Como & é arbitrario, esta demonstrado
que ae G para a>0 e como G é um grupo,
resulta finalmente G' = R.

b) Nesta hipétese ou o conjunto dos pe-
riodos positivos é vasio e, entio, G = |0},
ou nio é vasio e, entdo, admite um primeiro
elemento 7, > 0.

Mas neste caso dado 7">0,7'e G, temos

T=nT,+ T

onde 1£Ln e 0T < T, o que implica
T' =0, de contririo o periodo 07" =
=T —-nTy< Ty, contra a hipétese de que
T é o primeiro elemento positivo de G .

Consequentemente
TeG=T=nT,,

com 7 inteiro (positivo, nulo ou negativo).

2. Caraclerizagdo do conjunto dos perio-
dos de uma fungdo sobre R? (fungdo
de 2 variaveis).

Dermnigio 2. Seja f:R2 +~ R uma apli-
cagdo do espago vectorial R2 em R. Diz-se

que um vector TeR? é um periodo de f
quando

f(;+f)=f(;), para VxeR2.

TeOrREMA 4. Os periodos de f formam wm
subgrupo G aditivo dos vectores de R2.

DemoxsTRAGX0. Como a do teorema 1.

TeoremMA 5. Se f:R?2 - R ¢ continua,
entdo G ¢é um subgrupo fechado.

DemonsTrRAGR0. Como a do teorema 2.

Para caracterizar os subgrupos fechados
de R2? comegamos por demonstrar o seguinte

TeorREMA 6. Se um grupo fechado G de
R? possui um ponto de acumulagdo, entdo
contém um subgrupo |ta|, onde a=0 éum
elemento de G e t um numero real qual-

quer (1).

DemoxsTRAGRO. Se G possue um ponto
de acumulagio, zero é também ponto de
acumulagio e consequentemente existe uma
sucessio (x,) de pontos de G, tal que
x,#+0 o lima, =0.

P

(1) Boursarr — Topologie Générale, chapitre VII,
§ 1,2 — Proposition 3.
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Seja P um cubo aberto de centro zero.
Resulta do axioma de Arquimedes que existe
um inteiro positivo k, tal que k,x,e P,
(kp + 1)@, ¢ P. Como k,x,6 P, que é um
compacto, a sucessio (k,x,) tem um valor
de aderéncia @ em P. Vejamos que a=£0
© para isso demonstremos que a¢ P.

Ora de

(ke + 1)ap—a|l L || kp2p — a|| + || 25 ]
e das hip6teses
a valor de aderéncia de (k,x,)
limay, =0,

resulta que a é valor de aderéncia da suces-
gio ((kp + 1)xp). e

Mas (k,+1)x,6 — P= — P, logo ae— P,
€Omo queriamos provar.

Por outro lado, como x,6G e G é um
grupo fechado, vem aeG .

Falta apenas verificar que taeG para
todo o nimero real ¢.

Designando, como é costume, por [t] o
maior inteiro menor ou igual a ¢, tem-se

“[tkp]wp_ta”éu[tkp}mp“‘tkvan +
+lthpx, —tal| = |[thp] — thy|| | +
+ [t || ko —a|| L ||@p || + | 2] ]| Bpxp — |-

Mas @, -0 e a 6 um valor de aderéncia
da sucessio (z,), resulta que ta é um va-
lor de aderéncia de ([tk,]x,) e portanto
pertence a G (visto G ser um grupo fechado).

Com base neste teorema pode agora
demonstrar-se

Teorema 7. Seja G um subgrupo fechado
de R2, de rang r; existe um subespago
vectorial maximo V contido em G. Se W
é um subespago suplementar qualquer de V ,
entdo G N W ndo possue nenhum ponto de
acumulagdo, e G é soma directa de V e de

GNW(Q.

(1) Boursaxi, op. cit. Teorema 2, p. p. 65.

DemoNsTRAQR0. Em primeiro lugar recor-
demos que se chama rang de uma parte A
de R2? a dimensio do subespago vectorial
gerado por 4.

Dizer que G tem rang r 6, pois, dizer
gue G gera um subespago vectorial de
dimensio r.

Mostremos que existe um subespago ma-
ximo V C G.

Como todo o subespago contido em G é
um subconjunto de |J Ra, onde M 6 o

ae M

conjunto dos elementos aeG tais que

Rac G, basta demonstrar que U Ra é

ae M
um subespacgo.

Ora se z,y pertencem a |J Ra, tem-se
ae M
x=ra, y=ra com Rac @, Ra'cG,
o que implica Y affeR, ax+fy=ar.a+
+fr.ad=>beG e

yb=yar.a+yfr.deqG,
para todo ye R. Logo,

ax+LyeRbC @,
isto 6,

ax+fye J Ra, q.e. d.

aelM

Entio V= |J Rea.

ae M
Seja agora W um subespago suplementar
de V. Dado xe G vem

x=z+y, zeV o yeW.

Mas como VC G, resulta y=a —ze G
e portanto

G=V+WnCae.

Falta agora mostrar que W N G é um
subgrupo fechado que nio admite nenhum
ponto de acumulagdo.

Mas para isso basta atender a que W NG

.6 um grupo fechado (como intersecgio de

dois grupos fechados) que néo pode conter
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nenhum espaco da forma Ra com a=£<0,
pois ¥ é maximo.

Se p é a dimensiio de V, tem-se p Zr
e WN G possue rang r— p.

O problema da caracterizagio do grupo G,
estd agora reduzido ao estudo dos grupos
como G'N W que ndo admitem pontos de
acumulagiio — grupos discretos.

Ora se um grupo discreto G e B2 tem
rang zero reduz-se a |0} e se tem rang um
reduz-se a |na|, as£0 e = inteiro, por
forca do que ja demonstramos para a
recta 2.

Resta considerar a hipétese — rang de
G = 2 e para isso comecemos por demons-
trar o

TrorEMA 8. Seam G wm subgrupo dis-
creto de R2, de rang 2, a;,a, uma base de
R2? constituida por elementos de G e P o
paralelogramo construido sobre a,,ag.

Entdo o conjunto G N P ¢ finito e consti-
tui um sistema de geradores de G ; além disso
todo elemento de G se pode exprimir como
combinagdo linear, com coeficientes racionats,
de a; e ag(1).

DEMONSTRAGXO.
que G' P é compacto e dicreto;
x um ponto qualquer de G'; tem-se

1) G N P 6 finito, visto
2) Seja

&r = t101 + tgag,tl,tgaﬁ.
mas escrevendo
& = [t]a;+[tg)ag+x —[ty] ay — [fg] ag=
=[ti]ay+[t] o+ (1 — [H1]) a1 +(to—[ta]) az=
=21+ 2,
vé-se que
zy=(t, —[t}]) @y + (t — [tz]) ag e P,
pois
OLt—[t]<Ll.

(1) Boursakx, op. cit. Proposition 1, pp. 62.

Mas como
ay,a6 GNP e zy=x—[t)]ay—[tg]age G,
resulta de a;,ay,2,6 G N P e de
® =[t]a; + [to]ag + 2,
que os elementos de G' N P formam um sis-

tema de geradores de G.

3) Mostremos finalmente que ¢,,7; sio
racionais.
Escrevendo

ma =[tym]a; + [tam]ag +
+ma—[mt]a, —[mitg]ay
ML =Ty + 2», m inteiro,
resulta que
tn=(mt;—[mt])a;+(mty—[mt;))age GNP,

pois O Lmt; — [mt;] £L1.

Mas como G N P 6 finito e m inteiro
qualquer, tém de existir inteiros distintos
h,k tais que

2y = 2k

o que implica
ht;—[ht]=Fkt;—[kt]
(—hk)ti=[ht]—[kt]

donde
oo [ht]— k4]
F ke
q. e. d.
CoRrOLARIO. Kxiste uma base aj,a; de

R? tal que para todo xe G
X = m,; a; + mg ay
onde m;,mg sdo inteiros.
DemoxsTrAGX0. Como os elementos de

G' N P formam um sistema de geradores de
G, dado xz e G, existem by, ...,b, de GNP
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5

tais que

9
&= 2 ng bi, g inteiros.

i=1
Mas pelo teorema anterior
bg = t?) ay -+ tg) ag,

com t{), t{) racionais.
Designando, entdio, por d um miltiplo
comum dos denominadores de t(l"l, tP, vem

q q
z= (2 n,-ti) a; + (2 ﬂiﬂ;i)ag
(=1 i=1

x =my aj + mg ay

q
e my=d n (),

im=]

q
mg = d Z ng tg‘
i=1
séo inteiros.

Isto significa que G é um subgrupo do
grupo gerado pelos elementos %, —:;—3
que d é um nimero inteiro conveniente.

Vamos, porém, demonstrar o

, em

TeoreEma 9. TZodo grupo de R2? discreto e
de rang 2 coincide com o grupo

|0y by +ng by

em que by,by sdo elementos independentes
de G.

DemoxsTrRAGRO (1). 1) Existe um par de
elementos independentes by , by de G tal que
o paralelogramo construido sobre by,by tem
area inferior ou iyual & do paralelogramo
construido sobre qualquer outro par de ele-
mentos independentes de G .

(1) Boursaxki, op. cit. Exercice 1, pp. 72.

Pelo teorema anterior dados dois elemen-
tos xy,x, de G, tem-se
Ty = &y a; + g9 Ay
g = @9y a1 + Tgg a3,
onde ;. sio inteiros.
Ora
@ A\ 2y = det (@) - a3 A ag

e portanto o infimo das areas dos paralelo-
gramos construidos sobre os pares @, xy cor-
responde ao infimo dos |detz;.|, que sio
sempre ntmeros inteiros. O infimo é, pois,
um minimo e um minimo positivo se nos
restringirmos aos pares de elementos inde-
pendentes (det(x;) =~0).

Seja, entio, &;,by um par de elementos
independentes tal que

Jdet ()| > det (bi) 1.

2) O par by,by gera o grupo G.
Raciocinemos por absurdo, admitindo que
existe ze G' tal que na decomposicgio
z=2z1 b+ 20

um dos coeficientes, z;, nio é inteiro.
Somando a z wum elemento conveniente
de G

z! =M bl + Ng bg y My ,Ng inteil‘os,

podemos obter um elemento = de G tal
que em

u=z+2 =z +m)b + (22 +ng)bg =
= Uy 2 +ﬂ‘22‘g
se tenha
0<u1 et 1

Consideremos agora o par de elementos
independentes de &

u ==ty by + ug by = (uy byy + ugby;) ay +

\ + (g b1g + ugbgg) @3
by = bgy aj + by a3 .
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Teremos
u A by = uydet(bix) a3 A aa
com
g det (bik) = det (bik)

o que é absurdo.
Logo
G = {ny by + my by) .

Os resultados anteriores permitem-nos con-
clnir que o conjunto dos perfodos de uma
fungio continua em R2 pertence a uma des-
tas seis categorias:

1) G=1{(0,0)};

2) G=|r(a,b)i,rerR;

3) G =|n(a,b)|, n inteiro;

4) G =|n(a,b) +r(c,d)|, n inteiro e
relR;

5) G = |{nla,b)+ m(c,d)|, n e m intei-
TOS ;

6) G=RXR.

DerivigXo 3. Quando G=|n(a,b)},
(a,b)=£0, diz-se que f é simplesmente pe-

riédica de periodo fundamental Jie (a,b).

Quando G = |n(a,b)+ m(e,d)|, onde
(a,b),(c,d) sao linearmente independentes,
diz-se que f é duplamente periddica, de pe-

riodos T; = (a,b), Tg=(c,d).

3. Caracterizagédo do conjunto dos pe-
riodos de uma fun¢do de variavel
complexa.

Como o plano complexo C é isomorfo a
R2, podemos enunciar imediatamente o

Teorema 10. O conjunto dos periodos de
uma aplicagdo continua f:C — C é um sub-
grupo fechado de C .

Cororndrio. O conjunto dos periodos de
~ uma fungdo analitica no plano complexo é um

subgrupo fechado de C.

DerINIgR0 4. Uma fungio f:C — C diz-
-s¢ duplamente periédica quando o conjunto
G dos seus periodos é da forma

G = |no; + may},

onde w;,wy 8d0 nimeros complexos indepen-
dentes com relagdo a R (ﬂ¢R) . Diz-se que
g
w ,wg 8do 08 periodos fundamentais de f.
Quando G = |nw| a fungdo diz-se simples-
mente periédica.

Teorema 11. Uma fungdo f analitica no
plano complexo e duplamente periédica reduz-
-8¢ a uma constante.

DemoxsTraAgRO. Sejam o, ,w, 08 seus
periodos fundamentais e designemos por P
o paralelogramo construido sobre w;,oq.

Como P é compacto e f é continua em
P, temos |f(z)|]£ M em P.

Mas dado 2z'e C tem-se

Z{ = tl"’l + tg&)g,tl,f2eR
e portanto

2= (t; — [t1]) o1 +(fa — [ta]) wo+[t1] g+ [ta] wg
2=z +[f]o + [fo]wg, z€ P,

o que implica
IfE=1fEI< M,

quere dizer f limitada em todo plano.

Entio pelo teorema de Liouville f é cons-
tante no plano.

Em face deste resultado, para obter exem-
plos néo triviais de func¢des duplamente
periédicas sera necessario considerar fungdes
com pontos singulares.

E o que vamos agora fazer, comegando
por adaptar a nogio do periodo a esta nova
situacio. '

DerinigRo 5. Diz-se que TeC é um
periodo de uma fungdo f que admite pontos
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singulares quando
f(z)=1f(z+T)

para todo o ponto regular z de f.

Teorema 12. Seja f uma fungdo mero-
morfa. O conjunto G dos seus periodos forma
um grupo fechado de C.

DemoxnstragXo. 1) G é um grupo.

Sejam 7,736 G e z um ponto regular
de f.

Como z+ 7} é ponto regular e 7,7,
sio periodos, vem

fe+ T+ T)=f(z+ 1)+ Tp) =
=f(+ T1) =1(2),

logo Ty + The G .
Sejaagora T'e G e mostremos que —7'e G.
Por hipétese f(z+ T')=f(z) para tal
ponto regular z. :
Se z— T nido fosse regular, seria um
polo e portanto para qualquer sucessiio
2z, — 2z terfamos

co=lim|f(za — )| = lim| f(za—T + T)|=
=lim | f(z)| = | f(2)I,

o que é absurdo.

2) @G é fechado. Seja T'=1im T, ,T,e G
e z regular.

Se z+4 T for regular vem imediatamente
(pela continuidade de f em z 4 7")

Fe+T)=f(lim s+ 7o) =lim f (s-+ To) =1 2):

Se z + T ndao fosse regular, entéo
co =lim |f(z + T) | = lim f() = £ (2),

para z regular, o que é impossivel.

Nota. Se f admite também pontos singu-
lares essenciais, a demonstracdo de que G é
um grupo continua valida, mas fica em aberto
o problema de G' ser fechado, pois podem
existir sucessdes (z + 75,) ao longo das quais
f(z+4 T7) - f(2) e isso impossibilita o racio-
cinio por absurdo anteriormente feito.

DeriNigio 5. Diz-se fungio eliptica uma
fun¢io meromorfa e duplamente periédica.

Quase grupos sublractivos

por Jayme Machado Cardoso *
Instituto de Matemdtica da Universidade do Parana

Introdugdo

Um grupoide 6 um par constituido por um
conjunto nio vazio G e uma lei de composi-
¢io interna G > G —~ G. Um grupoide G
diz-se quase grupo se, quaisquer que sejam
a,be G, existem, em G, solugdes para as
equacdes

ax=>b o ya=1=>

e tais solugdes sio fnicas.

* Com os agradecimentos ao Prof. J. Moraapo,
por correcgdes feitas no texto.

Os grupoides associativos denominam-se
semigrupos.

Uma parte S de um grupoide G deno-
mina-se subgrupoide de G se for, também,
grupoide relativamente & composi¢io definida
em G'. Eventualmente um subgrupoide pode
apresentar estrutura de semigrupo, de quase
grupo ou, mesmo, de grupo (ver exemplo
E 3 abaixo).

Ordem de um grupoide finito é o ndmero
de seus elementos.

Chama-se classe lateral a esquerda (classe
lateral a direita) de um subgrupoide S de



