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¢des: equagles diferenciais, ordindrias om parciais,
equagdes integrais, ete. (1).

Em conformidade, propomos aos mateméaticos por-
tugueses a consideragfio de dois problemas :

(') Em apfndice foi apresentado resumo dos programas de

tematica drios aos elementos responsiveis pela activi-
dade de um Centro de Cdleulo.

Cf. E. M. Gransg, 8. Raxmoo, D, E. WooLbriDGE, sHandbook
of Automation, Computation and Controls, Vel. I, John Willey
& Bons,

a) necessidades nacionais de cdlculo automdtico;

b) o problema da tradugBo automitica em portu-
guis, que exigird a elaboragdo de novos meios de
andlise e diserigdo da nossa lingua por métodos pre-
cisos com base na matemdtica, nomeadamente na

Algebra.
21 de Agosto de 1961

José Gaspar Teixeira

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTQS. DE EXAME DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I. S. C. E. F. — Mateuiricas Geraxs — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho (1.* chamada) —
Prova escrita — 15-7-1963.

5584 — 1) Prove que a sucessfio uy = a, u,, =
u

251 + 1+ u?
Nota: Considere os casos a>0 e a<0,

¢ mondtona. Qual é o seu limite?

R: Com a=0 todos os termos da sucessio sdo
positivos e tem-se u, ., <<u,, isto €, a sucessdo € de-
crescente e limu, =1=0. Como 1 deve satisfazer

1
14+y1+12

equagdo 1= , resulta imediatamente

1=0.
Com a <0 todos os termos da sucessio sido negativos
e, como |u, | <|u,|, vem u, >u,, isto ¢, a su-
cessiio é mondtona crescente e himu, =1, =0. Como
1y

1+y1+0

1y deve satisfazer G equagio 13 = , re-

sulta imediatamente 13 =0.

B, B,
2) Seja By + © + @? + -.+ o desenvolvi-

mento em série de Mm—Lumm da fungio

1
x x?
+grtart

Deduza a formula de recorréncia

(3) Bt (:) Btz (,,11) By

e aproveite-a para calcular, em particular, oz valores
de Bo,Bl,Bz e By.

R: Serd

X x2 B1 Bz
R (”a bk 7Y +) (B” T ?:"*"')

ou

By Bi)
= e fee b R e s
1=Byd (2101+1:1! 2 ks
Bo | By B 2
Jr(n!O!T(n—l)!l!+m+1!{n—1)1)x Y
b ; 1 1 Bo_L > By
isto é, By = c-l_T_rT)T-(l'l-——l)l'-]__’++
V.
" m0:(n=2,8..).
+1t = (n=2, )

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por
n! vem imediatamente a férmula pretendida. Tem-se
Bo=1 e o0s valores de By,B,; e B; obtém-se das
equagoes :

2 2
(0) By + (I) Bi=By+2 B1-1+2 Bi=0=)Bj=— 1)"2

3 3 3
(0) Bo+ (1) B1+ (2) Bg‘——Bo+3Bi+3Bz=

3 1
—1—*?4‘3]33—0:)32-?

4 4 4 4
(0)B0+ (1)B1+(2)B3+ (3) B, —Bo+4B1 +

+6By+4By=1—2+4+14+4B;=0=B;=0,
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3) Refira-se a utilizagfio da formula de Tavror no
estudo dos mdximos e minimos de f{(x).
Ache os extremantes de y =™ (b — z)" (m e n
naturais, 4> 0).
R: yi=mx"! (b —x)" —nx"(b — x)' =
= x""(b—x)"'"[mb — x(m + n)]
Os pontos de estacionaridade sdo xy =0, x3=0b e

. Facilmente se reconhece que em xj =0

X3 =
m + n
a fungdo € crescente se m € impar e tem um minimo se
m € par; em X3 =b a fun¢do € decrescente se n €
mb

m+n

impar e tem um minimo se n € par; em Xz =
a fungdlo tem um mdaximo.
4) Estude a continuidade de

1
—_— Fta)
=y

Ol a(yy=chaa)

g(z,y) =

no seu campo de existéncia e nos conjuntos
C={E9/y==e CG=|(=,9)/y= —=l.
Calcule g, (0,0) e g,(0,0).

R: A fungio ndo € continua no seu campo de exis-
téncia pois as rectas y=X e y = — x sdo linhas de
descontinuidade. No entanto, nos conjuntos Cy e Cg,
a fungdo € continua pois g (x,y)=0.

g(x,00—-g©0,0. .. 1

R G =i < ek A
0,y)—g(0,0
B (0.0) = fip B oo ) =8I0 0) o Ll
y=0 y ye=i} ¥
5) Sejam y; = y;(®1,--+2,) ({=1,:-n) n fun-

¢des diferencidveis das n varidveis xy,---x, e de-
signem z; = x;(4,---t,) n fungdes diferencidveis
das m varidveis & ,--- ¢, . Prove aigualdade matri-

o {52} - (o)=Ll

R: Pelo teorema da derivacdo de uma fun¢io com-

0¥ 0% 9% .
posta vem —'— = —— —— (j mudo corrente de 1an
76 0% ot ' :

e daqui resulta imediatamente a igualdade matricial
proposta.

6) Discuta, utilizando a teoria dos determinantes,
o sistema de equagdes:

x4+ 'y— z=0
z+2y+2z2=1
2 +3y+. 2=k

Interprete geométricamente a discussio.

R: Considere-se a matriz do sistema

A=r11.1 -1
1 2 2
2 3 1
Facilmente se vé que o determinanie principal €
11
A= |1 9 e, construindo o caracteristico

o [ s 1] £ PR
Lo
12 k

o teorema de Roucui: permite afirmar queo sistema é
possivel (simplesmente indeterminado) quando k = 1 e
impossivel quando k1.

A interpretagio geométrica € bvia: no primeiro caso,
o plano representado pela equagiio 2x + 3y +z =1
eontem a recta definida pelos outros dois; no segundo
caso, 0 plano 2x + 3y + z = k (k=£1) € paralelo a
recta definida pelos outros dois.

I. S. C. E. F. — Mareudricas Gerars — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho (2.* chamada) —
Prova escrita = 19-7-1963.

oo n
5585 — Estude a natureza da série Y| ( % ) :
v \l+=

x n

14+ x

: o0
R: Considerando a serie associada Z
(1]

B | I X
omo =
b ‘1+x |1+x’

absolutamente convergente quando

]

a série dada serd

X
— | =<1, isto
1—§—x| :
€, quando x>——2-—.

Quando

1
>1, ou x{—i, a série € di-

+x
vergente pois o termo geral nio tende para zero.

1
Para x = iy obtem-se a série de EvrLer
L+ -]
D (— 1)" que € divergente.
0

2) Enuncie e demonstre o teorema de Ronie para
as funcdes regulares. Aplicando esta proposigio a
¢ (x) = f(x)e**, prove o seguinte teorema: «Se
f(x) é regular e nio identicamente nula em [a,6] e
f(a) =f(b) =0, afungdo f'(x)/f(x) assume todo
o valor real & em [a,?d].
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R: Como ¢(a) =¢(b) =0 e ¢(x) € regular em
[a,b], o tcorema de Roiie aplicado a esta fungdo
diz que ¢' (¢) =0 (a<<e<<b). Ora ¢ (x)=e™

f' (c)
= ! =0=k=——.
[fl(x) —kf(x)] e ¢'(c) =0= (o)
23+ 202 —3x + 2
@1 @ +1)

3) Calcule P

x34+2x2-3x+2
x—1) (2+1)

_ Bt ay(x—1) +a(x—1)?
(x — 1)

.

Sy
x2+1
Cilculo de ag, a; e aj:

x342x2—3x+2
x2 41
244845682+ -
2+2t+ 12

Ry (x) = e, fazendo x —1 =1,

E fectuando a divisiio ascendente do numerador pelo
denominador e levando o cociente até ao grau 2,
obtem-se 1 + t 4 t2 =1+ (x —1) + (x — 1)2, isto ¢,
ag=2a;=—8,=1,

Céleulo de Sp:

Fazendo A = x2+4 1, ordene-se o numerador e o
x34+2x2—-3x+2
(x —1)3

as poténecias crescentes de A . Obtem-se

denominador de Ry (x) = segundo

Ry (x) = _ELL_
(2 +2x) + -+

e, como — 4 x ndo € divisivel por 2 + 2x tome-se ay

por forma que —4x—ag A fique divisivel por 2+2x.

A equagio (— 4x — a9 A)yey =0 dbd a9 =2 e

o0 novo coeficiente serdé —2x2 —4x— 2, Vem

—9x2—4x -2
imediatamente Sg= —x2_+—2"_xx_ e
X} +2x2—3x +1 1 * 1 s
G—1pE+1)  (x—1F (x—1)
1 x 1
e T S e e ey
x342x2 -3 x+1 1 1
—P P
G- @+D) | G- T =D T
1) s 2x 1
+Px-1 _E xz+l-Px’+1_

1
N AR T k=

+log|x—1|—
1
- -2—!og(x2+ 1) — artg x.

4) Mostre que a equagdo xz?y’ + ¥2y? — 2y +
+ x + y =0 define uma fan¢fo implicita ¥ () na
vizinhanga de P (0,0). Escreva a equagio da tan-
gente A curva representativa de y (x) em P (0,0)
e verifique que, na vizinhanca deste ponto, a curva
estd abaixo da tangente.

R: Fazendo f(x,y) =x2y34+x3y2—2xy+x+y,
vem f(0,0) =0, f,(x,y) e f,(x,v) continuas e
f, (0,0)5£0, o que garante a existéncia de y (x).

Gatin, 51 (0wt BAOR0):
f;l{ﬁ,()]
tangente em P (0,0) é y = —x.

Como

— 1, a equagio da

£1,(0,0)+2£2, (0,0) y' (0) +£2 (0,0) [y' (OV]2
f, (0,0) ' 3

y'(0)=
= —4<0

a curva tem a concavidade voltada para baixo na vizi-
nhanga de P (0,0).

5) A tabela z|g(x) fol construida tomando

11
4/025

i
9 (@) ==

Ache o polindmio de grau minimo que para aque-
les valores de x toma os correspondentes valores de
g ().

Supondo que utiliza esse polinédmio para achar
valores de g(z) em [1,4], mostre que o erro maximo
que se pode cometer é 0,25 (em valor absoluto) e
indique o valor de = para o qual o erro assume esse
valor.

R: O polinémio interpolador €
I(x) =1-025(x —1)= —025x + 1,25.

1 1
Fazendo R (x) = — — (—0,25x +1,25) = — +
X x
+ 0,25 x — 1,25, determine-se o extremo desta fungdo
1
em [1,4]. Como R'(x) = — = + 0,25, a equagdo

R'(x) =0 dé x =2 (minimizante). Como R (2)=
= —0,25, vem |R (2)|=0,25 como se queria demons-
trar.
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6) Seja 4 uma matriz quadrada real de ordem
n cujos elementos satisfazem i condi¢io |a}|=k.
Mostre que os elementos de A2, ... A* sHo majorados,
respectivamente, por n A2,... nP—1 kP,

Aproveite este resultado para mostrar que cada um
dos elementos da matriz

A A? Ar

S Ll it P B
SO TR O G T

tende para um limite finito quando p — co.

R: Fazendo B = A2, é bl =aftal e portanto
[bi| =< |af||ak |==nk2. O elemento generico de C=A3
€ ¢ = bt aly, donde |cl| =< |b{*||a] | <n2k3, ete.

Designando per s|, o elemento genérico de S,, vem

" . : bi el h!
s{(”z-e;-:-a}+?!-—+ﬁ +F €, COmo

[l =1,|bi|=nk?,-.-|bi| = o' k*,
resulta imediatamente
n"! kr

p!

n k2
|5i-p31§1+k+—2'|—+'“ T

n k2 nr—1 kp
Asérie 1 + k4 —— 4 o0 + :
2! p!

lutamente convergente (com qualquer n e k) e assim
cada termo de S, tem limite finito quando p — co.
I costume escrever

+ - € abso-

A? Ar

A
A=l — 4 +“'+F+---

TR TR

1. S. C. E. F. — MaremAricas Gerars — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Outubro — Prova escrita
— 1-10-1963.

5586 — 1) Dd-se o nome de diferenga simétrica
de dois conjuntos 4 e B, e designa-se por 4A B,
ao conjunto definido do seguinte modo:

AAB = (4—B) U (B~4).

Demonstre as seguintes propriedades da diferenca
simétrica:

a) ArsA=¢

b) AaAB=BAAd

c) AN(BAC)=(ANB)a(dn C)

d) AAB=(AUB)— (AN B).

R: a) AMA=(A—A)UA—A)=gUp=¢

) AAB=(A-B)U(B—A)=(B—A)U
U(A—B)=BaA

©) AN(BaC)=AN[(E —C)U(C—B)=
=[ANB-CJU[AN(C—-B)]=
=(ANB-ANC)U (ANC - ANB) =
=(ANB)Aa(ANnC).

d) Em virtude da defini¢iio de diferenca simé-
trica, tem-se

xeAAB= |(xeA) A[~(xeB)]l V |(xeB) A
Al~(xeA)l=[(xeA)V(xeB)JA|(xeA)V
Vi~(xeA)JIAl[~(xeB)] V(xe B)I A
All~(xeB)] V[~ (xe A)]i<=[xe A U B] A
Al~(xe AN B)l<=xe[(A U B)— (AnNB)].

2) No conjunto das fungdes reais de varidvel real
considere a seguinte relagdo bindria:

. (=)
9 (z) ~ ¢ (x) <=> lim =
= (@)
a) Mostre que se trata de uma relagdo de equiva-
léncia.
b) Estarfo na relagio dada as fungdes 2senz —
—sgenxcosxc —x e tgx—x, com a=07%

R: a) A relagio € visivelmente reflexiva, simé-
trica e transitiva.
2sen x — sen x cos X — X

b) Como lim =
=0 lgx —x
2cosx —cos2x — 1
= lim =
a=0 sectx — 1
. —2senx 4+ 2sen2x
= lim - =
2= 2 sec?x tg x
—2 +4eosx
=Ilim— =1,
w0
2 see? x -
CO8 X
as fungies estdo na relagio dada.
3) Calcule:
P x
e) chxz +sha ~
1
b) _
cos? r—sen® @
R:
x x
P =P -
a) chx + shx a (e*+6-) + 1 (e* )
pa— - — p— e—x
2 2
= P—x— =—Pxe*(=1)=—e*x4 Pe*=
B¥

=—e*x —e* 4+ C.
b) Faga-se tgx = t. Entio
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1 1 P 1
cos? X — sen? x 1—t (t—1)(t+1)
1 1 1 1 1 t+1
=——P——4 —P——e=—log|—— | +C=
L T e 2"9[_1+
1 tgx + 1
- — e 0
2 |tgx~—1|+

4) Seja f(x,y) homogénea de grau «, isto ¢,
flet+ot,y+yt)=>1+8"f(=,9)"

Desenvolvendo f(z + xt,y + y¢) pela férmula

de Tavror e (1 + t)* pela férmula do bindmio, de-
duza as seguintes igualdades :

©fy+yfy=af @ fh+ 20y Sl + =
=a(a—1)f, ete.

R: f{x,y)-}-(xf;-fyf;)t-i-
1 L] " i
+§i(x2fx‘,+2xyfq+y2f,)t?+ o=

o 1—1
=f(x,y)+af(x,y)t+ %

F(xoy) 84
e, identificando ambos os membros, ficam deduzidas as
igualdades.

5) Deduza as férmulas de Girarp e aproveite-as
para determinar o valor de m tal que as raizes do
polinémio z? — 32?2 — = 4+ m estejam em progressio
aritmética. Indique também as raizes.

R: As raizes sdo ry,ry+h e r; +2h e, como
ry + (ry +h) 4+ (ry + 2h) = 3, vem imediatamente
ry + h=1. Assim uma das raizes € 1 e portanto
1—3—-14+m=0=m=3.

Dividindo x® — 3x2 — x +3 por x —1, obtem-se
o cociente x2—2x—3 que tem as raizes — 1 e 3.
As raizes do polinémio dado sdopois —1, 1 e 3.

CALCULO

Academia Militar — Circoco InFixrrésmar — Exame
final da 6.* cadeira — Epoca de Julho — 1962-1963.

(Responda apenas a quatro questies)

5587 — 1 — Considere o campo vectorial definido
pelo vector v =v(z,y,2)i+ va(e,y,2) |+ vs(z,y,2) k
sendo vy,vs,v; fungdes continuamente derivdveis
até 4 segunda ordem num certo dominio 9.

6) Determine % por forma que os planos

x+ y+z2=2
z— y+2=0
x4+ 2y—z=1
24+ y+z==F

tenham um ponto comum. Mostre que esse ponto é
tnico e calcule as suas coordenadas.

Escreva as equagdes da recta que passa por esse
ponto e faz dngulos de 45° com oseixos Oz e Oy
(eixos coordenados triortogonais).

R: A matriz do sistema é A =] 1 1 l

1 —1 i |
1 2 -1
1 2 1 (k]
e, como A= |1 1 1| =4, a caracteristica de
1 —1 1
2§ 2 —1
A € r=3. Construindo o caracteristico
3-; — |1 1 T 2>
1 -1 10
1 2 —1 1
2 1 1 I

terd de ser Al =0 o que implica k = 2.

Como r=n, o sistema serd determinado e a sua
solugiio obtem-se facilmente pela regra de Cramer .
20, vl o 2 =1,

Como os cosenos directores da recta satisfazem & re-
lagdo costa + cos? i + cos?y =1 vem 3

1 1
E—+?+c0321m1=>c031=0.

A recta pretendida terd as equagies normais

x v—1 z—1 x y—1 z—1
T e TR G T~ R
Ve V2

Enunciados e resolugdes dos n.% 5584 a 5586 de Fernando de Jesus

INFINITESIMAL

a) Defina divergéncia e rotacional do campo e
mostre que

div (rotv) = 0.

b) Supondo que a ¢ um vector constante mostre
que

vi(@xv)=—a:(vx<v).
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2 — Mostre que as superficies

zy+yz—4dzao=0 e —Sxt+y+322=0

tem planos tangentes perpendiculares no ponto
(comum) P = (1,2,1). Determine nesse ponto as
equagbes cartesianas e equagdes vectoriais da tan-
gente e do plano normal A linha intersecgfio das
superficies.

3 —a) Quando é que se diz que um sistema de

fungdes f (x), fo(x),+--, fu(x),--- integrdveis no
intervalo [«,fB] ¢ ortogonal nesse intervalo?
Mostre que o sistema formado pelas fungoes

fu(@) =sen(nx), n=1,2,..
é ortogonal no intervalo [0,2%].
b) Mostre que para 0 <z <<a se tem

2a wXT 1§ 2z 1 3rx )
&= —(8en — — — sen + —Ben
™ a 2 a 3 a

4 — Calcule o valor do integral

fflj;sdv

sendo 9 o dominio limitade pelo plano # Oy e com-
preendido entre as superficies de revolugio obtidas
por rotagdo em torno do eixo dos zz das linhas

)
zz--z-yz—l,z<0

x=0

{yz+zz—1, 20
=0,

5—a) Mostre que y == e y =ze* sho solu-
gbes particulares da equacgio

A N I L Dt A
dat dw g
b) Aproveite o resultado da alinea anterior para

determinar, pelo método da variagiio das constantes
arbitrdrias, o integral geral da equacio

dry dy 1

) - O, N, L=t 2 -3,
dak —ap o ek ) P iR
Enunciado de A. César de Freitas
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A teoria das fungdes recursivas, mais propriamente
a TEORIA dos ALGORITMOS é um ramo da mate-
mética com pouco mais de um quarto de século de
existéncia, e que desempenha no século xx um papel
equivalente ao da Teoria dos Conjuntos no eéculo x1x
e no correspondente desenvolvimento de toda a mate-
mdtica dos nossos dias.

A presente monografia constitui uma iniciagio na
referida Teoria dos Algoritmos e traduz algumas das
caracteristicas fundamentais da Escola russa mate-
mética contemporinea, de uma maneira geral, e parti-
cularmente neste dominio :

a) preocupagio da liga¢io entre esta Teoria e os
problemas de automatismo, questdes na ordem do
dia na URSS.

b) preocupagdo de natureza pedagdgica, essencial
em dominios onde as complicagdes técnicas
decorrentes do rigor necessdrio «encobrem por
vezes a simplicidade do raciociniox.

¢) preocupagiio de avaliar o poténcia mdxima dos
calculadores automdticos.

Na base deste livro sitnam-se conferéncias popula-

res e exposigbes gerais realizadas pelo Autor, desde
1951, na pequena cidade de Penza, perante diversos
auditérios, e vdrios artigos escritos no jornal elemen-
tar Matemdtica na Escola (n.°* 4-5, 1956).

A exposigio esclarece de forma particularmente
feliz as duas nogdes de base da teoria dos algoritmoe:
a nogio de algoritmo e a noglo de autémato de memo-
ria infinita (indquina de Tourmve). Depois da descrigio
da noglio de algoritmo, a diferenga entre algoritmos
praticamente realizdveis e algoritmos realizdveis ape-
nas tedricamente é exemplificada pela «tdctica» e pela
«estratégia» do jogo de xadres: este exemplo é pre-
cedido pelo estabelecimento dum algoritmo de estra-
tégia, para certos jogos, pelo método «arborescente».
Em seguida, o estudo das mdquinas automaiticas em
geral e dos algoritmos ou aprogramas» para estas
mdquinas precede o estudo das mdquinas de Turixa e
das mdquinas universais. Finalmente nos \iltimos dois
capitulos sido tratados problemas algoritmicamente
insoliiveis, os primeiros resultados dos quais, publica-
dos em 1855 pelo jovem Novikov, produziram grande
impresgdo no mundo matemdtico.

Esta pequena obra destina-se a matemdticos e
engenheiros, mas pode ser lida por estudantes das
escolas de engenharia e ciéncias, pois nfo exige
conhecimentos profundos. J. G. T.



