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En égard au caractére sommaire de ma
documentation et de mon raisonnement, je ne
puis dire la présente théorie confirmée sur ce
point; mais la question se trouve posée aux
astrophysiciens.

20 — Sphere equatoriale (Réf. § 9)

Les photographies montreraient aux extré-
mes distances un nombre excessif de nébu-
leuses par rapportala prédiction. Explication:

1°— Cas de a=1/4 — On voit sur la fi-
gure 3 a que si I’échelle des distances polaires
est euclidienne, celle des magnitudes corres-
pondantes (en haut) ne l'est pas. Et la bande
comprise entre (m g = 20 n="T0°) et (mg=22
n= 111°) représente (0,425) de la Masse de
I'Univers. Cette bande est a4 cheval sur la
sphére équatoriale au voisinage de laquelle
le diamétre apparent est stationnaire, la
magnitude ne variant alors que sous la seule
action du décalage spectral.

2°—Cas de o =1/2 —L’'explication précé-
dente est renforcée: 'échelle des magnitudes
n’est plus la méme; et la méme bande

(mg =20 n=>51°) (m g=22 n=107°) s’étend
sur 51° contre 41° dans le cas précédent,
soit (0,053) de 1a Masse de 'Univers (Fig. 35).

CONCLUSION

Basée sur la théorie des cartes géographi-
ques, édifiée en marge des Cours de I’Ecole.
Navale, la présente théorie est simple et
vérifiable. Elle a prévu la Récession des Né-
buleuses, elle en rattache encore aujourd’hui
la cause & une projection instinctive. Elle en
explique en détail le mécanisme. Elle se
préte a de nouvelles observations.

Je ne présente pas la projection de G. Pos-
TEL comme une solation exacte, mais comme
une approximation heureuse, éclairant les
accds d’un probldme difficile.
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Nota sobre quasigrupos subtractlivos
por José Morgado

Introducdo

Numa nota recentemente publicada em
Gazeta de Matematica ([1]), define-se
quasigrupo subtraclivo como um grupoide
<@,.>(1) que verifica as seguintes con-
diges :

(') Um grupoide <<G', . > ¢ o par constituido por
um conjunto ndo vazio G e uma aplicagido . de
G><G em G. A imagem do par (a,b)eG <G é
representada por a.b ou simplesmente ab.

Por ab.c designamos o elemento (a.b).c.

J1: Existeem G um elemento ¢ — iden-
tidade direita — tal que ai=a,
para todo ae G.

J2: ab.c=ac-.b, quaisquer que sejam
a,b,ce G,

J3: a-be=c-ba, quaisquer que sejam
a,b,ce G.

J4: aa=1i, para todo aeG.

Trata-se, na verdade, de um quasigrupo, -
porque cada uma das equacdes

ar=>b e ya=1>
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tem uma tdnica solugdo ([1], Proposi-
¢io 4).

E facil verificar que os axiomas J1 — J4
nio sdo independentes.

Assim, o axioma J2 é consequéncia dos
axiomas J3 e J1.

Com efeito,

i.be=c.b?, por J3,
=eh. . poriJil;

quaisquer que sejam b,ce G, tendo-se, por
consequéncia,

ab.c=i(c.ab)=i(b-ac)=ac- b,
quaisquer que sejam a,b,ce G .

Neste artigo, formulamos varios sistemas
de axiomas independentes para quasigrupos
subtractivos e mostramos que todo quasigrupo
subtractivo estad naturalmente associado a
um grupo abeliano. Finalmente, damos uma
axiomética para grupos em termos de uma
das operagdes inversas da operacio de pro-
duto.

1. Sistemas de axiomas para quasigru-
pos subtractivos

Teorema 1. Se <G, . > ¢éum grupoide,
entdo 08 seguintes sistemas de condigdes sdo
squivalentes:

Sistema A :

Al: a.-bb=a,

quaisquer que sejam a,beG;
A2: a-be=c-ba,
quaisquer que sejam a,b,ceG.
Sistema B :

Bili-Sth i ha—a’
quaisquer que sejam a,beG;

B2: a-be=c¢-ba,
quaisquer que sejam a,b,ceG.

Sistema C:

Cl: a-bbea,

quaisquer que sejam a,be G ;
C2: cb.ca=ab,

quaisquer que s¢jam a,b,ce .

Sistema D :

D1l: b.-ba=a,
quaisquer que sejam a,be G;

D2: cb.ca==ab,

quaisquer que sejam a,b,ceG.
Sistema E :
El: b-ba=a,

quaisquer que sejam a,be G;
E2: ac.-be=ab,
quaisquer que sejam a,b,ceG.

Dem. Para estabelecer a equivaléncia
destes sistemas de axiomas, basta mostrar
que tém lugar as segunintes implicagdes:

i Y

Como B2 = A2, ¢ suficiente mostrar
que A= B1. Ora

A2,
A

b.ba=a-bb, por
=a ; Ppor

2y B =Gl
Tem-se

B2,
B1,

a-bb=>b.ba, por
— » por

o que prova C1.
Tem-se também

cb.-ca=a(c-cbh), por B2,
=ab s por Bl1,

o que prova C2.
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3) C=D,
Com efeito,

b.ba=(b.bd) (ba), por C1,
=a-bb 5. por C2Z,
=a Soepor: G,

donde se conelui D1 e, portanto, D, visto
ger D2 = C2.
4) D=FE,

Basta evidentemente provar que
ac-be=ab. Ora

ac-be=>b(b-ac)-be, por D1,
=c(b-ac) , por D2,

=c(a(ad).ac), por D1,
=c(c-ab) s por DZ,
=ab ay pors DI,

como pretendiamos.

5) E=A.
Tem-se, com efeito,

a-bb=(b.ba) (bd) spor S
=(b-ba)(ba-ba), por E2,
=b-ba , por E2,

por E1,

=a 3
0 que prova A41.

Finalmente,

a-be=(c-ca) (be) ; por E1,
=(c.ca)(ba-ca), por E2,
=c-ba s por: K1,

o que completa a demonstragio do teorema.

TeorREMA 2. Se <@ ,-> éum grupoide,
entdo <G ,.> €é um quasigrupo subtractivo,
se e 86 se tem lugar algum dos sistemas de
axiomas A,B,C,D,E.

Dem. Em virtude do teorema 1 e da
observagido feita na introdugéio, basta pro-

var que os sistemas de axiomas A4 e
J=\|J1, J3, J4| sio equivalentes.

1) A=J.
I claro que & suficiente mostrar que
A={J1, J4}.

Ora, pondo bb =i, de A1 resulta at =a
para todo ae G, o que prova J1.
Além disso, tem-se

aa=a(a-bb), por Al
=bb.aa , por A2
=bb e pors L1

quer dizer, aa =1 para todo ae G', o que
prova J4.

2) J= 4.

Basta evidentemente mostrar que
J=A1; o que é imediato, porque

a-bb=ai, por J4,
por J1.

=a,

2. Independéncia dos sistemas
A8, C;D;E;

Vamos agora mostrar que os axiomas de
cada um dos sistemas apresentados sdo inde-
pendentes. Para isso, consideremos os trés
grupoides <G, - >, <H, - >e <K, .>,
onde G=H=K=\|a,b} e as operagdes
sio respectivamente definidas pelas tabelus
seguintes :

Gla b H |, b K|a
ala a alb b alb a
bld o bld b bld a

L imediato que <@, .> verifica 41,
mas nio verifica 42, porque

b=ba=b.aasa.-ab=aa=a.
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Vé-se também que o grupoide < H, ->
verifica 42, mas niéio verifica A1, porqne

b=a-bbsa.

Por consequéncia, os axiomas A1 e A2
sdo independentes.

Analogamente se vé que os axiomas B1
e B2 sio independentes; assim < H, - >
verifica B2 e niio Bl e <K, - > verifica
B1 e ndo B2.

Utilizando os grupoides <G, -> e
< H, .>, estabelece-se facilmente a inde-
pendéncia dos axiomas C'l e C2 e, utili-
zando os grupoides <H, .> e <K, .- >
estabelece-se a independéncia dos axiomas
D1 e D2 e ainda a independéncia dos
axiomas K1 e E2.

3. Quasigrupos que verificam a con-
digdo ac:-bc=ab

Comparando o sistema de axiomas % com
os sistemas C' e D, somos naturalmente
levados a considerar um outro sistema de
axiomas, a saber:

Sistema F:

Fl: a-bb=a,

quaisquer que sejam a,be G ;

F2: ac-be=ab,
quaisquer que sejam a,b,ceG.

B interessante, no entanto, observar que
o sistema F ndo é equivalente aos sistemas
anteriores.

Na verdade, vejamos que A implica F
mas F ndo implica A .

Que A implica F resulta imediatamente
de
A2,

A2,
42,
AL

ac.bec=c(b.ac), por
=c(c-ab), por
=ab.cc , por
=ab , por

Para concluirmos que F' n#o implica 4,
consideremos um grupo ndo abeliano
<@,0> e definamos em (G a seguinte
operacio -:

a-b=aebl, quaisquer que sejam a,b G.

L imediato que <@, -> é um quasi-
grupo. Tem-se evidentemente
Fl: a-bb=ao(ded)1=a;

F2: ac-be=(a0c)o(bocl)!l =
=a@bl=ab.

No entanto, <G, -> ndo verifica o sis-
tema 4; com efeito,

a.be=ac(doc!)yl=ac(codl),
enquanto que
c-ba=co(anb?)

e, como <G,®> é nido abeliano, os ele-
mentos a-bc e ¢-ba ndo sio necessaria-
mente iguais.

TeoreMA 3. Seja <G, - > um grupoide
que satisfaz as sequintes condigdes :

(a) A equagdo ax="hb tem pelo menos
uma solugdo, quaisquer que sejam

a,beG;
(b) ac-be=ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.

Entdo <G, .> ¢é um quasigrupo com
identidade direita e, se definirmos em G a
operagdo ® pela condigdo

a@b=a-ib,
onde i é a identidade direita, entdo o grupoide

<G,0> éum grupo.

Dem. Seja @ uma solugio qualquer da
equacio ax =>5. Entio, da condigio (b)
resulta que

bb=ax-ax=aa.
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Isto significa que o elemento
t=aa
" é independente de a.

Entdio, em virtude de ser ¢ = xza e de ser
valida a condigdo (b),

bi=ax.i=av.-x2x=ax=>,

quer dizer, 7 é uma identidade direita.
Como

t.ab=bb.ab="ba,
tem-se
th.ta=(t-ax) (ta)=xa-fia=xi==

e, por consequéncia, a equagio ax=Db tem
uma tdnica solugdo, a saber, x =ib-.ta.
Daqui resulta, em particular, que existe
uma tnica identidade direita.
Consideremos agora a equacgio ya=~5.
Se existe alguma solugéio para esta equacio,
entdo, como

tbh=¢t.ya=ay,
tem-se

y=1i(ib).ia=bi.ia=b.ia,

quer dizer, se a equacio ya =>4 é solivel,
~entdio tem sdmente uma solugio.
Mas o elemento b -za é solucgio, visto que

(b.ia)a=(b.2a) (i-ta)=bi=0,

donde se conclui que a equagdo ya =Db tem
uma unica solugdo, quaisquer que s¢jam
a,beG.

Por consequéncia, o grupoide <G, . > ¢
um quasigrupo com identidade direita i.

E facil ver que ¢ é também identidade
direita do grupoide <G ,0>.

Na verdade,

a@t=a-tt=at=a

para todo ae G .
Como

a@(ta)=a-i(la)y=aa=¢,

vemos que em < (',©®> cada elemento a
tem inverso direito, a saber, o elemento ia.
Para concluirmos que <G,0> 6 um
grupo, vejamos finalmente que a operagio
© 6 associativa.
Tem-se

(e@b)oe=(a-id).ic=(a.id)(x - ib)=azwx,
onde « & a solugdo da equagio

w.th=1tec
ou seja, da equagio

th. @ ~=¢,

Por outro lado,
a@(bec)=a.i(b.ic)=a(ic.b)=az,
porque
ic-b=i(tb -x). b=(x.1b)(i.id)=xi=x,

o que completa a demonstragio do teorema.

Suponhamos que <@ ,.> é um quasi-
grupo subtractivo. Entio

acb=a-tb=>b.7a=0b0a

isto 6, <G, ®> é um grupo abeliano.
A reciproca 6 também imediata, de modo
que é valido o seguinte

TeoremMA 4. Sob as hipéteses do teorema 3,
o grupoide <G,.-> ¢é wm quasigrupo sub-
tractivo, se e 86 se o0 grupo <G ,0> ¢ abe-
liano.

4. Uma definigdo de grupo.

Em [2], p. 6, 6 dada uma definigio de
grupo, em termos de uma das operagdes
inversas da operagio de produto. Assim, um
grupo é definido como um grupoide <@, />
que satisfaz aos seguintes axiomas :



16

GAZETA DE MATEMATICA

Ll: ala=bd/b,

quaisquer que sejam a,be G;
L2: a/b/b)=a,

quaisquer que sejam a,be G;
L3: (afa)(be)=c/,

quaisquer que sejam a,b,ceG;

L4: (a/e)/(hfc)=a/b,

quaisquer que sejam a,b,ceG;

Em termos da operagéo /, o inverso 5!
do elemento b é definido por

b1 = (b/b)/b
e o produto a®b é definido por
a®b=afb1.

E facil ver que os axiomas L1 — L 4 ndo
sdo independentes.

Com efeito, L3 é consequéncia de
{L1,L2,L4}, visto que

(a/a)/(b]e) = (c/e)/(b]¢), por L1,
=cfb , por L4,
O teorema 3 vai permitir-nos formular uma

definigdo de grupo em termos da operacio /,
utilizando sbmente dois axiomas.

TeorEMA D. Seja <G, /> um grupoide
que satisfaz as seguintes condigdes:

a/(((b/b)/b)/((a/a)/a)) = b,

quaisquer que sejam a,beG;

G2: (a/e)/(b/e)=a/b,

quaisquer que sejam a,b,ceG .

01

Entao, definindo em G a operagio ® pela
tgualdade

a®b = a/(b/b)/b),

o grupoide <G ,®> & um grupo.

Dem. Com efeito, o axioma @1 diz-nos
que a equac¢ido a/xr = b tem pelo menos uma
solugéio, a saber,

x = ((6/b)/6)/((a/a)/a) ,

isto 6, <@G,/> satisfaz as condigbes (a) e
(b) do teorema 3 e daf resulta que <G ,0>
é um grupo.

E facil ver directamente que 0s sistemas de
axiomas |L1,L2,L4} e |G1,G2] sdo
equivalentes.

Vejamos que o primeiro sistema implica G'1.

Tem-se

a/(((6/6)/6)/((a/a)/a)) =
= ((5/6)/((6/6)|a))/(((2/6)/b)/(a/a)/@)), por L2,
= ((6/6)/.(b/5)]a))/((B/b)/b)/((5/6)/@)), por L1,
= (5/6)i((6/6)/)
=b , por L2,

, por L4,

Vejamos agora que L1 e L2 sio conse-
quéncias do segundo sistema.

Ora, utilizando sucessivamente G1 e G2,
obtém-se

b/b = (a/(((6/b)/b)/((a/a)/a)))/
[a/(((5/5)/b)/((a/a)/a)))

=afa,
quer dizer, é valida a implicagdo
|1G1,G2| =L1.
De G1 resulta, pondo b =a,
a = af(((a/a)/@)/((a/a)/a)) -
E, por consequéncia, tem-se:

a = af((a/a)/(afa)), por G2,
= af(ala)
= a/(b/b)

, por G2,



GAZETA DE MATEMATICA

17

porque, como vimos, L1 é consequéncia de
161, 2| @

A definigio de grupo abeliano, em termos
da operagdo /, assume uma forma especial-
mente simples.

Assim, o grupoide <G o> ¢ um grupo
abeliano se, no grupoide <G ,/>, tém lugar
08 dois axiomas seguintes :

G'1: af(a/b)=Db,
quaisquer que sejam a,beG;

(a/c)/(b/c)=a/b,

quaisquer que sejam a,b,ce G .

G2

(2) Os axiomas G'1 e G2 slo independentes.
Agsim, o grupoide << H, - > do § 2 verifica G2 e
ndo verifica G 1, enquanto que o grupoide < L, >,
onde L = ja,b,c| e a operaglo - ¢ definida pela
tabela
b

®
o

] o

a
b
¢

oo oR
f @ o

verifica G'1 e n3o verifica G 2.

Que < G,®> é um grupo, é consequéncia
imediata do teorema 3, visto que a equacgio
afzx = b tem pelo menos uma solugio, a
saber, @ = a/b.

Em particular, tem-se

ala = bjb.
Entao tem-se

a©b=a/((5/5)/b),
por defini¢io da operacio ©,
= (b/(b/a))/((8/b)/b), por G'1,
= (5/(/a))/(((b/b)/a)/(b]a)), por G'2,
= b/((b/b)/a), por G'2,
= b/((a/a)/a), porque aja = b/b,
= b®a, pordefini¢io da operacio @,

como pretendfamos mostrar.
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Definicdo de quasigrupo subtractivo
por um dnico axioma

por José Morgado

Num artigo anterior (ver [1]), formulamos
varios sistemas de dois axiomas independen-
tes para quasigrupos subtractivos. Por exem-
plo, vimos que um grupoide <G,.> é um
quasigrupo subtractivo, se e s6 se sdo vali-
das as seguintes condigdes :

Bl bba=a,

a,beG;

quaisquer que sejam

E2. ac-bec=ab, quaisquer que sgjam
a,b,ceG.

Em [2], mostra.-se que um sistema
<@, .,'>, constituido por um conjunto nio
vazio G, uma operag¢ido binaria e uma
operagio unaria /, definidas em G, é um
grupo, se e 86 se tem lugar a seguinte con-
dicéo:

ab.-c=ad-.e implica b=d.ec'.

Este resultado sugeriu-nos o teorema se-

guinte, por meio do qual se pode definir

quasigrupo subtractivo, utilizando sdmente
um axioma.



