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Este é o primeiro de dois artigos dedicados ao Ano Mundial da Luz.

maginemos o seguinte cendrio: num pedago de costa reti-
linea e sem corrente, um banhista pede socorro e o nada-
dor-salvador, suposto em terra, dirige-se para o salvar. Que
percurso deve seguir para demorar o minimo tempo possi-
vel? Claro que a resposta depende a partida das velocida-
des, de corrida em terra e de natagdo na dgua, do nadador-
-salvador. No caso de elas serem iguais, o que em geral estd
longe de acontecer, o percurso mais rdpido coincide com o
percurso mais curto e, portanto, é o segmento de reta que
une a posi¢do inicial do nadador-salvador a do banhista.
Mas, em geral, a velocidade de corrida é francamente supe-
rior & de natacdo. Neste caso, ainda hd uma situagdo parti-
cular em que a resposta é a mesma: aquela em que a linha
reta unindo o banhista ao nadador-salvador é perpendicu-
lar a linha de costa. E nos outros casos? Um pouco de bom
senso aconselha a que se aumente o percurso em terra, onde a
velocidade é grande, para depois ser mais pequeno o percurso em
dgua, onde a velocidade é mais pequena.
Mas como determinar com precisdo o melhor ponto C
na linha de costa, onde fazer a transic¢do da corrida para a
nata¢do? Outra questdo: temos estado a supor que o nada-
dor-salvador estava em terra quando o banhista fez o ape-
lo. A primeira vista, poderé pensar-se que, se ele j& estiver
na 4gua, a melhor solugdo serd a de nadar em linha reta na
direcdo do banhista em apuros. Mas serd necessariamente
esse 0 caminho mais rdpido?
Por uma questdo de simplicidade, comegaremos por tra-
tar um caso particular: o nadador salvador A estd mesmo

Figura 1

na linha de dgua e comega por correr ao longo dela até um
ponto C, nadando depois em direcdo ao naufrago B. Como
escolher C, de forma a que ACB seja o percurso mais rapido?
Designemos por vy a velocidade de corrida e por v, (< v7)
a velocidade de natagédo. Queremos C tal que (ver figura 2),
para quaisquer pontos na linha de 4gua, D a direitade Ce E
aesquerda de C, os percursos ADB e AEB sejam mais demo-
rados do que o percurso ACB. F é o ponto da linha de dgua
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Figura 2

na perpendicular por B e a tracejado estdo representadas
as perpendiculares por C e D a CB e a paralela a CB por E,
sendo G, H, I pontos de interse¢do claramente identificdveis
na figura. O tempo do percurso ACB é AC /vy + CB/vy.
O de ADB é AD /v, + DB/v; e ele tem uma parte AC co-
mum a ACB. Queremos encontrar uma condigdo sobre C
que garanta que CB é mais rdpido do que CDB para qual-
quer D a direita. Ora, HB é mais rdpido do que DB: estdo
no mesmo meio, portanto, a velocidade é a mesma, e DB
é hipotenusa de um tridngulo de que HB é cateto, portan-
to, mais longa do que HB. Se a duragdo de CH(= CH/v,)
for inferior ou igual a de CD(= CD/v;), poderemos con-
cluir que o percurso CB é mais rdpido do que CDB. Mas
CH /vy < CD/v; equivale a CH/CD < vp/v;. E o tridn-
gulo CHD é semelhante ao tridngulo CFB (sdo ambos retan-
gulos e tém um angulo agudo comum). Portanto, podemos
afirmar que, se a “inclinagéo” de CB relativamente & linha
de dgua, medida por CF/CB, for menor ou igual a vy /vy,
entdo o percurso ADB é mais demorado do que o percurso
ACB. Um raciocinio andlogo, agora aplicado a AEB e tendo
em conta que o tridngulo retdngulo EIC é também seme-
lhante a CFB, permite concluir que, se CF/CB for maior ou
igual a v2/vj, 0 percurso ACB é mais rdpido do que AEB.
Podemos entdo concluir que, se CF/CB for exatamente
v3 /7', entdo o percurso por C é mais rapido do que os que
estdo a direita ou a esquerda! Este caso particular, em que A
estd na linha de dgua fica, pois, resolvido. No caso de A es-
tar acima da linha de 4gua, poderiamos proceder de modo
andlogo, mas agora relacionando a “inclinagdo” de CB com
a de AC. Vamos, porém, observar e ter em conta as imagens
seguintes?.

Na aplicacdo correspondente as duas imagens da figura
3, para uma dada escolha das velocidades de corrida e de
natagdo, ao deslocar C pode ver o tempo que o nadador-
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Figura 3.

-salvador leva a chegar ao banhista, para cada uma das esco-
lhas de C na linha de costa; e, portanto, consegue determinar
aproximadamente a melhor posi¢do para o ponto C, isto é,
aquela que define o trajeto mais rdpido.

Sejam D e E os pontos da linha de costa mais préximos,
respetivamente, de A e de B. A razdo entre as distancias do
ponto C, a D e a A, mede o grau de afastamento do percur-
so na areia, relativamente a perpendicular a linha de costa;
e, analogamente para a razdo entre as distdnciasde C,aEeaB,
no percurso em dgua. Na figura 4, estdo ainda representadas:
a vermelho, o quociente entre aquelas duas razdes, varidvel
com a posig¢do do ponto C, e a verde, o quociente entre as velo-
cidades de corrida e de natacéo, este independente da posicdo
de C (edasde AeB).

Deslocando o ponto C, é possivel observar que o percurso
6timo, correspondente ao minimo de tempo (curva a preto)
parece obter-se quando as razdes das inclinagdes e das velo-
cidades sdo iguais, o que se verifica se a abcissa de C for a do
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Figura 4

Figura 5

ponto de intersecdo dos graficos a verde e a vermelho. Re-
almente, o melhor percurso é aquele em que hd igualdade
entre as duas razoes’.

Chamemos “circunferéncia temporal” de raio ¢, centra-
da no banhista, ao conjunto de todos os pontos de onde o
nadador-salvador consegue atingir o banhista em exata-
mente o mesmo tempo t. Serd que a forma da figura obtida*
depende do “raio” #? Tratando esta questdao num enquadra-
mento um pouco diferente do que temos vindo a considerar
(isto é nadador-salvador em terra), agora consideraremos
também a possibilidade de ele j estar na dgua.

Na figura 5, a “circunferéncia temporal” é constituida
por um arco de circunferéncia (na dgua), dois segmentos de
reta unindo os extremos desse arco a linha de costa e uma
curva em terra. Na imagem do meio, o percurso mais rapi-
do é formado por trés segmentos de reta; um perpendicular
ao segmento exterior, outro na linha de costa e o terceiro
unindo o anterior a posi¢do do banhista. Portanto, era er-
rada a conjetura anterior, de que estando ambos na dgua,

o melhor percurso era sempre o de um segmento retilineo,
como na imagem 5 da figura 5. Alids, a solugdo encontrada
é natural, pois se ambos estiverem perto da linha de terra,
mas muito longe entre si, compensa ao nadador-salvador

' O que é equivalente a v,/(inclinacdo de CB) ser igual a v4. Note-se que
esta condicdo sé aparentemente € assimétrica relativamente a vy e v», por-
que v; também se pode escrever como vq/(inclinacao de AC), por, neste
caso particular em que A estd na linha de dgua, a inclinacdo de AC ser 1.

2 Em [1] encontrard vdrias aplicages interativas, feitas com o Geogebra
e com o Mathematica, das quais sao extraidas as figuras que ilustram este
texto.

3 Um leitor conhecedor de fungdes trigonométricas e de uns rudimen-
tos de cdlculo diferencial poderd pensar numa demonstracdo curta desta
propriedade. No portal do Atractor [1], podera ver uma demonstracao
geométrica, exigindo menos conhecimentos mateméticos e que, no fun-
do, é uma extensao dos argumentos usados no caso particular anterior:

4 Em [1] encontra uma aplicagdo interactiva (CDF) que Ihe dd essa "“circun-
feréncia” para diferentes valores de t e, para cada uma delas e cada um
dos seus pontos, permite desenhar percursos étimos "radiais" dele até ao
banhista, usualmente um, excecionalmente dois.
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nadar até terra, correr ao longo da costa e depois voltar a en-
trar na d4gua em dire¢do ao banhista. Finalmente, notemos
que na posigdo correspondente a quarta imagem hd dois
percursos minimos possiveis, partindo do mesmo ponto!
Vamos agora encarar um problema semelhante, mas
que, contrariamente ao anterior, ndo é representdvel ade-
quadamente num plano, exigindo uma representagédo no
espago. Imaginemos um lago, onde hé4 peixes, nadando a
diversas profundidades, e sobre o qual voam aves a dife-

rentes altitudes. E imaginemos® que essas aves fazem voos
picados, mergulhando na dgua para pescar os peixes. Qual

Figura 8

a melhor escolha possivel de percurso para a ave? Se supu-
sermos que a velocidade de voo (no ar) é constante® e supe-
rior & de mergulho (na dgua), também constante, temos um
problema matemdtico muito semelhante ao anterior: para
cada par de posig¢oes, da ave e do peixe, restringindo-nos ao
plano vertical contendo essas posic¢des, obtemos exatamen-
te o problema anterior. Para uma certa posicdo da ave, a fi-
gura 6 representa diversos percursos para chegar a diferen-
tes peixes, estando também representada uma superficie,
que poderfamos designar por “temporalmente esférica”,
formada pelos pontos na dgua aos quais a ave chega num
dado tempo (0 mesmo para todos). De algum modo, per-
mitiria a ave determinar quais os peixes que conseguiria
alcancar em menos tempo. Analogamente, a superficie da
figura 7 permitiria ao peixe saber quais as aves que mais o
ameagam, por poderem chegar em menos tempo.

Alguns leitores que nos acompanharam até aqui pode-
rdo interrogar-se sobre a relagdo do problema tratado com
o subtitulo do artigo, que contém uma referéncia a luz.
A relacado é simples de enunciar: quando a luz percorre
um meio diferente do vazio, a sua velocidade de pro-
pagagdo é diferente e depende do meio. E o percurso
de um raio luminoso que parte de um ponto A e passa
por outro ponto B tem uma forma tal que minimiza’ o
tempo de percurso (principio de Fermat). Por exemplo, a
velocidade de propagacdo da luz é, no ar, bastante supe-
rior a que tem lugar na dgua. Entdo, o raio luminoso tem
uma alteragdo de dire¢do na superficie dos dois meios,
com angulos satisfazendo a condicdo atrds deduzida.
A relagio entre as velocidades de propagagio da luz, no
ar e na dgua, chama-se indice de refragdo da dgua relati-
vamente ao ar.

A figura 8 mostra trés fotos, tiradas exatamente do
mesmo ponto de vista, de uma caneca com uma moeda
no fundo, quase totalmente ndo visivel na primeira e que
é progressivamente tornada visivel quando a caneca é en-
chida com dgua’.

Figura 9
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A explicagdo para o fenémeno ilustrado na figura 8
reside precisamente na mudanca de dire¢do que os raios
luminosos partindo da moeda sofrem quando chegam a
superficie da dgua.

E é uma explicagdo do mesmo tipo que estd na base
de outro fenémeno representado na foto da figura 9: a
aparente quebra de uma haste cilindrica perfeitamente
direita, quando é mergulhada na dgua. O esquema re-
presentado na primeira imagem da figura 10 permite
compreender a aparente quebra que se vé na segunda
imagem e ainda verificar que a parte mergulhada néo é
vista como rigorosamente retilinea, como poderia pare-
cer numa primeira observagao’.

Terminamos com a referéncia a um exemplo que pde
em evidéncia um comportamento qualitativamente dife-
rente. A figura 11 mostra (em diferentes tons de azul) trés
percursos passando por um mesmo ponto C situado na
linha de separagdo dos dois meios. Cada um deles corres-
ponde a duas situagdes possiveis, assim descritas nos ca-
sos de A e B: ver a partir de A o ponto B, aparentemente na
dire¢do AC, ou, para um observador mergulhado na dgua,
ver a partir de B o ponto A, aparentemente na diregéo de
BC.Quando A se aproxima dalinha de separagdo dos dois
meios, B aproxima-se de uma semirreta limite, fazendo

um angulo de desvio maximo, representado a laranja.
i 10 O que acontecerd a um raio luminoso emitido de B, numa
eHra dire¢do com inclinacdo superior a dessa semirreta CB;?

Néo pode atravessar a superficie de separagdo dos meios

de maneira a satisfazer a condicdo que enuncidmos! Na

2 verdade, esse raio reflete-se segundo um raio CA,, como
indicado (a verde) na mesma figura 11. O raio refletido faz
o mesmo angulo com o meio de separagdo e é, portanto,

também superior ao de desvio maximo. Assim, tal como

5 Este cendrio ndo € fantasista, pelo contrério, é observavel facilmente em
certos contextos.

¢ Por uma questio de simplicidade do modelo, ndo estamos a tomar
em conta variacdes de velocidade dependentes da direcdo do voo, que
deviam ser tomadas em conta atendendo a acdo de gravidade, e estamos
também a supor que o peixe ndo mudou de posicdo durante todo o
voo-mergulho da ave e que ndo hd vento no ar nem corrente na dgua.

"Nos exemplos dados, o percurso total é realmente minimizado, mas o
que se pode afirmar com generalidade é que o percurso seguido pela luz
minimiza localmente o tempo gasto, isto €, minimiza-o relativamente a
todos os percursos suficientemente préximos.

8 Ver filme do enchimento da caneca com dgua em [1].

Figura I1 % Para mais detalhes e uma manipulagdo de uma aplicagdo interativa que
permite modificar alguns pardmetros e observar os comportamentos re-
sultantes dessas modificagdes, ver [1].
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no caso anterior, 0 mesmo percurso pode representar um
observador em A, a ver um objeto em B,, aparentemente
na direcdo de A,C, ou um observador em B,, a ver um
objeto em A, aparentemente na dire¢do de B,C. Mas hd
uma diferenca fundamental relativamente a situagdo an-
terior: aqui, a imagem obtida tem a orientagdo trocada
relativamente a do original.

Este fenémeno, dito de reflexdo total, é posto em evi-
déncia nas imagens da figura 12. O recipiente representa-

Figura 12

do na primeira imagem estd cheio com dgua e a segunda
imagem mostra a visdo a partir de um observador mer-
gulhado na dgua, olhando para o letreiro colado na parte
lateral desse recipiente.

REFERENCIAS
[1] http:/fwww.atractorpt/mat/luz1.
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