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F. C. L. — Ciucuro InFrviresimar — Exame final —
11-6-64.

5613 — 1. a) Indique as propriedades mais im-
portantes das equagdes diferenciais lineares de
ordem =,

b) Se a equagio tem os coeficientes constantes,
como obter a expressio geral das solugdes? A que
condigdo devem obedecer as raizes da equagio carac-
teristica para que qualquer solugio da equagio homo-
génea se mantenha limitada quando a varidvel inde-
pendente tende para + co?

¢) Resolva o problema de valores iniciais
{y”'—~y’ =2cosx

y(0)=1y9'(0) =" (0) =0.

2. Seja |ey,e;,e3] uma base o.n. fixa de R3,
t(s),n(s),b(s) o triedro de Serrer de uma curva
do espago.

a) Escreva as férmulas de Frener-Serrer.

b) Pondo I ]=A()[ e ], mostre que
n [-7]
b €
d t t dA "
— =C com C=——- 47", e dé a
ds | n n ds
b b

expressio da matriz C em fun¢lo da curvatura e da
tor¢do da curva dada.
¢) Determine, em particular, as matrizes 4 e C

8 5
ara a linha r = acos ———ej+asen ———e;
P V/a._‘_i_bz 1+ \/az-{—t‘ﬂ 9T

e3 (a e b constantes). Quais as equa-

&
b ———
VT &
¢bes intrinsecas desta linha?

3. Considerando a linha I' do plano X 0Z defi-

g Ay BE PR T

ida po {m
r
nida p 50

a) Verifique que a equagdo da superficie de revo-
lugdo § gerada por I' quando executa uma rotagio
de 360° em torno de O Z se pode escrever na forma
e? + y2 = [¢ (2)]*-

b) Designando por 9 o dominio do plane X 02
definido por |(z,2): H<s<y A 0L < (a)},
mostre que a defini¢io dada para drea de uma super-
ficie permite concluir que a drea de § ¢ dada por

a=sff \/h EF L+ @R,
? e @F — =

¢) Mostre que a expressio anterior conduz a

A ==fnl2m9(s}ds, designando por s o compri-

Zy
mento de arco referente a T'.
d) Atendendo a que o centro de gravidade da
linha T (suposta homogénea e de comprimento L)
tem uma abeissa (no plano X OZ) dada por

E=([$ds)f};, estabeleca o seguinte teorema:
L2 r

A drea gerada por uma linka plana homogénea quando
executa uma rotagdo em torno de um eixo do seu plano,
que a ndo corte, € igual ao produto do comprimento da
linha pelo perimetro da circunferéncia descrita pelo
seu centro de gravidade.

Enunciado N.? 5615 de F. R. Dias Agudo

ERRATA

«Gazeta de Matemética» n.° 88-89 — O enunciado
correcto do problema 5549 — 5), pdg. 38, € o seguinte:

«Sejam f e g funcdes reais definidas em R, con-
tinuas e cujas restrigbes a @ sio iguais: fo=g,0-
Mostre que f= g».
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Nesta secgllo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serfio publicadas criticas de livros
@ outras publicagles de Matemdatica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares & Redacglo

156 — A. Torrrar — Calcul des Probabilités, Masson
& Cie., (1968) Paris, VIII 4 168 pp.
Prego: NF 27,45,

O livro aqui em critica fol publicado em principios
do ano passado, precisamente numa colec¢do de mono-
grafias de Matematica, onde jd anteriormente apare-

cera um livro sobre o mesmo assunto (J. Bass (1962),
Eléments du Caleul des Probabilités), e onde também
recentemente foi publicada uma obra notdvel sobre a
moderna teoria das Probabilidades (J. Neveav (1964),
Bases Mathématiques du Calcul des Probabilités). Se o
livro de Bass é uma obra de cardeter «cldssico» (no
dominio das Probabilidades), e o de Neveau é de bases
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nitidamente modernas, na nossa opinifo, este trabalho
de Torrrar pretende reunir ao mesmo tempo os dois
aspectos da disciplina.

O A., professor da especialidade na Faculdade de
Ciéncias de Paris, comega por afirmar no Intréito que
«a matéria deste livro constitui um curso da licencia-
tura [em Ciéncias Matematicas], de extencdo reduzida,
correspondente a uma cadeira semestral de opgio, com
um maximo de trés horas semanais» ; e ¢ dentro desta
limitagdo que a matéria exposta no livro ¢ apresen-
tada, conduzindo o A. a uma tarefa delicada e ingrata,
de selecciio e de apresentagiio. Nio sabemos quais os
conhecimentos matemdticos de que dispde o Leitor a
que este livro se destina, mas nio devemos andar
longe, admitindo que sfo constituidos pelas matérias
usualmente exigiveis ao aluno com um ou dois anos
de iniciagdo nas Matemdticas Superiores.

O livro é quase todo ele de leitura muito fdeil e
acessivel a todos os que tenham um treino bdsico
anterior em Teoria da Medida. Embora este requisito
ndo seja essencial, estamos em crer que as breves
notas dispostas pelo livro, destinadas a suprir a pos-
sivel falta de preparagio do Leitor neste capitulo, ndo
sdo suficientes para quem pela primeira vez contacte
com estas matérias. Por outro lado, o programa que
o livro pretende cobrir é excessivamonte extenso, de
modo que alguns aspectos importantes foram simples-
mente ignorados, a fim de manter o livro acessivel e
de tamunho reduzido. Outras vezes o A. socorre-se do
sistema de enunciar resultados mais complexos, sem
os derivar ou justificar. Assim sucede entre outros
com os teoremas (importantissimos na Teoria das
Probabilidades) de Fusmi, Ecororr, Beero-Lievx
Lesesque (teor. da conv. majorada), BozsL-Cmuux:
Rapox-Nikopym e Fiscerr-Rizsz. Para este tltimo,
e. g. o A. esboga uma demonstracio que deixa ao cui-
dado do Leitor, mas duvidamos que o principiante
nestes assuntos possa deduzir a demonstragio (rigo-
rosa) pelos seus préprios meios. O mesmo sucede,
alids, para o teor. Livapuxorr da convergéncia majo-
rada. O teor, de Livapunorr ¢ apresentado ao Leitor
como exercicio, aqui sem quaisquer outras indicagdes
para a demonstracio. Mesmo assim, é pena que o
mesmo critério ndo tenha sido seguido relativamente
a outfros resultados que bem ecaberiam dentro do
ambito desta Introducio. Assim, os teoremas de
Lesrsaue e de KormocoroFF, os espagos L,, as deriva-
das & Rapon-Nikooyy, ete., 830 completamente igno-
rados, se bem que estreitamente ligados com a maté-
ria exposta, Também as aplicagies da teoria sio
muitas vezes dificeis de descortinar, e 86 muito espo-
radicamente se indicam algumas aplicagdes no domi-
nio da Estatistica. Aqui e além surgem exercicios, a
maior parte das vezes com o cardcter de complemen-

tos 4 matéria desenvolvida. Este método de simpli-
ficar as coisas parece-nos bastante honesto, preferivel
mesmo ao de expdr as questdes de maneira menos
Tigorosa do ponto de vista matemdtico (caso infeliz-
mente bastante em voga entre alguns cultores da
Teoria das Probabilidades e da Estatistica Matemd-
tica).

O livro tem 51 pardgrafos, que se agrupam em 11
capitulos, dos quais vamos, numa breve resenha, enun-
ciar os titulos, o que por si s6 nos dd uma ideia dos
assuntos tratados: Introdugdo e Axiomas Fundamen-
tais; Espagos Mensurdveis e Varidveis Aleatdrias;
Fungbes de Distribuiedo; Distribuiges Discretas;
Integrais a Stieltjes e Esperangas Matemdticas ; Fun-
¢do de Distribuigfio e Fun¢fo Caracteristica ; Compo-
sicio de duas Fungdes de Distribui¢io; Probabili-
dades Condicionais; Regressfo e Correlagio; Leis
Normais ; Aproximagio de Leis Binomiais por Leis
Normais e Leis de Porsson; Convergéncia para uma
Lei duma Sucessdo de Varidveis Aleatdrias; Conver-
géncia em Probabilidade, Quase Certa e em Média
Quadrdtica. Segue-se uma pequena bibliografia das
obras cldssicas da especialidade e cujo conhecimento
ge deve esperar de todos os que pretendem estuda’
honestamente o Cdlculo das Probabilidades.

Na elaboracéio deste livro o A. teve grandes preo-
cupagdes pedagdgicas ; infelizmente, porém, nem sem-
pre usa o rigor matemitico (e probabilistico) que
seria de esperar, especialmente nos primeiros capi-
tulos. Assim, e. g. logo nas duas primeiras linhas do
texto, a definicdo de experiéncia aleatoria é muito
jmprecisa, e depois na pdgina seguinte o A. confunde
acontecimento (resultado de uma experiéncia aleato-
ria) com acontecimento elementar. Definigoes vagas
aparecem depois para f. mensurdvel, varidvel aleato-
ria, f. truncada, e outras.

O livro tem uma apresentagio cuidada, mas ¢ muito
pobre do ponto de vista grifico. Além de numerosas
«gralhas» tipogrdficas, que vio desde erros sem
importincia a falta de sinais de integral (e. g. na
férmula do teor. de Beero-Levi), e outros, o A.
emprega notacbes que nem sempre sfo as mais cémo-
das e usuais e que podem originar confuso frequente
ao Leitor desprevenido. Assim, por toda a parte é
usado o ! para indicar o complementar (de conjunto
ou acontecimento) ; mas mais do que uma vez surge
A' para indicar um elemento distinto do complemen-
tar de A: A4, =4, — 4, (p. 20), ou até mesmo
A'cC A (p. 26). O (¥) para as notas no fim da pdgina leva
também a erros nos pardgrafos dedicados is medidas
exterior e interior. Na p. 27 aparece (1) no corpo do
texto e (¥) no rodapé! A esperanga matemdtica dav. a.
X ¢ quase sempre representada por X e 86 excepcio-
nalmente por M (X); esta notacdo origina alguns
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erros no capitulo sobre a regresséo e a correlagdo, ai
se encontrando também (X, Y) para designar nfio uma
v. a. bidimensional, mas a covaridncia entre X e Y,
em vez de cov (X, Y), as vezes usada, ou outra pare-
cida. Nenhum dos simbolos utilizados para designar
v. a. gausseana, f. d. normal ou fungdo de densidade
normal é usual nem mesmo se encontra nos tratados
indicados na bibliografia. Num dos exereicios é evi-
dente a falta de distingfio entre a ¢— dlgebra de
BorerL de um produto cartesiano de classes de conjun-
tos e o produto cartesiano das ¢ — dlgebras de BoreL
das mesmas classes. No enunciado do teor. de Rapox-
-Nigopym (no livro aparece sempre Nicobym), o con-
junto sobre o qual se efectua a integragio é mensu-
rdvel relativamente a p, mas pode nio ser de medida
v finita, O teor. 2 do § 49 pode induzir em erro pela
maneira como estd formulade, uma vez que a conv. em
prob. ndo implica a conv. quase certa, como se pode
mostrar com o contra-exemplo da sucessdo de Fréchet,
a que o A., alids, nfo faz a minima referéncia. A pro-
posito, a numeracdo dos pardgrafos ao alto das pdgi-
nas, a partir da p. 150 estd trocada. O A. deriva
repetidas vezes sob o sinal de integral, sem nunca

justificar se tal procedimento ¢ vilido.

Apesar de todas estas pequenas falhas, dificeis ou
mesmo impossiveis de evitar num livro deste tipo,
destinado a abragar uma drea tdo vasta da Teoria das
Probabilidades, trata-se de uma obra de real vasor,
que poderd com proveito ser lida por todos os apren-
dizes de Estatistica das nossas Faculdades de Cién-
cias ou mesmo da Universidade Técnica, desde que,
como dissemos no inicio, estejam de posse do instru-
mental bdsico da Teoria da Medida. E até mesmo o
especialista, talvez encontre algo de novo nosiltimos
capitulos do livro, ou uma exposi¢io diferente de
outros resultados jd conhecidos.

J. Marques Hexriques

157 — Faiperic Riesz — Qeuvres Complétes —
Académie des Sciences de Hongrie — Budapest —
1960.

Friperic Riesz ndo ¢ apenas um dos matematicos
hingaros mais eminentes; ¢, com efeito, 4 escala
mundial um dos que maior influéncia exerceram sobre
os fundamentos e o desenvolvimento dos ramos moder-
nos da andlise matemdtica. As nogdes por ele intro-

duzidas, os métodos elaborados e o8 resultados que lhe .
sdo devidos, os processos de demonstragdo por ele
criados pertencem ao dominio cldssico das fungBes
de varidvel real, da andlise funcional e da Topologia
geral. O rdpido desenvolvimento da andlise funcional
observado nestas iltimas dezenas de anos deve-se pre-
cisamente aoimpulso dado pelas descobertas de Riesz,
estabelecidas hd meio séeulo, relativas A teoria dos
espagos funcionais e is operagdes lineares que nela
sio definidas,

A Academia das Ciénecias da Hungria empreende
uma missdo eultural publicando as obras completas
de Freperico Rirsz: os trabalhos dispersos em nime-
rosas revistas tornam-se assim muito mais acessiveis.

Em seguida 4 enumeragio cronolégica das obras
de Riesz, as Obras Completas publicam porreprodugio
fotografica as mesmas obras agrupadas pelos assuntos
seguintes :

Topolegia — 10 trabalhos

Teoria das fungdes reais — 18 trabalhos
Espagos funcionais — 18 trabalhos
Funcdes analiticas — 8 trabalhos

"o oW

Fungdes harmdnicas e sub-harménicas —6 tra-
balhos

Andlise funcional — 16 trabalhos
Teoria ergodica — 8 trabalhos
Geometria — 2 trabalhos
Questoes diversas — 18 trabalhos

Smom

e terminam por dois Apéndices de 13 e 90 pdginas,
respectivamente, que contém as tradugdes em lingua
francesa dos trabalhos publicados originariamente em
hingaro.

Entre os trabalhos encontra-se o livro publicade
por Riesz em 1913 e editado por Gaurnier-VILLARS :
Os sistemas de equagdes lineares a uma infinidade de
incégnitas; em contrapartida os Editores excluiram
as célebres «Li¢des de Andlise Funcional» publicados
em 1952 em colaboragio com Brra Szokeranvi-Naey
alegando ter Riesz colaborado apenas em parte da
redacgdo.

Riesz nasceu em 1880 em Gy ir, frequentou a Escola
Politécnica de Ziirich e continuou os seus estudos em
Budapest e Gottingen.

As Obras Completas de Rimsz tornam-se assim de
uma grande acessibilidade a quem nio dominaalingua
materna do eminente matemdtico.



