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GAZETA DE MATEMATICA

- La Induccién Matemética
por Eduardo H. del_Busto (1)

A los profesores de matemdtica secundaria que han sido
mis alumnos.

INTRODUCCION

De acuerdo con recomendaciones didacticas
recientes, el método de la induccién matema-
tica pronto ha de ser tema de explicacién en
la segunda enseilanza.

Los textos corrientes entre los projfesores
no son ricos en motivaciones adecuadas a la
exposicion y a la comprensién del razona-
miento por recurrencia. Por fortuna, el exce-
lente y ampliamente difundido How to solve
it, de George Polya, llena un noforio vacio
en cuanto a la enseilanza del mecanismo induc-
tivo, pues aporta inteligentes detalles cuyo
conoctmiento todo professor agradece.

A nuestro juicio, falta, sin embargo, un
enfoque histérico de la cuestidn, destinado a
rastrearla desde los remotos y oscuros orige-
nes hasta los dias presentes, cuando se mani-
fiesta plena de sugerencias y posibilidades de
integracién cultural. Kl especialisia en His-
toria de la Matemdtica cuenta, sin duda, con
la informacién bibliografica y, acaso, con los
testimonios necesarios para reconstruir las eta-
pas sucestvas de la argumentacién inductiva ;
pero, en realidad, no tratamos aqui la historia
de este interesante tema de la matematica sino
en la medida parcial requerida por nuestro
intento — repetimos — de ofrecer un enfoque
histérico que satisfaga algunas exigencias diddc-

(1) Doctor en Matemédtica. Profesor de la Univer-
sidad Nacional del Sur — Bahia Blanca.

ticas. Queremos, pues, suministrar una serie
de motivaciones mdas para el logro de una
mayor comprensién de un modo de razona-
miento cuya naturaleza misma aparece con
nuevos relieves si se la trata segun su linea
evolutiva a través de los tiempos.

La relacién de las principales conexiones
histéricas del problema de la induccién mate-
matica, que tantas implicaciones tiene, ha de
servir — asi lo esperamos — para provocar el
interés de los alumnos secundarios, cuya fuerte
apetencia cultural no siempre es aprovechada
al mdaaimo en los cursos cientificos de sequnda
enseiianza.

A pesar de lo dicho, el presente trabajo
esta dedicado a los professores y no a los dis-
cipulos ; por lo menos, en principio. Mas esta-
mos seguros que los ensefiantes haran llegar a
los jovenes, en oportunas dosis bien acondicio-
nadas, algunos elementos de los muchos y
variados que en esta reseia ofrecemos. La
experiencia personal les ha de dar la pauta
que mejor convenga a los alumnos.

La finalidad didactica de nuesira exposi-
cién y el circulo de lectores en quienes se ha
pensado al redactarla, determinan el nivel y
la extensién de los comentarios que siguen. No
se requieren conocimientos especiales para
abordar el contenido de este folleto ; pero cierta
madurez intelectual y alguna somera infor-
macién acerca de los fundamentos de la mate-
mdtica, se necessitan para interpretar cabal-
mente el alcance de las palabras de los ulti-
mos capitulos, donde la dificultad de los pro-
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blemas tan solo enunciados brevemente en la
mayoria de los casos, nos ha obligado a cortar
y poner pumto, so pena de salirnos de los limi-
tes que nos habiamos fijado antes.

Procurando ser sencillos y parcos, cuando
los temas se tornan complejos o demasiado
polémicos hemos preferido remitirnos a alguna
obra especializada y de fdcil acceso, donde
podria satisfacerse la legitima avidez del pre-
sunto lector.

Bahia Blanca, Noviembre de 19635.

ErL Autor

DEMOSTRACIONES POR INDUCCION
MATEMATICA

1. 1. Empezamos por hacer una adverten-

cia respecto de la denominacién «induccién
matematicay.

La palabra «induceién» es capaz de pro-
ducir equivocaciones y, para no caer en ellas,
se emplea el aditamento calificativo de «mate-
matica». Algunos autores la llaman, en cam-
bio, «induccién completa» y otros atn, pre-
fieren evitar lisamente la voz «induecciény,
causante de interpretaciones erréneas, y
aconsejan deeir «recurrencia» por todo nom-
bre.

La dltima denominacién nos parece la mas
oportuna y practica, porque no favorece como
aquellas a mantener una confusién bastante
comin entre los principiantes. En efecto, el
método de la demostracién por recurrencia
difiere completamente de esa inferencia induc-
tiva, de la cual nos valemos en la vida diaria
y en la ciencia de la naturaleza, para apren-
der a partir de la experiencia reiterada.

La inferencia #nductiva nos hace extraer
consecuencias generales mediante la obser-
vacién de un niimero finito y tal vez pequeiio

de casos particulares, en los cuales se reitera
una caracteristica comin a todos. Pero la
conclusién obtenida es cierta sélo cuando
hemos podido verificar uno a uno, sin excep-
ci6én, los casos que constituyen el objeto de
observacién ; es decir, cuando han sido obser-
vados todos, sin dejar ninguno. De otro modo,
la conclusibn obtenida por inferencia induc-
Ywa es cierta cuando hemos procedido por
enumeracién completa.

Si no hubiésemos tenido a nuestro alcance
la enumeracién completa (sea porque no la
hayamos efectuado voluntariamente, sea por-
que resulte infinita o sencillamente imprac-
ticable), la inferencia inductiva todavia nos
brindara una conclusién (no cierta sino) pro-
bable en relacién a alguna caracteristica de
los casos observados, siempre que no hayan
aparecido ejemplos coniraproducentes, Este
tipo de conclusiones se obtienen por enume-
racidn incompleta y son los mas corrientes
en las ciencias.

Vamos a ilustrar la inferencia inductiva
por enumeracién completa y por enumera-
cién incompleta.

Si revisamos uno a uno los libros de una
biblioteca y observamos, sin excepcién, que
tratan temas literarios, llegamos a la conclu-
sién cierta de que la biblioteca es de litera-
tura (Enumeracién completa).

Si nos limitamos a revisar un conjunto de
libros de esa biblioteca, pero no la totalidad
de ella, estaremos constreiiidos a extraer la
conclusién probable de que la biblioteca es
literaria, siempre que no hubiésemos hallado
ningin volumen no literario (Enumeracién
incompleta). La conclucién es tanto mas pro-
bable cuanto mayor sea el nimero de las
reiteradas observaciones.

Las conclusiones surgidas de la inferencia
inductiva (completa o incompleta) no son pro-
posiciones demostradas, en el sentido légico
del término. Podemos decir de ellas que han
sido wverificadas (en forma total o parcial,
respectivamente).
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En cambio, la recurrencia (induccién mate-
matica o tnduccidn completa) es, en primer
lugar, un método de demostracién al cual la
matemética echa mano a fin de deducir pro-
posiciones estrictamente validas en una infi-
nidad numerable de casos, sin requerir, no
obstante, una infinidad de pruoebas.

Conviene insistir en este punto: la recur-
rencia es un método de demostracién, no de
verificacién. Es, por ende, esencialmente
diversa de la inferencia inductiva.

Es verdad, empero, que muchas innova-
ciones en matematica se conjeturan antes de
demostrarse; y es verdad también que, en
el proceso de conjeturar, la mente humana
procede muchas veces inductivamente, como
lo atestiguan trabajos de psicologia de la
invenci6n. Pero la incorporacién de una pro-
posicién al dominio matematico exige, en
absoluto, el cumplimiento de los requisitos
de la ciencia demostrativa. La recurrencia
sirve los propésitos de ésta; no debe ser
confundida, pues, con la induccién de las
ciencias naturales.

Para comprender mejor lo que acabamos
de expressar, veremos algunos ejemplos
matemAaticos, donde hacemos uso correcto o
incorrecto del método de recurrencia.

1. 2. Leamos con atencién los enunciados
y demostraciones que siguen :

a) Demostrar que 1 +2+3-.. +n=
& m((n+pali)
2

Muchos alumnos estan tentados de razonar
como si se tratase de una proposicién que se
somete a prueba experimental. Dirfan, poco
mas o menos: «La férmula es cierta porque
se cumple 8i n = 1, 2, 3, 4, 5, etc. Inferimos,
pues, que es verdaderay.

En matematica un razonamiento tal es inad-
misible, aunque sea del tipo que emplean la
fisica, la quimica, la biologia, para verificar
una hipé6tesis probable.

, para cualquier n natural.

El método de recurrencia, como veremos
luego, trasciende la conjetura y afirma la
proposicién deductivamente.

b) Demostrar que todo nimero naturat de
la forma n2 + n + 41 es primo. (?)

Esta famosa expresién propuesta por Leo-
nhard Euler (1707 a 1783) «parece» cierta
porque se verifica paran =0,1,2,3,...,39;
es decir, se verifica en los primeros cua-
renta (!) casos... Sin embargo, para n = 40,
resulta un wnamero compuesto: 402 4- 40 |
+ 41 = 1681 = 412,

¢ Para qué nos sirve este hermoso ejemplo ?
Para precavernos de las conjeturas inferen-
ciales no demostradas y para distinguir, de
una vez por todas, una demostracién mate-
matica de una induccién natural.

¢) n planos dividen al espacio en 2° par-
tes. (?)

Otra vez la misma historia. Si n =1, la
proposicién se verifica; si n = 2, también;
si n =3, también. Sin embargo, cuatro pla-
nos dividen al espacio en catorce partes, y
cinco planos lo dividen en veintidds.

O sea, la proposicién anterior no se veri-
fica para m = 4 ni para n = 5 ; el teorema no
es cierto en general, a pesar de que una con-
jetura apresurada permitia suponerlo.

(En general, lo cierto es que n planos divi-
den al espacio en n(n—1)-+ 2 partes).

En matematica (y en ciencia natural) basta
que un solo caso contradiga a una férmula
conjeturada como valida en general, para que
tal férmula quede negada en general (En
matematica, definitivamente ; en ciencia natu-
ral, transitoriamente).

La proposicién general b) quedé invalidada
al verificar que # = 40 no la satisface, o sea
que 402 4 40 -+ 41 no es primo; la proposi-
cién c¢) qued6é invalidada al verificar que
n =4 (6 n =) no la satisfacen.

¢ Sera necesario recurrir a una infinidad
de verificaciones para asegurar la validez
general de una férmula como la a), por ejem-
plo? Si asi fuese, nunca estarfamos en con-
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diciones de afirmar que una proposicién como
la a) es cierta en general, porque existe impo-
sibilidad de realizar infinitas verificaciones.
Afortunadamente, el método de demostra-
cién por recurrencia nos proporciona la clave
para razonar correctamente en estos casos
del quehacer matematico.

El esquema es notable por su sencillez.
Ante una proposicién general en donde inter-
vienen los nimeros naturales 1,2,...,n, .
(o, acaso, 0,1,2,... ,m,...)y cuya verdad
debemos demostrar, procedemos en tres
etapas :

1.° Demostramos que la proposicién es
cierta para un primer elemento (para n =1
6 para n=0, por ejemplo). Como éste
constituye un solo caso, basta una verifica-
cion de la férmula ; verificacion que es valida
por enumeracién completa.

2.° Demosiramos que la proposicién es
cierta para » =1£% + 1 sz la hemos supuesto
cierta para n =/, siendo k un nimero natu-
ral cualquiera.

3. «Cumplidas las etapas 1.° y 2.°, afir-
mamos que la proposicién es cierta en gene-
ral». La afirmacién es trascendental, en el
sentido de que traspasa los limites de cual-
quier posible experiencia. Reparemos bien :
8@ apoya en que, para un primer elemento
se verifica (o se demuestra) la proposicion,
y que supuesta valida para un elemento cual-
quiera, se demuestra valida para el siguiente
elemento.

La tercera etapa constituye el principio de
recurréncia (o de induccién completa) cuya
esencia e implicaciones culturales intentare-
mos dilucidar histéricamente, a partir del
Cap. II. Por ahora contentémonos con paran-
gonarlo con la sucesion de una herencia
dejada por un primer magnate con orden de
transmitirla inalterada indefinidamente, sin
que ninguna vicisitud la modifique nunca.
Condiciones muy fuertes; condiciones idea-
les, sélo exigibles en el dominio de la
razén.

Para conceder vigencia al principio de’
recurrencia es condicion esencial que las eta-
pas 1.° y 2.° sean demostradas. De otra
manera, decimos que el principio de recur-
rencia se apoya en la demostracién de dos
teoremas previos: uno se refiere al primer
elemento y otro concluye la validez de la
proposicién para un elemento cualquiera si
se la supone para el elemento anterior. La
segunda condicién significa que la férmula
sometida a prueba constituye una propiedad
hereditaria e inalterable, transmitida del caso
k-ésimo al siguiente, cualquiera sea k.

El principio se halla condicionado, pues,
a dos teoremas. A dos teorémas y no a uno
de los dos. El profesor debe insistir sobre
este particular. ..

Pasemos ahora a ejemplos concretos para
mostrar la aplicacién correcta del principio
de recurrencia y para mostrar, también, los
efectos que produce una aplicacién incor-
recta.

d) Demostramos por recurrencia la con-
jetura planteada en a)

TEOREMA.

n(n41)
T B8 e = S

-

para cualquier n natural.

Primera etapa (Teorema d - 1): La férmula
es clerta para n = 1.

En efecto, tomando n =1, la férmula se
verifica, pues resulta

lista verificacién directa basta; légicamente.
Segunda etapa (Teorema d - 2): S¢ la fér-
mula se supone vdlida para n = k (siendo k,
cualquiera), es también vdlida paran = k + 1.
Partimos de la hipétesis de d - 2, que con-
giste en suponer cierto que

_l(k+1)

142434+ 4% 5
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Sumando k£ + 1 a ambos miembros de la
igualdad y operando de acuerdo con las reglas
de la aritmética, se obtiene:

142484 k4 (k+1)=

=ﬂ¥+(;€+1)=

(k1) (k+2)
2 3

que es lo que procurabamos demostrar, por-
que la fdltima expresién es la misma que
resultaria de la formula d) si se reemplazase
en ella n por kb 4+ 1.

Como acaba de verse, ya se han cumplido
lag etapas primera y segunda, y, por tanto,
es aplicable la tercera etapa, la cual equivale
a afirmar que la férmula d) es valida en gene-
ral por haberse demostrado d-1)y d - 2).

Ha quedado demostrado por recurrencia o
induccion completa el teorema

Es14+24+8+...+n=

, cual-

n(n+1)
2

quiera sea n natural.

Si el lector se sirve cotejar el razona-
miento que hemos efectuado a lo largo del
parrafo correspondiente al ejemplo d), con el
que habiamos presentado en a), recibira una
patente aclaraciéon de la diferencia que existe
entre una demostracién y una simple conje-
tura inductiva,

¢ s imprescindible cumplir las tres etapas
para la correcta aplicaciéon del método demos-
trativo por recurrencia ? La respuesta es afir-
mativa, como los ejemplos que vienen a con-
tinuacién lo evidencian.

e) Es imprescindible demostrar la etapa
primera. De lo contrario llegariamos a con-
clusiones erréneas como la omisién de esta
etapa permite extraer. Asf, el falso teorema:

Todo nimero natural iguala al siguiente, se
fundamenta en haber «demostrado» que
n=n- 1, para todo natural (!). En efecto,

pensariamos luego de haber omitido la veri-
ficacion que impone la etapa primera, sz supo-
nemos que Ik =k -+ 1 (etapa segunda, sola),
se deduce que k+1=1Fk-+2, pues esta
iltima igualdad(!) se obtiene de la anterior
sumando 1 a ambos miembros.

Si, en virtud de cumplirse la etapa segunda
(y no cuidando que debe cumplirse, ademas,
la primera) aplicamos (mal) ahora la etapa
tercera, concluiriamos afirmando que
n=mn- 1, para todo » natural. Esto impli-
carfa afirmar también que todos los nimeros
naturales son igunales entre sf; lo cmal no
es cierto.

A tan grave error hemos sido conducidos
por no haber respetado la etapa primera;
aquella que nos habria exigido verificar que
n=mn- 1 se cumple si n =1, y, como esto
no es verdad, pues 1 no es igual a 2, no
tenemos derecho a aplicar la etapa tercera;
es decir, el principio de recurrencia no cabe
en este caso.

f) Es imprescindible demostrar también
la etapa segunda. Sobre este particular nos
basta con recalcar algunas observaciones que
ya tenemos hechas.

Las conclusiones erréneas b) y c¢) verifi-
can, no obstante ser falsas, la etapa pri-
mera: ambas se cumplen para un primer ele-
mento natural.

Sin embargo no son ciertas en la segunda
etapa, pues no valen para el siguiente de
cualquier %, como lo hemos notado a través
de casos particulares en los ejemplos &) y c).

Del mismo modo como reclama la verifi-
cacion para el primer elemento, el principio
de recurrencia exige el cabal cumplimiento
de la segunda etapa, donde se pone de relieve
el caracter hereditario, inalterable, de una
propiedad que se trasmite desde ese primer
elemento indefinidamente.

En Induction and Analogy wm Mathematics
(volumen I de Mathematics and Plausible Rea-
soning) de Georg Polya, se plantea un pro-
blema paradojal muy ilustrativo de lo que
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importa la eleccién de un elemento cualquier
en la segunda etapa de la demostracion por
recurrencia. Helo a continuacién :

Considerando que las paralelas son rectas
del plano que se cortan en el infinito, demos-
traremos (!) que «n rectas cualesquiera del
plano tienen un punto en cominn.

La proposicién es obvia para n =1 y para
n =2 (aln tratdndose de paralelas, como
hemos dicho). Supongamos ahora que la pro-
posicién es cierta para n =1/ . Entonces, para
«probar» que es cierta para = = k& -+ 1 razo-
namos asf:

De las & -1 rectas elegimos /. Estas

_pasan por un punto, segiin hemos supuesto.
Una de ellas y la (% + 1 )-ésima recta pasan,
entonces, por un punto, pues asi lo hemos
verificado para n = 2. Luego, las k& + 1 rec-
tas pasan por un punto del plano (!).

La conclusion es falsa, sin embargo, por-
que tres rectas distintas no pasan necesaria-
mente por el mismo punto del plano. Por
consiguiente, al tomar en consideracion %
rectas del plano, bastara suponer que por lo
menos dos son distintas para no poder infe-
rir necesariamente que dichas % rectas y la
(£ +1)-ésima se cortan en un solo punto.

Esta paradoja nos ensefia que para aplicar
correctamente el principio de recurrencia, es
esencial que las condiciones de la herencia

estén precisamente enunciadas y valgan para

cualquier n. No basta que valgan para algu-
nos n (como aqui, para n=1, 6 n=2,
nada mas).

1. 3. Para familiarizar al alumno con las
tres etapas del método de recurrencia, el
profesor debe encomendar varios ejercicios
de demostraciéon. Una coleccién muy util es
la de los capitulos I y II de I. S. Sominskii,
The method of mathematical induction, Blais-
dell, N. York y Londres, 1961.

La practica del método facilita la correcta
interpretacion y torna comprensible al alumno
el enunciado del principio de recurrencia,

que los textos corrientes presentan ya como
axioma ya como teorema.

Algunos de esos enunciados se transcriben
a continuacion :

(1.3.1) «Supongamos haber demostrado :
a) que el nimero 1 (o el cero) tiene la pro-
piedad P; b) que, en la hipétesis de que el
ntimero natural % tiene la propiedad P, se
demuestra que el nimero natural & + 1 tam-
bién la tiene. Entonces todo nimero natural
tiene necesariamente la propiedad P».

(1.3.2) «Para demostrar que una propie-
dad P de los niimeros naturales es general
para todos los nimeros mayores o iguales
que uno de ellos llamado m, basta verificar :
a) que P se verifica para m; b) que supuesto
que P se verifica para » X\ m, se prueba que
P se verifica para n -} 1».

En este enunciado, m oficia de primer
elemento.

(1.3.3) «Sea N el conjunto de los niime-
ros naturales y se trata de verificar cierta
propiedad. Entonces

(1) La propiedad es verdadera para a=1 ;]
(2) [ peN: verdadera para a = p]|
= [verdadera para a = p + 1] [
= [verdadera 3/ aeN]».

La precedente enunciaci6n reviste una
forma aceptable para un enfoque moderno
de la matematica elemental. Es particular-
mente interesante porque pone de manifiesto
la vinculacién de las implicaciones. Se debera
cuidar que los alumnos sepan traducir al len-
guaje corriente lo expresado por los simhbolos.

(1.3.4) «Si a un conjunto pertenece un
primer nimero natural, y con cada elemento
su sucesor, entonces a ese conjunto pertene-
cen todos los nimeros naturales».

Como hemos tomado aqui el amplio con-
cepto de cconjunto» como equivalente al de
«clase de féormulas que verifican cierta pro-
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piedad», la manera de expresar el principio
de recurrencia que acabamos de dar, ofrece
la particularidad de usar las breves nociones
que sobre la teoria de los conjuntos se ense-
fian en los colegios secundarios.

1. 4 Aunque no las utilizaremos a menudo,
merecen parrafo aparte las llamadas defini-
ciones por recurrencia (o definiciones por
induccidon) que el alumno encarari en estu-
dios posteriores. Las caracterizaremos por
medio de un ejemplo.

Imaginemos haber construido la tabla de
multiplicar correspondiente al nimero natu-
ral a, basandonos en la nocién previa de suma
de naturales. La tabla seria de la forma:

ax<l=a
ax?2=2a
a3 =3a; etc.;

otorgando a a diversos valores se consiguen
diversas tablas de multiplicacién. ¢ Cémo
ascender, de esas tablas particulares, a una
definicién de la multiplicacién de los nime-
ros naturales ?

La definicion por recurrencia nos suminis-
tra la respuesta satisfactoria. Para el caso
del producto de nimeros naturales, hela
aquf :

(1.4.1) «Sean a, =, numeros naturales
cualesquiera, y sea n -+ I el sucesor de n;
entonces la multiplicacién de nimeros natu-
rales queda expresada por:

ai<ali=—"r
{ax(n+1)=a><u+a.»
o+
Notense los dos pasos seguidos: la defini-
cién del producto de a por el primer natural,
y la definicién del producto de a por el
siguiento de =n. KEvidentemente, este paso
unido al primero significa reconocer la pre-
sencia de un ingrediente hereditario, inalte-
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rable, a lo largo de todos los nimeros natu-
rales. Sobre la base de ambos pasos esta
cimentada, pues, la definicién por recurren-
cia (o por induccién).

(1.4.2) Es posible comprobar que cual-
quier justificacion de una definicién por recur-
rencia implica una justificacién de la demos-
tracion por recurrencia, y reciprocamente.

‘Excede al nivel impuesto a este folleto, con-

siderar el detalle de tan interesante cuestién ;
pero es indispensable tener en cuenta el
resultado anotado, pues en virtud de él nos
eximiremos de mayores comentarios acerca
de las definiciones por recurrencia.

Por otra parte, quien desee ahondar el
tema podra recurrir al capitulo 6 de Evert
W. Beth, The foundations of mathematics,
1959.

(1.4.3) Para finalizar, vamos a seialar
las notas tipicas del método de recurrencia.
Primero, la existencia de un ingrediente here-
ditario, inalterable ; segundo, la presencia de
una sucesién que tiene un primer elemento,
¥ que no termina.

El método se aplica, entonces, si existe
una propiedad que transita a lo largo de
todos los elementos de un conjunto numera-
ble, sin excepcién alguna y sin manifestar
modificacién alguna.

Con esta nocién general y un tanto impre-
cisa por el momento, vamos a rastrear los
oscuros origenes histéricos del método de la
induccién completa. Con el animo de ilumi-
mar mejor su significacién y alcances hemos
de indagar antes las diversas modalidades de
algunas antiquisimas argumentaciones donde
se evidenciaba algin tipo de ingrediente here-
ditario, inalterable a lo largo de muchas (aun-
que no necesariamente infinitas) etapas de un
proceso. Después hemos de estudiar mas
especificamente las primeras demostraciones
donde el método se aplica con el suficiente
rigor como para no confundirlo con otro
ninguno.
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EL «INGREDIENTE HEREDITARIO» EN
ARGUMENTACIONES ANTIGUAS

2. 1. Aunque impreciso y todavia oscuro,
uno de los primeros testimonios donde atis-
bamos el empleo de una especie de «in-
grediente hereditario» en argumentaciones
demostrativas, se remonta a varios siglos
antes de Cristo. Por lo menos en Europa,
pues del Oriente nada sabemos en estos
aspectos.

Acaso el sofista Brisén de Heraclea (siglo
V a.C.) y, seguramente Polixenes, a quien
le ha sido atribuida la paternidad del argm-
mento, emplearon en actitud polémica, un
tipo de razonamiento que fue llamado argu-
mento del Tercer hombre y que reviste la
forma de un proceso deductivo donde es
patente la intervencién de caracteristicas he-
reditarias inalterables.

De Polixenes se sabe que vivié en Siracusa
entre los afios 367 y 344 a.C. Por este pe-
queiio lapso de su vida, colegimos que fue
contemporaneo de Platén, quien circunstan-
cialmente estuvo también en Sicilia en diver-
sas oportunidades.

Platon alude a Polixenes en el Parménides,
con ocasién de criticar aquella argumentacién
del Tercer hombre, atribuible como hemos
dicho a Polixenes, y cuya finalidad era inva-
lidar la teoria platonica de las Ideas, poniendo
de manifiesto dificultades de orden légico o
filos6fico que los miembros de la Academia
discutian mucho. Por eso Aristételes (Meta-
fisica, A. 9) alude al argumento del Tercer
hombre cuando revista las criticas suscitadas
por la concepcién platénica, y, en KEl-Soph.
lo cita como sofisma, Ubiquémoslo histérica-
mente.

Platén no presta atencion a lo peculiar de
las cosas visibles y tangibles, sino a lo que
ellas tienen de comitin, o sea, a lo general,
que es de naturaleza puramente inteligible.
No lo particular de cada cosa por separado
es lo esencial y permanente, sino aguello que

tienen en comiin con otras cosas de la misma
clase. A esta cualidad comin, que desde
Aristoteles denominamos «conceptor, Platén
la llama «Ideav.

En la Repdblica (X, 596 A) dice Platén:

«Suponemos que una Idea existe cuando
damos el mismo nombre a muchas cosas
separadas.»

Las Ideas forman el mundo existente por
si mismo, eterno, invariable y sélo accesible
por el pensamiento. Los seres sensibles, en
cambio, no son sino las sombras o imagenes
del superior mundo ideal, como lo enseiia el
muy conocido simil de la caverna (Rep., li-
bro 17).

Las Ideas platénicas son ademés los mo-
delos perfectos e inmutables de los cuales las
efimeras cosas sensibles toman la razén de
su aparente existencia.

Hay Ideas de cuanto sea posible; no uni-
camente de las cosas naturales, sino también
de los productos artisticos, de las relaciones,
de las actividades, de las cosas valiosas y de
las indignas, etc. En una palabra, una verda-
dera duplicacidn del mundo : el sensible y el
inteligible. Y tal duplicacién es la consecuen-
cia necesaria de postularse en el Parménides
(130, B-D) que todo cuanto existe como sen-
sible tiene su raz6n de ser en una Idea.

Pues bien, el argumento del Tercer hom-
bre asume formas diversas para rebatir al
platonismo. Una reviste caracter de sofisma
(Si decimos, «el hombre pasea», no estamos
hablando de la Idea de hombre — que es
inm¢6vil — ni de un hombre particular; debe-
mos concluir que nos hallamos refiriéndonos
a una tercera especie de hombre); pero nos
interesa destacar aquellas ennnciaciones donde
aparece un ingrediente hereditario que se
reitera, inalterado, muchas veces.

Asi, se atribuye precisamente a Polixenes
este razonamiento: «Si el hombre existe por
participar de la Idea de hombre, existe asi-
mismo la razén entre hombre particular e
Idea de hombre, y tal razén no es ya ni
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Idea de hombre ni hombre particular ; es una
tercera especie. Y asi siguiendo, indefinida-
mente.»

No cabe duda alguna que la argumenta-
cibn puede explayarse para objetar la exis-
tencia de los dos mundos platonicos. Polixe-
nes podia argiiir como se dice a continuacién.

Dos cosas particulares semejantes deben
su semejanza a la Idea general de tales cosas,
pues la Idea otorga la razén de ser de la
gsemejanza entre las dos cosas particulares.
Pero ;a quién ha de atribuirse la razén de
gser de la semejanza que existe, a su vez,
entre la antedicha Idea y cada una de las
dos cosas particulares? Por ejemplo, si la
Idea de hombre esta constituida por las notas
comunes de los hombres particulares, la
semejanza, ahora entre un hombre particular
y la Idea misma de hombre, ; qué razén de
ger posee?

La semejanza entre la Idea "general de
hombre y el hombre particular, no puede
fandamentarse ni en la Idea ni en el hom-
bre; porque en aquella estd la razdn de la
semejanza de seres particulares y no la razon
de la semejanza entre un ser particular y
una Idea. Por consiguiente, la razén de ser
de la semejanza entre la Idea y el hombre
particular ha de residir aparte de uno y otra,
es decir, en un Tercer Hombre, en una nueva
entidad.

Mas, analogamente, la razén de"ser de la
semejanza entre el Tercer hombre y la Idea
de hombre es imposible hallarla en una a
otro de éstos; entonces, se infiere que ha-de
residir en una nueva entidad aiin, que llama-
remos el Cuarto Hombre. Y, asi, prosegui-
remos hasta el infinito. He aqui un regressus
in infinitum, que para los griegos significaba
una gravisima dificultad y que, légicamente
hablando, contradice el postulado de la du-
plicacién del mundo, admitido por Platén en
el Parménides.

No nos compete discutir los alcances filo-
séficos del argumento del Tercer hombre.

Pero los esquemas del razonamiento de
Polixenes nos resultan de sumo interés, por-
que en ellos vemos cémo cierto ingrediente
pasa de etapa a etapa discursiva con el mis-
mo grado de vigor, repitiendo los mismos
efectos sucesivamente, y, cual una herencia
perfecta e inalterable a través de las infinitas
instancias que recorre, los elementos de la
sucesién admiten igual aporte légico; con lo
que se asegura una consecuencia final valida
para la totalidad de los elementos que reciben
la herencia.

El argumento del Tercer hombre termina
siendo un razonamiento basado en el ingre-
diente hereditario inalterable, tan caracteris-
tico del método de la induccién matemética.
No es que sea en estricta verdad una demos-
fracién por recurrencia en el sentido que cor-
responde otorgar hoy al método demostrativo
que nos ocupa, pero en el argumento del
Tercer hombre se observa el transito de la
propiedad hereditaria de una etapa a la
siguiente, todo a lo largo de una sucesién que
comienza en las efimeras cosas sensibles de
Platén y se remonta hacia el infinito, provo-
cando desazbén en la mente légica de los
griegos.

Este primer testimonio, vago, nebuloso,
informe, del razonamiento por recurrencia,
nos ubica dentro de una problematica gene-
ral que sale del ambito filos6fico puro e
invade nuevos dominios del pensamiento dis-
cursivo.

2. 2. En el dominio matematico los grie-
gos también han empleado razonamientos
donde se utilizan ingredientes hereditarios.
También un siciliano (jsugestiva coinciden-
cia!), el genial Arquimedes de Siracusa (287
a 212 a. C.) nos ha legado varios testimo-
nios geométricos del método recurrente, al
cual otorga una forma muy precisa, casi inob-
jetable.

En verdad, Arquimedes proporciona testi-
monios directos e indirectos. Estos vinculan
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su nombre a los de Eudoxo de Cnido, Eucli-
des y, otra vez, Platén, como hemos de mos-
trar a continuaciéon. De los testimonios direc-
tos hablaremos con amplitud en el Capi-
tulo III.

El primer testimonio indirecio es el postu-
lado, hoy llamado de Eudoxo, que Arquime-
des enuncia en tres de sus obras. Asf, el
postulado V del primer libro de Sobre la
esfera y el cilindro dice textualmente :

«5. Ademas, de lineas desiguales, de
superficies desiguales, de cuerpos desiguales,
lo mayor excede a lo menor en una magnitud
tal que si se la suma a si misma (reiterada-
mente), llegara a exceder a cualquier ma-
gnitud dada de entre las que son comparables
consigo y con otra».

En la introduccion de La cuadratura de la
pardbola, también Arquimedes declara admi-
tir como lema :

«...el exceso por el cual la mayor de dos
areas desiguales excede a la menor, al ser
sumado a sif mismo (reiteradamente), puede
hacerse exceder a cualquier area finita dada».

Y dice que dicho lema era conocido por
geOmetras anteriores a él.

En la introduccién al tratado Sobre las
espirales y con el fin de demostrar diversas
proposiciones que alli trata, explica Arqui-
medes que,

«...previas a ellas y como es usual en
otras obras geométricas, se hallan las propo-
siciones que permiten probar aquellas. Y
aquf también, como en los libros previamente
publicados, admito el siguiente lema :
que st hubiera dos lineas desiguales, o dos
dreas desiguales, el exceso por el cual la mayor
excede a la menor, al ser continuamente agre-
gado a st mismo, llega a exceder a cualquier
magnitud dada entre aquellas que son compa-
rables con ella o con ofray.

Todos estos enunciados de Arquimedes
involueran procesos reiterativos con inter-
vencién de un elemento hereditario muy sim-
ple, en verdad. Arquimedes recoge, en esta

materia, el pensamiento de hombres como
Eudoxo de Cnido (Cnido era una ciudad de
Caria, en Asia Menor, sobre el Mar Egeo).
El nombre de Eudoxo (406 a 3057 a.C.) se
enlaza corrientemente con el de Euclides,
pues la materia del libro V de los Elementos
es adjudicable al propio Eudoxo, quien pasa
como el primer sistematizador de la teorfa de
las proporciones.

Si fuera asi, como parece, la definicién
cuarta del libro V de los Elementos euclideos
se debe, acaso, a Eudoxo de Cnido (o a
algin gedmetra anterior a él, que nadie cita).
La definicién cuarta expresa:

«Se dice que las magnitudes estan entre sf
en razén, cuando al ser multiplicadas son
capaces de excederse una a otra».

De otra manera: La magnitudes se dicen
tener una razén entre ellas cuando al ser
multiplicadas pueden sobrepasarse unas a
otras.

La definicién es indispensable en la teoria
de las proporciones y, atendiendo a la pre-
sunta paternidad de su enunciado, ha pasado
a llamarse postulado de FEudoxo, o bien,
debido al reconocimiento que de él ha efec-
tuado Arquimedes en los textos antes citados,
donde se lo proclama presupuesto necesario
de importantes proposiciones geométricas. se
Jo cita hoy con el nombre de postulado de
Eudoxo- Arquimedes y se lo expresa con estas
palabras :

Dadas dos cantidades homogéneas diferentes,
existe siempre un multiplo de la menor que
supera « la mayor.

El postulado no presupone que las magni-
tudes sean conmensurables o no lo sean, y,
justamente en esto radica su notable mérito
histérico, pues al valerse de él para funda-
mentar la teoria de las proporciones quedaba
bien soslayado el problema de la inconmen-
surabilidad, que tanto escandalo habfa pro-
vocado entre los mismos pitagoéricos, que la
descubrieron a su pesar.

Ello aparte, como el postulado de Eudoxo-
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-Arquimedes no veda la posibilidad de apli-
carlo a cantidades tan grandes o tan peque-
flas como se quiera, y al establecer la razén
entre las magnitudes, si el denominador es
muy chico respecto del numerador, estad como
predisponiéndose a la aceptacién de un pro-
ceso infinito; aunque, bien es cierto, los grie-
gos, en particular después de Zenén de Elea,
evitaban tratos con el infinito cuya indole no
habian logrado conocer.

2. 3. Sin embargo, no nos parece dema-
siado arriesgado aventurar la conjetura de
que Eudoxo tuvo cierta propensién al uso de
argumentaciones en las cuales se rastrean
procesos hereditarios que continfian indefini-
damente. Dentro de este tipo de argumenta-
ciones creemos ver el segundo testimonio indi-
recto, entre los antiguos; testimonio vincu-
lado asimismo a Arquimedes y a Eudoxo. Se
refiere al después llamado prineipio de exhau-
cion.

Si bien el nombre dado a este principio
data del siglo XII, parece que el primero en
proponer un problema de exhaucién fue Pla-
ton (428 a 347 a,C.), al preguntar si serfa
posible agotar el espacio entre la esfera y el
dodecaedro inscripto mediante la sucesiva
intercalacion de otros cuerpos. Eudoxo, que
se hallaba muy vinculado a Platén, consideré
atentamente el problema y lo transfiri6 a
volimenes, areas y longitudes en general,
sentando el signiente principio :

Dadas dos cantidades desiquales, si se quita
de la mas grande una parte mayor que su
mitad y se continda haciendo lo mismo, se
llegara a encontrar una cantidad seguramente
menor que la mds pequeia de las dos cantida-
des dadas.

El principio se ha empleado y se emplea
en muchas cuestiones geométricas. Consiste
en el agotamiento de diferencias ocasionado
por la repeticién de una operacién heredita-
ria. Asi, todo poligono regular circunscripto
posee area mayor que la del circulo corres-

pondiente, y todo poligono regular inscripto
posee area menor que dicho cireulo. Aumen-
tando el nimero de lados, el poligono eir-
cunseripto resultante disminuye su area y el
poligono inscripto la acrecienta. El proceso
se torna exhausiivo en el sentido de que
ambas areas se aproximam todo lo que se
desee.

Ahora bien, demostrando que si se supone
el area del circulo mayor que la de los po-
ligonos circunscriptos se llega a un absurdo,
que también se llega a un absurdo suponiendo
que el area del circulo es menor que la de
los poligonos inscriptos; y suponiendo la
vigencia del principio de exhaucién, se arriba
a la conclusién de que el area del circulo
iguala al area del poligono regular circuns-
cripto y a la del poligono regular inscripto,
8t el nidmero de lados ha crecido suficiente-
mente.

Este procedimiento demostrativo, denomi-
nado «de exhauncién» desde el siglo X11 y que
la Historia atribuye a Eudoxo de Cnido por
inspiracién de Platén, es el mismo que
Arquimedes de Siracusa utiliza con éxito en
problemas de cuadraturas. (Ver, por ejemplo,
Cuadratura de la parabola).

2. 4. Para cerrar el capitulo sobre atisbos
del ingrediente hereditario en argumentacio-
nes antiguas, vamos a invocar un testimonio
especial recogido por Enclides (siglo IIT a.C.).

La proposicién 20 del libro IX de los
Elementos expressa el famoso teorema de que
los mimeros primos son mds que cualquier
cantidad fija de nimeros primos.

Vamos a detallar la demostracion euclidea,
simplificando tan sélo la notacién, con el
propo6sito de aclarar ain mas el proceso
argumental.

Empiezo por un caso particular, viene a
decirnos Euclides. Sean dados tres nimeros
primos a,b,c. Digo que, aparte de estos
tres, hay otro nimero primo.

En efecto, si tomo a:b-.¢-+4 1, este ni-
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mero ha de ser primo o no serlo, pues una
tercera alternativa es imposible.Si a-b - ¢+1
fuese primo, la tesis de mi caso particular
habria quedado probada; si @a-b.¢+ 1 no
fuese primo, deberfa admitirse (de acuerdo
con la proposicién 31 del libro VII de los
Elementos) que es divisible por algin nimero
primo d. Pues bien, d difiere de a, de b
y de c¢; diré por qué.

Si d fuese igual a a, o igual a b, o igual a
¢, entonces a b - ¢ seria miltiplo de d ; y como
también a-b-c-+ 1 es miltiplo de d de
acuerdo con lo que acabo de admitir, habria
que concluir que

a-b.c+1—a-b-¢

es también miltiplo de d; o sea, que 1 es
miltiplo de d, lo cual es absurdo.

Pér tanto, d difiere de a, de b y de ¢} y,
como por hipétesis d es primo, acabo de
hallar, pues, un nimero primo, mas que los
tres dados previamente en mi caso particular.

Hasta aqui la demostracion euclidea. Refle-
xionemos un poco sobre ella. Euclides no
ignora que la prueba ofrecida se atiene al
caso particular de que haya ¢res primos. Sabe,
ademas, cual es el proceso que impulsa la
demostracién ; proceso que, aunque ilustra

un caso particular, se lo presenta como inte-_

grado por evidentes etapas sucesivas, que
son: 1) hallar el producto de los nimeros
primos dados, 2) sumar la unidad al producto
anterior, 3) discutir si dicho producto sumado
a la unidad es primo o no lo es. Ante el
esquema de este proceso, el caso particular
considerado oficia, ciertamente, de un caso
cualquiera, y, por lo que evidencia, sabese
que el teorema es verificable en el caso
siguiente, en donde se empezaria por los cua-
tro primos a, b, ¢ y d. Por otra parte, la pro-
posicién serfa obvia en oportunidad de con-
siderar sélo el primer primo a.

En la demostracion de la proposicion 20
debe sobreentenderse que se admite la posi-
bilidad de prolongar el procese hereditaria-

mente, con lo cual quedara entonces probado
que el numero de los nimeros primos es infinito.

Por cierto, una reflexién ad-hoc como la
precedente no aparece en forma explicita en
el texto euclideo; pero con todo derecho ha
de presumirse que quienes lo leyeran a la luz
de una critica aguda tendrian que finalizar
dandose cabal cuenta del mecanismo demos-
trativo subyacente ; mecanismo que se apoya
en un tipo de inferencia en muchos puntos
similar a la que conforma el método de recur-
rencia.

No es la proposicién 20 del libro IX de
Euclides la tinica que se sustenta en ese tipo
de inferencia. Numerosas definiciones y varios
teoremas de los Elementos abonan la conje-
tura de que el procedimiento de recurrir al
siguiente era manejado con entera naturalidad
y parecia innecesario ponerlo de manifiesto
como si no se le otorgase una categoria excep-
cional, ya que, segin vemos, existia un tdcito
reconocimiento del ingrediente hereditario que
se consume en el método de induccién.

La proposicion 20 antes citada es la mas
reveladora del ingrediente hereditario que
decimos ; pero no es la fnica de los textos
euclideos que nos inclinan a pensar de modo
analogo. El mismo principio aflora en Def.
V, 17; Teor. V, 22; Teor. VII, 14; Teor.
VII, 27; Teor. I1X, 12; Teor. IX, 13, donde
se lo nota adoptado sin ser proclamado, como
si fuese parte natural de una argumentacién
por antigua nunca cuestionada.

2. 5. La conclusién que debemos extraer
de los testimonios invocados en los parrafos
2.1 a 2.4 es que algunas notas que hoy
vemos patentes en el principio de induccién
completa provienen de argumentaciones muy
antiguas, algunas de las cuales es imposible
rastrear hasta los origenes sin duda remoti-
simos. Como rasgo comin de todas esas argu-
mentaciones exhibimos el ingrediente heredi-
tario que siempre aparece como proceso que
agota una totalidad. Asi, en el argumento
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del tercer hombre, nos conduce a una infini-
tud de jerarquias; en el postulado de Eudoxo-
-Arquimedes, nos confirma en un conoci-
miento de base empirica cuyos primeros enun-
ciados no tienen porqué incluir una infinidad
de etapas, pero involueran una herencia inal-
terable; en el principio de exhauecién también
se observa una reiteracién sin pausa y, en
este caso por cierto, indefinidamente; en la
proposicion 20 de Euclides y en los teoremas
similares precitados, es clara la presencia del
elemento que se trasmite constantemente
igual a través de todas las infinitas etapas
del proceso.

No pretendemos afirmar que todos estos
ejemplos sean evidencias del principio de
induccién completa. En ellos, reiteramos,
hallamos atisbos de una actitud del razona-
miento; la misma que, pasados los siglos,
irfa a concretarse en enunciados precisos e
inconfundibles. Pero, justamente, por baber
existido en diversos tipos de argumentaciones
el rasgo que hemos llamado «ingrediente
hereditario», el método de la induceién com-
pleta ha parecido algo natural y sencillo.
Pero apenas se lo problematiz6, devino una
cuestién ardua y oscura.

El profesor no debiera problematizarlo,
pues, hasta tanto él mismo no lo capte en
profundidad. Téngase en cuenta que quienes
intentaron fundamentarlo légicamente fueron
mentalidades propensas a reflexionar inten-
samente sobre los métodos de demostracion
y de descubrimiento.

DESCUBRIMIENTO DEL PRINCIPIO
DE RECURRENCIA ARQUIMEDES
Y MAUROLICO

3.1. En el capitulo IT hemos hablado de
los testimonios indirectos ofrecidos por
Arquimedes de Siracusa (287 a 212 a. C.) res-
pecto del ingrediente hereditario, una de las

notas caracteristicas de la recurrencia. La
hemos visto en el postulado de Eudoxo-Arqui-
medes (2-2) y en el principio de exhaucién
(2-3).

Ahora nos toca referir testimonios di-
rectos.

Arquimedes aplicé muchas veces argumen-
tos donde se manifiesta tndudablemente el pro-
ceso matematico inductivo. El segundo libro
de Sobre el equilibrio de planos contiene
varias instancias de ese proceso con motivo
de unas figuras alli calificadas o llamadas
«figuras inscriptas en la manera consabida».
Detengamonos en este punto por un ins-
tante.

Sea un segmento de pardbola, es decir, la
porcién de plano limitada por una parabola
y una cuerda. Por el punto medio de la
cuerda tracese la paralela al eje de la para-
bola. Desde la interseccién de esta paralela
con la curva (vértice del segmento), tracense
las dos rectas que pasan por los extremos de
la cuerda. Quedan asi formados: un trian-
gulo inscripto en la parabola y dos nuevos
segmentos de parabola. El triangulo, dice
Arquimedes, es una figura inscripta en la
emanera consabidan.

En cada uno de los nuevos segmentos de
parabola repitase la operacién anterior, y en
los segmentos sucesivos procédase de igual
modo...

La figura resultante al unir los vértices
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obtenidos en cada etapa, se denomina figura
inscripta en la «manera consabida».

Esto aclarado, la proposicién 5 del libro
segundo de Sobre el equilibrio de planos,
expresa : '

St en un segmento parabdlico se inscribe
una figura en la manera consabida, el centro
de gravedad del segmento queda mds préximo
al vértice del segmento, que el centro de gra-
vedad de la figura inscripta en la manera
consabida.

No es necesario transcribir la demostra-
cion de Arquimedes sino tan sélo destacar el
esquema del razonamiento empleado por él.

En primer lugar, Arquimedes toma un seg-
mento de parabola y un tridngulo inscripto
en la manera consabida. Demuestra aqui que
el centro de gravedad del segmento de para-
bola se halla més cerca del «vértice» que el
centro de gravedad del triangulo.

En sequndo lugar, Arquimedes considera
la figura inscripta siguiente, es decir, un pen-
tagono inscripto en la manera consabida y,
para él, demuestra que el centro de gravedad
del segmento de parabola se halla mas pré-
ximo al «vértice» que el centro de gravedad
del pentagono inscripto de la manera con-
sabida.

En tercer lugar, Arquimedes afirma lo
siguiente : «Usando este ultimo resultado, y
procediendo de la misma forma, podemos
demostrar la proposicién para cualquier
figura inscripta de la manera consabida».
Con esta afirmacién, da por concluida la
prueba.

Repasemos nosotros las etapas de la argu-
mentacién arquimediana: 1) propone, por
definicién, una ley de formacién de los suce-
sivos casos de figuras inscriptas de la manera
consabida; 2) ofrece una demostracién del
teorema para un primer caso de dichas figu-
ras; 3) presenta una demostracién para la
figura siguiente; 4) enuncia una conclusién
general acerca de una propiedad que resulta
ser hereditaria.

He ahi el esquema de recurrencia, casi a
la perfeccién. Arquimedes lo utiliza con
entera naturalidad, sin problematizar etapa
alguna, ni aun la dltima que es esencial. ; Qué
podemos inferir de esto? Que la induccion
completa no constituye misterio alguno para
el gran siracusano y él no vacila un instante
en emplearla como si se tratase de cualquier
argumentacién incuestionablemente clara.

Los professores de matematica secundaria
debieran tomar ejemplo de la actitud de
Arquimedes, absteniéndose de cuestionar el
principio de recurrencia (sea exponiéndolo
aparte como postulado, sea deduciéndolo de
axiomas de apariencia menos compromete-
dora) antes de contar con una informacién
histérica adecuada. El alumno de segunda
enseflanza carece de perspectiva critica como
para seguir razonamientos sutiles, y, para
evitar que se confunda en vericuetos dema-
siado complicados para su edad y prepara-
cién, es aconsejable, en estos particulares, no
proponerle prematuramente problemas de
fundamentacién que no esta habilitado para
encarar con éxito.

Sin embargo, los profesores deben estar
conscientes de las serias implicaciones que la
induccién completa ha suscitado, como el enfo-
que histérico de la cuestién permite relevar
sin grandes dificultades para el adulto.

Por lo que sabemos hasta el presente, nin-
gin matematico anterior a Arquimedes ha
ofrecido ejemplo mas cabal del principio de
induceién completa, que la demostracién de
la proposicién 5 del segundo libro de Sobre
el equilibrio de planos. Este testimonio
directo nos conduce a la época de oro del
periodo helenistico, Los testimonios indirec-
tos en matematica y en filosoffa abonan la
conjetura plausible de que las rafces de aquel
principio provienen de tiempos mucho més
antiguos adn.

¢ Que le toca, pues, a Maurolico ?

(Conclui no prézimo nimero)




