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Sobre as vérias maneiras de escrever as equacdes gerais
da mecénica dos sistemas com um delerminado
nimero finito de graus de liberdade

por P. de Varennes e Mendonca

1. Objectivo—Ao publicar este artigo 86
num aspecto o nosso intuito tera acaso exce-
dido objectivos meramente didacticos — o de
chamar a atengido para a superioridade for-
mal das equagdes de Mira FERNANDES (*) e
de assim procurar fazé-las sair do esqueci-
mento em que injustamente as mantém ainda
a maioria dos programas universitirios.

2. Preliminar — Consideremos o sistema
material C sujeito apenas a ligagdes bila-
terais.

Suponhamos ser possivel encontrar um
nimero u finito de pardmetros (coordenadas
gerais) q,(s=1,2,...,u) tais que todo o
ponto Pe C é fungio sdbmente dos ¢, e do
tempo t, univoca e bidiferenciavel :

(1) P=P(91=Q2;"';9u;¢)'

Entdo, o deslocamento virtual ¢P de P
no instante ¢ tem a expressio

@ p=Y :P

&

ags (s=1:2;‘“3“')

L3

() Fm.;ms, A. de Mizra (1940) — Equaziont della
Dinamica. «Portae Math,» 2: 1-6, 1941.

" e o seu deslocamento real dP no intervalo

de tempo elementar d¢ sucessivo ao instante
t vale

OO e e R I
dgs [)t

&

Sejam as seguintes as % < u equacdes de
ligaciio (compativeis e independentes) nio
consideradas quando da escolha dos w pari-
metros ¢, (diferenciadas quando hol6nomas):

4) Dodg+ndt=0 (r=1,2,...,k),

onde tanto os ®., como 0s u, sido funcdes
de t e dos ¢,. As equagdes (4) correspon-
dem num deslocamento virtual (compativel)
de C

®) 298¢ =0.

O sistema C tem, por conseguinte,
It =u — k graus de liberdade.

Tirem-se de (4) os valores de /4 dos dg, —
por exemplo, os de dgri1,dqrsg,--,dq,
— o substituam-se em (3). Entio, estas equa-
cles convertem-se em »
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6) dP=Ddg+Edt (j=1,2,-.-,k),

7

onde ¢; e £ sio ainda funcdes de g¢;,¢o,
-+, qu,st. Correlativamente é

(7) 3P =4

O nosso pento de partida nas dedugdes
subsequentes seri a equagdo simbélica da
dindmica ou forma lagrangeana do principio
de d’ ALEMBERT:

(8) S[(¥. —mP")[3P]=0.

onde S representa a soma estendida a todo
o sistema, | é o sinal de produto interno,
m a massa de P, e P'"=d2P/d¢ a sua

aceleraciio e f‘a a resultante das forgas que
lhe estio directamente aplicadas no instante ¢.
Como se sabe, esta equagio ¢ valida na
auséncia de atrito ou desde que se considerem
as forcas de atritoincluidas nas forcas directa-
mente aplicadas.

3. Método dos multiplicadores de La-
grange. Equagdes de Lagrange e equagdes
de Appell — Substituindo (2) em (8), vem

e

S[(F‘G—m}?”HZ————ag,] =0

0 qs
]5Qs=0.

As (5) formam um sistema de % equagdes,
que sdo lineares e homogéneas nos ¢g,.
A equacgio (9) é também linear e homogénea
nos 0¢,. Logo, para que (9) seja satisfeita
por todas as solugdes do sistema (D), hio-de
os seus coeficientes ser combinacdes lineares

-dos coeficientes das equagdes (D). Quer dizer,
tem-se  »

donde

@ 38 [(ﬁ, — mP")|

0P
0 qs

(10). 8 [(Eﬁ* mP") P—;i?-] + 2 =0.
% STt

15 no raciocfnio anterior que consiste o
chamado método dos multiplicadores de La-
GRANGE. Sio os ), que se designam por mul-
tiplicadores de LLAGRANGE.

As u equagdes (10), juntamente com as 7
equagdes (D), formam um sistema de u + &
equacgdes que, para dadas condigdes iniciais,
determina as u coordenadas gerais ¢, e os
k multiplicadores 1, em fung¢io do tempo.
Os ¢.(t), por (1), fornecem P em funcdo
de t, isto 6, definem o movimento de C;
pode verificar-se facilmente que os 1., embora
em geral ndo sejam suficientes para as cal-
cular, estio relacionados com as forgas de-
vidas as ligagdes traduzidas pelas equagdes (4).

Por (2), o trabalho virtual das forcas
directamente aplicadas vale

61I1,=S(E5“|6P)=28<f?:,[ ‘:P>aq5,
2 {ga

equagio que mostra ser

(11) Q,:S(f«l; :P)

&

a componente segundo a coordenada ¢, de um
vector do espago de configuragio u-dimen-
sional, o vector forga generalizada actuante
sobre o ponto representativo de C.

Substitaindo (11) em (10), esta equagio
converte-se em

(12) S (m P”]aiP"—) = Qa + 2)-:~?rs'

As equagdes de LAGRANGE obtém-se dande
nova forma ao primeiro membro de (12)
mediante a introdugio da energia cinética
de C:

ik S (m P'?)

o ’

=

onde P'=dP/d¢ 6 a velocidade de P.

(13) /g
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Vejamos como.

Derivando S(m P’[—EE) em ordem ao
q
tempo, vem

S

donde

(14)

S( P | ";‘:) i
) el

Por outro lado, supondo os ¢, (bem como
08 qi=dq,/d?) independentes, a despeito das
relagdes (4), tem-se, por derivagio de (13),

(15) Aoy ( mP| ;;~>

dg‘ (gs'
e
(16) -‘j—T—_.b( |"’P);
0 qs J qs
e de (1) ou (3) tira-se
oP oP
17 P=)—aq.- g
( ) 2 aq.r s Jt
donde
' 0B 5 2P 2P
C}Qg p agpdgx Ak {}t(}(I‘»
(p=1,2,-.-,u) o
o P 0P
(18) = ;
dqs ()q:
logo, é
PNy 2p 2p
G e
dqs » 09:99p 0qsdt
)P

9qs

pois a bidiferenciabilidade implica a igual-
dade das derivadas cruzadas.

Substituindo (19) e (18) respectivamente
em (15) e (16), resulta

ot sferi(20)]
fJQ\' {)ga

2 —s(ni L),
dqh s 0 Qs

expressdes que convertem (14) em

g s 0 Qs 0q.
A substitnicio de (20) em (12) fornece

finalmente as equacdes de Lagrange, com
multiplicadores,

Lt IH
(21) (a ) —'"E?""’_=Qs+2)’-r?fa.

dqs
- Derivando a energia de aceleragiio de C,

S (mP'?)
9

=

(22) A=

2

em ordem a ¢ e atendendo a que de (1),
(3) ou (17) se tira

PH:Z 3P g;»‘_;,.

& {} qﬁ
donde
(3\ Pir a P
(23) S
& {3 g.‘
vem
n
o = e e
0qs 0qy

=s( P "P)
&q.

A substituicio de (24) em (12) conduz as
equacdes de Appell, com multiplicadores :
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S
0 Qs

(25)

Qs+ 2)'1‘?:‘;-

4. Supressdo dos multiplicadores.
Equagcdes de Appell propriamente ditas —
Vejamos o gue sucede quando se substituem
em (8) as (7), em lugar das (2). Fica

S S[(F—mP")[§;]5¢;=0.
J

Ora, os dg; siio arbitrarios e independen-
tes. Logo, tem-se

S[(Fe—mP")|§]=0
ou
(26) SmP"|§) =S (F ).

Por (7), o trabalho virtual das forgas
directamente aplicadas vale

SWa =S (Fa|3P) = DS (F| 43 g5,
J
que mostra serem agora
(27) Q=S (Fe| %)

as componentes da forga generalizada.

=
Derivando S(mP'|{;) em ordem ao
tempo, vem

[SmP'|$)] =SmP"|$) + S(mP'| )
ou, fazendo
(28) B;=S(mP'|J),

(29) S(mP"|§)=[S(mP|&)] — B

De (6) tira-se

(30) P =g +E,

donde
LA 5 G
Digs e
e, por (13),
- I
(31) S(mP’|'{.~j)=S(mP’| oF )= CHY
94j J gj

Mediante (27), (29) e (31), a equagio (26)
88CTeVe-50

T !
(32) (",>_BJ=QJ-.
&'
Contudo, em geral, por ser
b
d 9
é tamhém
: o
P 0T (mP’| s )
d9; J ¢j

de modo que ndo 6 possivel dar a (32) a
forma (21) com supressao dos multiplicadores.

No caso de o sistema C ser holénomo é
que, por reducio do nimero de parametros
ao mfinimo /& (coordenadas livres), ha iden-
tificagiio de (6) com (3), obtendo-se as equa-
cbes de LAGRANGE, sem multiplicadores ou
propriamente ditas :

T ! N,
(33) (",)—"F=Q,—.
L0 4; 0q;

Semelhante impossibilidade para os siste-
mas anol6nomos néo ocorre com as equagdes
de ArpeLL. De facto, por (30), tem-se

=/ - >
P'=igi+ Xgf +E,
J 7

donde
3 PH =

g Y

(34)

e, por conseguinte, derivando em ordem a
¢/ a energia de aceleracéo [(22)], vem
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] -
(35) jA =S(mP"|%P—)=S(mP%),

' 1"
q; i

_ o assim a substituicio em (26) de (27) e (35)
fornece

(36) a'q§,=Q3‘ (j=1,2,.-

a primeira forma das equacies de Appell, sem
multiplicadores ou propriamente ditas.

Considere-se a fungédo (constrangimento
de C)

= 1 16 = ;
(D)= ?Slra(h, —mP'){I +b

Lo oks =,
=-9_s( >+f1ﬁ5(1fﬂ

m

Py 45,

onde b representa uma qualquer grandeza
independente das aceleragdes.

Derivando-a em ordem a ¢/, resulta,
atendendo a (27) e (34),

3} - — I,
(38) d7 =6A—S(F{.]dp)

de maneira que (36) equivale a

39 e 25,3
£ 94

a sequnda forma das equagdes de Appell, sem
multiplicadores ou propriamente ditas.

5. Método das caracteristicas cinéticas.
Equacdes de Maggi, equacdes de Levi-
-Civita-Amaldi e equagées de Mira Fer-
nandes — Dividindo por d¢ as equagdes (4),
tem-se

(40) N 0regh+n,=0.

Y

Para maior clareza, escrevamos,por extenso
este sistema de equacdes :

coo A Ok Qk + 91,k 41 Qhe1
S ot +?]uq‘:&+ n =O
+ Tox gk + @2,k+1qﬂ+1 =+
"i" i + ?211(]; += ﬂ2=0

91191 + 91292 +

99191 + P2 g2+ -

+ Ok @k + O,k 41 Qk+1 +
R ?Isug{a -+ M =0

On Qi S Ono gé+ S

Trata-se de um sistema de % equagdes
lineares a = incégnitas e, recorde-se, 6
u—h=1»k>0. Para o resolver, pelo teo-
rema de RoucuE-MERAY, diio-se valores arbi-
trarios a k& das incognitas (escolhidas para
nio principais) e resolve-se o sistema obtido
por meio das férmulas de CrAMER.

Para fixar ideias, suponhamos tomar para
incognitas nio principais os % primeiros g¢;.
A sua arbitrariedade permite fazer

g
g1 = ayy e + a9y €g + oo g6y
/!
Qy=ayp ey + ogp g+ - - oxoer + fo

Qi = o€y + agreg + + -+ + areer + i,

ou seja, abreviadamente,
(41) gv=Dajve;+ P (j,8=1,2,...,k),
5

onde os ¢; sdo também arbitrarios.

Deste modo, continuando a resolugio da
maneira acima recordada, vém para valores
das inc6gnitas principais
(42) q;u = z O'.j g GJ' + an

d.

@"=k+1,k+2,..-,u).

Os sistemas (41) o (42) englobam-se escre-
vendo

@)l gh=De e 16, <j=1,2,...,k;).
7

8—-—-1,2,--:,1.&.
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Os parametros arbitrarios e¢; dizem-se
caracteristicas cinéticas. Querendo, podem
alids fazer-se coincidir com % determinados
dos ¢;, para o que basta escolher conve-
nientemente os coeficientes das equagdes (41);
mas tal ndo é necessario.

O sistema (D) fornece correspondentemente
(44) 6@,:20:_,-,5%,

j
onde arbitrarios sio também os pardmetros

infinitésimos ds;.
Substituindo (44) em (2), resulta

P S, 0P,
J 8

UEJ',

(49)
equagdes que, introduzidas em (8), fornecem

I:(If,, —mP")| 2 Zcxﬂ 55):| 0
ou

o[-z 2o,

donde se deduz, por motivo da arbitrariedade
dos d¢g,

(46) s[(ﬁﬂ St A b ’ o
& Sidio g
ou
@ Zes(Ri) =
0 s
JP
= is S ( P” ] .
?aj \m | - (]x)
Fagamos
(48) R

isto 6, atendendo a (11),

¥y Za,s( jj)

L3

(49)

Por sua vez, (20) fornece

S8 (mP” f’P)

0 qs

_Z“”[(aqj" ng]

A introducio de (49) e (50) em (47) conduz
as equagdes de Maggi:

o 3f(Ej-]-n

Derivando (43) em ordem ao tempo, vem

— 2%;33;4— s ieirry
7

(50)

II

donde se tira

: Jq

b2 = o, .

(52) g
Derivando agora a energia de aceleragio
A [(22)] em relacdio a e}, resulta, atendendo
a (52),

. 04 dgq

53 == = Y o,

Ora, comparando (21) com (25), vé-se

que é

r 0 A oI N T
54) u=( :)— ’
d e 0 qs 9 Qs

de modo que (53) ainda se pode escrever

o T
it el |
d% 3 d qs 0 qs

ou, por (bl),

d A
d e}

que sdo de designar por equagdes de Levi-
-Civita-Amaldi, apesar de terem sido deno-

(55) =

J3
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minadas pelos seus autores cequagdes de
APPELL» (*).

Mas, por ountro lado, em vista de (23) 8
(52), 6
oP' < IP" dgf =3z
del G I Gk

6?3

&

de maneira que, derivando em ordem a e} a
fungéo 7 [(37)], resulta imediatamente

I
= -—Sl: ?RP”)]E—I-’T—]
a € 0 ¢

= as[(ﬂ_mpmz% ;’P],

ou seja, por (46),
(56) 0
d e

que sio as equagdes de Mira Fernandes.

6. Confronto das equagdes de Mira
Fernandes com a segunda forma das equa-
¢oes de Appell propriamente ditas — As
equagdes (D6), dy/dej=0, e a segunda
forma das equacdes de AprELL [(39)],
07/0q¢f =0, constituem as duas maneiras
de reduzir & forma mais condensada as equa-
¢les gerais da mecdnica dos sistemas com
um determinado numero finito de graus de
liberdade.

A sua identidade é apenas aparente, pois
um exame atento logo mostra que as equa-
¢tes de MirA FERNANDES tém maior genera-
lidade, visto nfio obrigarem a escolher as
caracteristicas cinéticas entre os ¢;.

Isto implica que as equagdes (39) possuem,
em comum com as (36), uma particularidade
que facilmente passa despercebida.

(*) Levi-Crvita, Tullio & Ugo Awmarpr — Lezioni
di Meccanica Razionale, Vol. 1I, Parte I. Bologna,
Nicola Zanichelli, 1926. (Nuova edizione, 1951,
p. 395-397.)

(10)

Referindo-se 4s (36) em termos validos
mutatis mutandis para as (39), eis como o
préprio APPELL no-lo indica no trecho que a
seguir se traduz(*), substituindo as notagdes
pelas empregadas no presente artigo:

...
ifir =@,

_A
0 4f 0

A
=Q2)"‘:_“"“=Qk'
k

Vé-se que, para as escrever, basta calcular
a funcio A e exprimi-la de maneira que nio
contenha nenhumas outras segundas deriva-
das além das dos pardmetros ¢y, qg, -+, Gk,
cujas variagdes sio encaradas como arbitra-
rias. Pode suceder que esta fungio A,
calculada em fung¢ido de ¢q;,qs, *-; Qr+n
(k + 2 = u) contenha as suas primeiras de-
rivadas q1,q2,-++,Qk+s © a8 suas segundas
derivadas qj,qo,-++,Qr+s; a8 relagdes

[ (@+1 = o1,k41 G+ @2,241 92+ -+ +
—I-a;. k1 9':~+ﬁx+1

Qhah = %1, kb fh + %, ki+h 9’2 + +
L + o en G + Brin |l

d80 Qr415 -+ ,qr+n em funciio linear de
q1,925 -+ ,qr, ©, derivando em ordem ao
tempo, obtém-se também qriq, -++, Gren €M
fungéo linear de ¢j,¢s,---,qr; pode, por-
tanto, fazer-se sempre de modo que a funcio
A nio contenha oatras segundas derivadas
além de ¢y,q3,---,qr[---]. Uma vez a
fungdo A assim preparada, podem escrever-
-se as equacdes (10).»

Parece fora de divida que estas operagdes
«ocultas», que as equacdes (36) e (39) 86 por
si ndo deixam transparecer, as tornam menos
perfeitas que as equacdes de Levi-Civira-
-AMaLDI 6 de MirA FERNANDES.

(*) AeeeLr, Paul — Traité de Mécanique Ration-
nelle, Tome II. Paris, Gauthier-Villars. (4¢ éd., nouv.-
tirage, 1931, p. 384-385; 6© éd., 1953 p. 891.)




