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2. 7. Quantidade, categoria e campo 

Em relação às quantidades distinguem-se 
as categorias seguintes: variáveis simples, 
tabelas, etiquetas e procedimentos. 

O campo de uma quantidade è o conjunto 
das instruções e expressões nas quais é vá-
lida a declaração do identificador associado 
a esta quantidade. Para as etiquetas consulte 
4. 1. 3 . 

2. 8. Valores e tipos 

Um valor é um conjunto ordenado de 
números (caso particular: um único número), 

M A T E M Á T I C A S 
PONTOS DE E X A M E DE 

M A T E M Á T I C 

F. C. P. — M A T E M Í T I C A S O B R A I S — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecânica, de Minas) — Exame 1 — 
$-6-1964. 

Observação — O aluno deve resolver shmente um dos 
problemas 1, 1', e os problemas 2, 3, 4, 5. Pretende-se 
uma exposição clara e rigorosa, em particular nas 
demonstrações pedidas no problema 1 (ou I ' ) . 

5614 — 1) Sejam A e B duas partes majoradas 
de R , tais que A H B 0 . Mostre que sup ( j l n ^ X 
< ; i n f i s u p . i 4 , s u p B l . Dê dois exemplos, num doa 
quais sc verifique a igualdade e no outro a desigual-
dade estricta. 

1') Sejam A cz B, A 0, fe&(A,R) e aeA. 
Indicámos no corso duas condições equivalentes à da 
continuidade de f em a . 

Enuncie uma delas e demonstre essa equivalência. 

2) Considere as funções 

f-.R~+R e gx ff*" — | 0 , 1 | ~+B 

x x • I x I x x • sen ( I . 
\ log X } 

um conjunto ordenado de valores lógicos 
(caso particular : um único valor lógico) ou 
uma etiqueta. 

Certas unidades sintáticas possuem valores. 
Em geral estes valores variam ao longo da 
execução do problema. Os valores das expres-
sões e das suas componentes são definidas na 
secção 3 . O valor de um identificador de 
tabela ó o conjunto ordenado dos valores da 
tabela correspondente das variáveis com ín-
dice (cf. 3. ?. 4 I). 

Os diversos tipos (rn/eger, real, Boolean) 
representam as propriedades fundamentais 
destes valores. Os tipos associados às unida-
des sintáticas correspondem aos valores des-
tas unidades. (Continua) 

S U P E R I O R E S 
F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

AS G E R A I S 

a) Determine as funções derivadas de / e de g 
(não esquecendo a indicação dos domínios respecti-
vos). Justifique, 

è) Verifique que pode compor g com / ; seja 
J_ _2_ 

ft «=• / o g . Calcule k' ( « * ) e A' (c3 . (Sugestão ; 
aplique o teorema de derivação de uma função com-
posta, nos pontos adequados e utilize a alínea a ) ) . 

c ) Diga se / é estrictamente monótona, justifi-
cando a resposta, 

3) Dada a família de séries abelianas 

( s ( 2 n» + . ) 

determine, para cada a e R+ , => l i e i í ; 0 < s c | ) , 
o ) o raio de convergência ra da série; 
b) o domínio de convergência D„ da série. Jus-

tifique. 

4) (Nota : supõe-se ortonormado o referencial 
(0 ,i,j ,k) utilizado nas alíneas seguintes). 

a) Dada a recta r de equações íx — y + z — 0 
\x + y + b = 2 
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e a família de rectas {r((J _ f ^ , tal que, 
para todo o ( a , 5) e , r,B tem por equações 

{ y + z = a determine o conjunto 

} ( a , 6 ) * i í > j r»a•jjj intersecta r ] . 

h) s = rjj é uma recta da família anterior que 
intersecta r num ponto P ; determine as coordena-
das de vectores unitários u e v , com as direcções, 
respectivamente, de r e s . Escreva equações para-
métricas das bissectrizes dos ângulos de r com s 
(começando por determinar dois vectores com as di-
recções dessas bissectrizes, a partir dos vectores uni-
tários » « « ) e verifique que estas bissectrizes são 
perpendiculares entre si. 

c) Indique equações paramétricas do plano que 
contém r e s, escolhendo para tal dois vectores 
perpendiculares entre si. 

5) Sejam E um espaço vectorial real, fo , ez, e3) 
uma base de E e 

/•.E->E ,((a,b,C)eRi), 
(a et + be% + ce3) 4 cej , 

a) Mostre que i 5 ' ( | 0 | ) é um sub-espaço 
vectorial, com dimensão 2 , de E , 

6) Se S è a relação de equivalência sobre E as-
sociada a / (i. e. & S y •>-* f (x) f (y)) , mostre que 
as operações R x E ->• E e E x B -* E «passam 
ao quociente» por S , ficando assim definidas sobre 
E = E/S operações que lhe conferem uma estrutura 
de espaço vectorial real, (Dispensa-se a verificação 
das respectivas propriedades). 

e) Mostre que dim É = 1 , verificando a injecti-
vidade de f e estudando 7(É) e (f:É — E é a 
aplicação quociente de / ) . 

Resolução do exame 1 

1) iSujíonAtunos sit£> A sup R e, portanto, 
sup A = inf j sup A , tup B j . sup A , como majorante 
de A , é majorante de A n B c A . Logo, é maior ou 
iguala sup (A f| B) , çue, por definição, é o «primeiro» 
dos majorantes de A D B. (Obs. — Se sup B <[ sup A 
o raciocínio é idêntico). 

Exemplos: 
I) A ~ | l , 3 j « B - |8|; 

sup (A n B ) — inf t*ujj A , sup B j = 3 . 
II) A - >1,3] e B - ! l , 2 j ; 

1 — sup ( A n B ) < inf \sup A , sup B J — 2 . 

I1) (Ver apontamentos das aulas teóricas). 

2) a) I) No intervalo aberto ]0,-t-oo [ f(x)=>x*, 
f é derivável e f ' ( x ) = 2 x ; no intervalo aberto 
] — oo ,0 [ f (x) = x • x) =» — X1, t é derivável e 
í' ( i ) = — 2 x . Calculando a derivada de f no ponto 
O , a partir da definição, teremos 

f ( 0 ) U m m ~ l ( 0 ) - lim I d i l = Um | x | O . 
í x - O 

R : A função derivada de ( é; f : R li 

II) A /unção derivada de g è; 

sen ( 1 -f- x • cos (—Í—^ . 
\logx/ \ log x j 

— 1 
log1 x 

(Justificação; Aplicaram-se ae regras de derivação 
de um produto e de um quociente de /unções deriváveis, 
e ainda a de nderivação de /unção composta» à com-
posta de 

R + _ )0 ,11 K R — |0| 
x —»• log x com 

• R 
1 
x 

e à de 

R+ _ jO,l< - *R R —R \ 
com x —*• sen x 

log x 

porque 

b) Pode compor-te g com f , porque o domínio de 
f — R — contém o contradominio de g. 

h< - f G ( « ~ ) ) • g< ( e ^ ) = 0 , 

tf ( G = P | • sen T ^ " f (0) = 

1 G** • ( - 1 ) ) • ( - 1 ) — 2 | e™ • ( - 1)| 2 
i 

c) f é estrictamente crescente. Com e/eito t 
I) f e estrictamente crescente em cada ponto x do seu 

domínio: se s í t O por f (x) = 2|x ( ser maior que 
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O e no ponto O, porque se x<iO<ly, lambem x|x| --
*•< 0 < y» - y (y |} 

II) Como o domínio de f é um intervalo, 1) é sufi-
ciente para que f seja eetrictamente crescente. 

3) a) Aplicando um corolário do critério de Cauchy 
à série dos módulos, e, como para cada a e R + — |0[, 

. y ( " ' f ^ v y \ 2q» + a / I x I" «= — I x I , concluímos 

que : 

I) se \ x I < — , a série dada i convergente ; a 2 

II) M | x | > — , a série dos módulos é divergente 
a 

e, portanto, pelo teorema de Abel, a série dada é diver-
gente. 

2 R : O raio de convergência é, pois, rt — — (se 
a 

a > 0 ) ; se a — O a série abeliana é evidentemente 
convergente para todo o x e R e r0 — + oo . 

b) Analisemos a convergência de 

» / ? f — an1 2a* V 
2 n* + a ) 

2 2 2 
nos pontos e — ( a ; > 0 ) ; para x = ou a a a 

/ — a n í - 2 a S \ " I / 2 n ! + 4 a \ = 
V 2 ni + a / I " \ 2 n* + a J > 

porque a >• O. Logo, a série é divergente por o seu 
termo geral não convergir para O (uma condição ne-
cessária de convergência de uma série é que o seu termo 
geral tenha limite 0). Portanto 

se a 

M a — O DD - R . 

4) 

tema 

a) Vejamos para que pares (a, b) o R2 o sis-
x — y + z — O 
x + y + z — 2 

y + z — a 
z - b 

e poifiíue/. 

A carocíerístíca ífa ma/riz 

1 - 1 1 
1 1 1 
0 1 I 
0 0 1 

«í 3: 

1 - 1 1 
1 1 1 - 1 + 1 + 1 - 1 = 2^r0 
0 1 1 

Uma condição necessária e suficiente pora a compatibi-
lidade da 4." equação com o sistema (possível I) das três 
primeiras é dada (Teorema de Rouché) pelo anu/amento 
do determinante da matriz característica dessa equação 
(relativamente ao sistema principal das 3 primeiras) : 

= 0<—> 

1 - 1 1 0 I 1 1 — b 
1 1 1 2 0<—> 1 1 1 2 - b 0<—> 0 1 1 a 0<—> 0 1 1 a _ b 
0 0 1 b 0 0 1 0 

t 
1 - b 1 - 1 - b 

— ) 1 1 2--b - 0< — > 0 2 2 
0 1 a-- b 0 1 a - b 

• 0<—> 

<_> 2 (a - b) — 2 = 0 <—> a — b = 1 

R : A — 1 ( » , b) « R» ; a — b - 1 ( 

Nota: r(4, b ) , se a — b •= 1, tem um só ponto comum 
com T , porque a característica da matriz acima indi-
cada é 3. 

111-1 1 
b) P ( 1 , 1 , 0 ) ; I 

- ( -2 ,0,2) • u — 

l i o o 1 

t/8 
= (1 ,0 ,0) . 

1 1 

. . . 1 1 
_ V í 

a + v tem a direcção de uma bissectriz e u — v a di-
recção da outra. 

(1) ( x , y , Z ) - ( l , l , 0 ) + x ( l - - ^ , 0 , - L ) , i £ R ; 

(2) (x,y,z) - (1,1,0) + X 1 - J L , O, - L ) , * e R 

As equações (1) e (2) são soluções do problema. 

V 1/2 ' | / s M / S V 2 / 
1 1 1 + „ O, 
2 2 ' 

o que mostra a perpendicularidade das bissectrizes. 
c) Aproveitando os resultados da alínea b), podemos 

escrever: 

( x , y , z ) - (1,1,0) + + 

• \ 2 2 A(X>(1).H' 
em resposta a e). 

5) a) t* (|Oj)=}aen-be;;(a,b) 6RÍ| . É evi-
dente que a soma de 2 elementos deste conjunto e o pro-
duto de um número real por um elemento desje conjunto 
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ainda são elementos desse conjunto, Portanto, (condição 
necessária e suficiente demonstrada no curso), f - 1 ( | 0 | ) 
é um sub-eapaço vectorial de E . ej e ej são linear-
mente independentes, porque (ej . , 63) é uma base de 
E ; por outro lado todo o vector de f ~ ' ( ] 0 ! ) é, como 
se vê, combinação linear de ei e ej • Então (01,62) <i 
uma base de f ' 1 ( )0 i ) e, portanto, dim { f - 1 (10|) = 2 . 

b) (a ej + b ej -f- c e3) S (a1 ex + b' e2 4- c' e3) <—> 
<—> f (a ei + b e, + o e3) - f (a1 et + b1 e2 + c ' e3) <•—> 
<—> 4 c e3 — 4 c' e3 <—> c — e1 , Temos então de provar 
que, se c — e ' , 

(X a ei + X b e2 + X c e3) S (x a' ej -f X b' ej + X e' e3) <—> 
<—> x c => x c ' , 

o que i evidente. Da mesma forma 

[(a ej + b ej + c e3) -f (x ei + y •» + z e3)J 
8 [(a1 ej + b' ez + c e3) + (*' et + y1 + x ej)] 

porque as 3." componentes são iguais. 
c) f é linear; isso resulta imediatamente da linea-

ridade de f ; f 4 injectiva : f (p (x)) — f {p (y)) <=> 
(=> f (x) — f (y )<—>xSy<—>p (x) — p (y) . Então f 
define um isomorfismo — E V de E sobre f (E) e, 
como f (Ê) — f ( E ) — )c e j ; c e R| ( c E ) tem manifes-
tamente dimensão 1, também E tem dimensão 1. 

(Nota : p : E E i a projecção canónica). 

F. C. P. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecânica, do Minas) — Exame 2 — 
20-6-64. 

Observação — 0 aluno deve resolver somente um dos 
problema» 2, 2', um dos problemas 5, 5' e os proble-
mas 1, 3, 4. Quem desejar uma maior valorização da 
sua prova deverá optar pelo problema 5'. Preteude-se 
uma exposição clara e rigorosa. 

5615 — I ) Num referencial ortonormado o plano w 
tem por equação 2 a: + y + 3 a — 6 . 

o ) Escreva equações paramétricas de ir, escolhendo 
para tal o ponto de intersecção de 11 com O i e dois 
vectores livres perpendiculares entre si, um dos quais 
reprcafmtável no plano Oxy. 

b) De preferência aproveitando a alínea anterior, 
escreva equações paramétricas da recta d de maior 
declive de w relativamente a Oxy, que inter secta 
Ok. 

c) Determino o ângulo de d com o plano Oxy. 

2) Demonstre, a partir das definições respectivas, 
qne 

А) Toda a sucessão de CAUCEY é limitada; 
б) Toda a sucessão parcial de uma sucessão de 

de CAUCHY é uma sucessão de CAUCBY. 

2') Sendo X uma parte não vazia de R, design» 
X 1 o conjunto dos pontos de acumulação He X que 
pertencem a R: X' jx e R\x è ponto de acumula-
ção de X\ . Mostre que V A (fi^ AcR), (A')'c:A'. 

3) a) Determine a função derivada de g: 

{ ] 0 , l ] U t 2 l ) - t f , 

não esquecendo a indicação do domínio. 
b) Considere a função 

f \ R R 
x -»(as — 1)* se ase ff^UCRTlQ) 
x 0 ie 1 « R~ D C Q . 

Diga se f tem derivadas laterais em O e determine 
aa funções Df e D (/[ R+) , justificando. 

c) Em que pontos / tem extremos relativos e em 
quais desses pontos tem extremos relativos estrictos? 

4) Dada a aplicação 

f-.R* — Ri 
, y , x,t) —-(x + y + irz, x + 2 y — z , 2 z + 4 y + ») 

o) resolva a equação f (a , y, s, () = ( 1 , 0 , 0 ) ; 
escreva esta equação sob a «forma matricial» (pode 
começar por indicar a matriz Mf associada à apli-
cação linear / em relação às bases naturais de J3* 
e Rí ) ; 

b) diga qual o contradomínio de f e se / é injec-
tiva, justificando a resposta; 

e) determine o conjunto f~* (|0 , 0 , 0) |) e mostre 
que é um sub-espaço vectorial de R* (de dimensão 1). 

, . » ri í 
5. Diga se a série 7 ; (— l ) n ó convergente, 

expondo o raciocínio qne fizer. O resultado encontrado 
permitir-lhe-i mostrar que sucessão (( — 1)* n"/n l ) „ A 

não tem limite? PorquS? ( N . B . e — lim / ' " V \ n-M-oo \ n / / 

5'. Seja F - ff (A , tf), (0 A c R) , o conjunto 
das funções reais de domínio A . Sobre F considere 
a relação de equivalência «quasi-iguaU i ~ g * — » 
< — A \ f (x) g (x) j é finito ou vazio]. 

a) Mostre que se f e F e f tem limite real em 
a. e A , / é quasi-igual a uma função contínua em a , 

b) Seja C"&(A,R) a parte de F constituída 
pelas funções reais continuas de domínio A . Mostre 
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que se A ê um intervalo não reduzido a um ponto, 
a aplicação canónica p : C C/ ~ c é injectiva. 

c) Indique, justificando, uma condição necessária 
e suficiente simples a impor a A para que a aplicação 
canónica p\C-t-Cj—l: seja injectiva. 

Resolução do exame 2 

1, a) P ( 3 , 0 , 0 ) e' o ponto de intersecção de O s 
com it. u = a c + b j + c k é representável sobre 

I) O i y i t í t í t e c = 
II) 11 se e só se 2 a b +• 3 c = 0 . Uma solução 

deste sistema é {1 , — 2 , 0 ) . v a1 i + b' j + a' k e* 
representável sobre ir se e só se 2 a' + b' 3 c1 — 0 ; 
é perpendicular a i — 2 j se e só se a1 — 2 b' = 0 
( (a ' , b ' , c') (0 , 0 , 0)) . Uma solução deste sistema é 
( 6 , 3 , - 5 ) . 

R : A equação { x , y , z) = (3 ,0 ,0) -I- X ( l , — 2,0) + 
-f-(i (6 ,3 ,—5) , (X , u.) e R2 é uma solução do problema. 

b) d tem a direcção de v . 
R : A equação (x , y , z) = (3 , 0 , 0 ) -f- o ( 6 , 3 , —5) , 

iE R, è «ma solução do problema. 
c) Se a. é o plano O x y , sen (d,«) — | eos(v,kJ| >--

v 1 k - 5 
l/36 + 9-f-25 

R : (d ,ot) •» Arc sen 
t/70 
14 

2. (Ver apontamentos das aulas teóricas). 

2'. Vamos provar que se x è ponto de acumulação 
(real) de A', também è ponto de acumulação de A. 
Suponhamos que V S E R + - ) 0 | (V{X„E) - (X |) F| A'=£0, 
e seja, para cada E Í R + - j O f , y e e ( V ( x , E ) — j x ] ) n 
H A • y, t A1 implica que V^eít"1"— |0|, 
V(ye,S)f|A=jb0. Em particular, para 
&=- !V !|y* - s| j E -|y t - x| ! , *erá V(y,,í)nA=£ÇÍ 
e, como V (y(, 5) C V (x , E) — [xj, será (V ( x , e) — 
— jx[ ) H A nf= 0 . Portanto x 4 ura ponto de acumula-
ção de A. c, q. d. 

3. a) g não tem derivada no ponto 2 , que 
é um ponto isolado do domínio. Para x e ] 0 , 1 ] 

.'.'" *- x ! cos x — 2 x sen x 
=1 — • 

R : g>i ] 0 , 1 ] R 
x cos x — 2 sen \ : e *> . 

b) A derivada à direita de f em 0 é f-, (0) — 
- ( f| R+)r (0) — 2 • (0 — 1) 2. f|(0) ser tão 

limite de ip : — |0j —• R no ponto 0 , se este 
f ( x ) - l 

limite existisse. Ora, o cálculo de Um « í— -—^ i 
n-v+oo \ n / 

... (--H- 1 
• Um n-̂ +oa 1 • =—2 e de Um ç j — -—) = n->+® \ u / 

Um 
- 1 

Hm n / i t = - f oo basta para mos-Tq-S-hOC 1Z D— 
n 

Irar que aquele limite não existe. Logo f «5o tem deri-
vada à esquerda em 0 . 

D f : R+ — |0| -+ R (f ê não derivàvel em 0 , 
x -+ 2 (x - 1) 

pois nem sequer i derivàvel à esquerda, como vimos; 
para x e R~ — ]0|, f é evidentemente descontinua, a 
fortiori, não finitamente derivàvel. Poder-se-ia mesmo 
mostrar que não era derivàvel, mas tal não é necessário 
para a resolução desta alínea). 

D ( f | R + ) : R + - + R 
x 2 (x — 1) 
(f | R+ = F | R+ , onde F : R lt 

x (x - 1)3 

e P é derivàvel, sendo V x e R , F ' ( i ) •• 2 ( t — 0) . 

c) V x e II , f ( x ) 0 . Portanto, em todo o 
x e R~ n C Q , como f (x) 0 , f tem um mínimo rela-
tivo (que é não estricto, como se vê atendendo à defini-
ção). De (f | (8+ U (R- PI Q»)' ( * ) - 2 < x —1) (para 
x e R+ U R _ n Q)) , resulta que o único ponto — além 
dos já considerados — em que f pode ter um extremo 
relativo, e 1. Ora f (I)™0 e f ( x ) > 0 se x e ] 0 , 2 [ - ! l | ; 
portanto f tem um mínimo relativo relativo estricto em 1. 

4. a) X + V+1TZ— 1 
x + 2 v — z — 0 
2x- t -4y + z = 0 

1 1 * 
1 2 - 1 
2 4 1 

' 2 — 2 - ) -4 i r — 4jt + 4 — 1 = 3 

2 + 4 

y = 

1 1 X 
0 2 -1 
0 4 1 

3 
1 1 
1 0 - 1 
2 0 1 

3 
- (1 + 2) 

8 = - 1 

'J 
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1 1 1 
1 2 0 
2 4 0 4 - 4 O. 

1 1 TI 0 X 1 
1 2 ~ 1 0 y — 0 
2 4 1 0 z 

t 
0 

3 3 

R: O conjunto das soluções da equação dada e 
A = t ( 8 , - Í ? 0 , t ) } t . R | . 

A equação pode escrever-se sob a formai 

(x , y , z , t) e R*. 

b) f < não injectiva, porque f~* (|1 , O , 0|) — A 
tem mais de um elemento, O contradomínio de f é , 
porque, qualquer que seja (u , v , w) e ftJ , a equação 
f (x , y , z , t) = (u , y , w) é possível, uma ves que a 
característica da matriz M, e 3 . 

c) JM (1(0 ,0 ,0) ! ) — 1(0 ,0 ,0 , t); t «R| é um 
sub-espaço vectorial de R*, porque a soma (0 ,0 ,0 , t j+ t2) 
de dois quaisquer dos seus elementos— ( 0 , 0 , 0 , tj) e 
( 0 , 0 , 0 , t j ) — a i n d a lhe pertence e o produto ( O , O , O , x to) 

de um número real X por um teu elemento — (0,0,0, tg) — 
ainda lhe pertence. ((0,0,0, 1)) é uma base de 
f - ' () ( 0 , 0 , 0 ) j ) , pelo que ele tem dimensão 1. 

5. Estudemos a a série dos módulos u V •. Apli-o' 
cando-lh? um corolário do critério de D'Alembert, como 

((O + 1)1/(11+ ])•*) Um 
(BI/JI") 

• lim 
t- ac ( n + 1 ) 

» (2±iy «-M-00 \ H / 
e 

concluímos que é convergente, e, portanto, também a 
série dada. 

Do resultado precedente podemos concluir que 
n' n! 

como n e N >- O , n" lim O , 

lim —- — + oo . 
D I 

11" 
Ora, pondo n e N 

a„ -= (— 1)" —- , é imediato que 

m. I) (a-n)D e N é uma sucessão parcial de 

logo tem limite + oo j 

II) é uma sucessão parcial de (—-—-) , \ nl/neN 
logo tem limite — oo , 

(aoíneN não tem, pois, limite (porque, se tiveste, as 
suas sucessões parciais teriam todas o mesmo limite). 

5', a) A /unção g : A -> R é continua 
x -*• f(x) se 
a —*- lim f (x) 

em a e quasi igual a f (será igual se f for contínua 
em a) . 

b) Suponhamos f e C , g e C e f = £ g , i. e., ] s e A , 
f (x ) —• g ( x ) ^b0 ; como f e g são continuas, 
3 s > 0 , 0 4 ( f - g) ( A f l V ( i , s ) ) , Mas, por A ser 
um intervalo não reduzido a um ponto, A f| V (x , s) é 
infinito e, portanto, f -f-c g , ou, o que é o mesmo, 
p (f) p (g) , Lago p i injectiva. 

c) Note-se que na alínea b) a hipótese de A ser 
«1« intervalo não reduzido a um ponto só foi utilizada 
para demonstrar que xe A, \ / E > - 0 , A f) V (X , E) 
e infinito, ou, o que é equivalente, que todo o ponto de 
A ê ponto de acumulação de A (i. e., A <z A') . 
E, pois, evidente que esta condição (mais fraca) é 
ainda suficiente para p ser injectiva. 

Mostremos que é necessária: se y é um ponto isolado 
de A e íeS, a função g [e F] tal que í | (A — iyl)*® 

g 1 (A — j y |) e g (y) = f (y) + 1 e ainda continua e 
teremos ainda geC, f # g , f ~ c g , P ( f ) P (g) j 
p não é injectiva. 

F. C. P. — MATEMÁTICAS G E B A I S — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecânica, de Minas) — Exame 3 — 
6-7-64. 

Observação — O aluno deve resolver somente um dos 
problemas 3, 8', um dos problemas 5, 5' e os proble-
mas 1, 2, 4. Quem desejar uma maior valorização da 
sua prova deverá optar pelo problema 5'. Pretende-se 
uma exposição clara e rigorosa. 

5616 — 1) Seja 

/ : C C (C — corpo dos números complexos). 
z + 1 

o) Determine duas soluções da equação / ( « ) » — t . 
b) Sendo A- ) o + Í 6 ; (n,b)t& A # < ° t e 

g — f | A, resolva a equação g (z) — — i . 

2) (N. B, — O referencial ( 0 , » , k ) , utilizado 
nesta problema, satisfaz às seguintes condições; 
r i 7 - 7 | T - 7 p - o , |T|/» = i 7 l - | T | / a - i ) . 

a) Deduí.a equações paramétricas e uma equação 
não paramétrica do plano k que passa por Q (1 ,0 ,0 ) 
e é perpendicular à recta r de equações 
y = X, & •= 5 (ke R) . 
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b) Deduza equações paramétricas de uma recta 
s de « que passe por Q e faça ura ângulo de w/3 
cora a direcção de k . 

c) Qual a equação de « num referencial (Q ,1 , J ,K) , 
tal que I tem a direcção de s e tal que K é per-
pendicular a r ? 

3) Sejam I = [0, t ] e f-.I-*R\ suponha que f 
é derivável finitamente e que (3 M e R) (V x e 1) 
( l / ' ( a ) l < * 0 - Mostre que « ( * , y ) a / * = > ! / < » ) -
— f (y) | ^ M | x — y I» . (Aplique o teorema de LA-
O B A N G B ) . 

3') Mostre que é condição suficiente para uma 
função / : A -* R ((j j= A <z. R) derivável em a e A 
ser contínua em o , que /' (a) e R . A condição será 
necessária? Se a resposta for afirmativa, justifique-a, 
se for negativa dê um contra-exemplo. 

4) Relativamente à base (e t , e t , e$, sobre o 
espaço vectorial real E , o operador linear g: E-*-E 
tem por matriz associada: 

1 2 0 - 1 
2 - 1 1 3 
0 0 2 2 
0 0 0 1 

a) Determine as coordenadas de w ^ í t e j + eJ 
na base (ej , ej , e^). 

b) Da análise de M, conclua que g (e 
g{e3),g(et) são vectores linearmente independentes 
e que, portanto, (<j (e,>, g (et), g (<3), g (e4)) é uma 
base de E . Justifique esta ídtima conclusão apoian-
do-se em resultados enunciados no curso. 

c) Quais as coordenadas do vector w considerado 
era a) na base mencionada era b)? 

5) Seja h: R R 
x 2 xs -f 12 & — 50 . 

a) A equação h (x) = O tem 3 soluções. Indique 
3 intervalos abertos disjuntos cada um dos quais 
contenha uma solução. (Utilize os teoremas de R O L L E 

e de C A U C H V I ) . Justifique. 
b) Designando por r a única solução positiva da 

equação A(a>) = 0 , utilize qualquer dos «métodos 
de aproximação» estudados no curso para determinar 
um niímero r' e R tal que j r — r' | 1 /10 . 

< » f > « p í i n f i / W D i r Tfllo ri] * e tu) bj 
<,•=2 se p — í ; i = 8 se p = 

5') Seja f-I^-R, (I — [ 0 , 1 ] ) , com as seguin-
tes propriedades: 

!,•) / ( / ) c ( O j 2.*) ( a t f « ] o , i [ ) ( V ( » , » ) * J > ) 
< ! / ( * ) — fia) I < M i — y I) • 

Definimos uma sucessão ( /„)„ e He elementos de 
^•( / , i t ) da seguinte forma: e V » e N , 
U, - f°f. • 

o) Mostre que a equação / ( x ) = x , x e J , tem 
no máximo uma solução. 

4) Prove, por indução, que ( V neN) ( V (x,y) e /* ) 

c) Atendendo à alínea fr) e ã seguinte observação 
trivial - V X B Í , / „ + , ( a ) = / . ( / . W ) - , prove 
que, V xe I, a sucessão numérica real / „ (x))wiv é 
de C A U O B Y , e portanto, convergente. 

d ) Seja F = Um / „ . Prove que F é constante. n +00 

F. C. P. — M A T E M Á T I C A S G R U A I S — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecânica, de Minas) - Complemento 
do Exame 3 — Julho de 1964. 

Observação — As questões seguintes constituem um 
prolongamento do exercício 5' do exame 3 e foram 
propostas em provas orais a alunas que tinham resol-
vido o problema 5' nas provas escritas. 

e) Mostre que / é contínua. 
/ ) Mostre que a equação / (x) = x (x e l) tem 

uma solução. (Utilize o teorema de C A O C H Y e a 
alínea a » . 

g) Mostre que se Í " ( [ 0 , 1 ] ) — |xo| (cf. d)), xB è 
solução da equação / ( x ) — x (x e I ) . (N. B. — Esta 
alínea, que uão faz intervir / ) , fornece uma 2." de-
monstração da existência de uraa solução da equação 
considerada). 

h) Averiguar quais dos raciocínios feitos para a 
resolução das alíneas anteriores são generalizáveis a 
funções definidas era partes de R que não sejam in-
tervalos fechados. 

Resposta tl alínea h): a), È), c), íf), e) permanecem 
válidas sendo o domínio de / uma parte qualquer 
não vazia de íf (se o domínio não for limitado, é, 
porém, necessária uraa alteração na demonstração 
proposta para a alínea c)) ; em / ) intervem de ma-
neira essencial o facto de o domínio de f ser um 
interualo fechado • em g) intervem a compacidade do 
domínio. 

Obs. I—Como corolário desta tíltima conclusão, 
observemos que ac K é um c o m p a c t o de R 
(Q^KciR) e f:K-*R satisfaz às propriedades 
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1) f(K) C K o 
2) < 3 A f » ] 0 , l [ ) ( V{ÍK , </) e K*) ( i / ( » ) - / ( y ) | < 

então a equação / { a ) = ü ( i 6 A') tem uma (única !) 
solução, ou, como também se diz, na função / tem um 
(único!) ponto fixo». Este é um caso particular de 
ura resultado conhecido com o nome de «teorema do 
ponto fixo», com importantes aplicações. A demons-
tração anterior ( o), 6), e), d), e), g)) utiliza o cha-
mado «método das aproximações sucessivas». 

Obs. / / — Um a condição suficiente para / : [0,1]-+Jí 
ter a propriedade 2) è que seja derivável e que exista 
A T e ] 0 , l [ tal que V- * ® I® > , I /1 (a) I < M (ver 
problema 3 do exame 3). Mas / pode satisfazer à 
propriedade 2) sem ser derivável. 

06*. III — Imagem geométrica do problema: 

Resolução do exame 3 

1) a) f (z) •= — i <=> zs -f-1 — — i , z e C <=> zs — 
= — 1 — i , z e C . At soluções da equação f (z) — — i 
são as cinco raízes de índice 5 do complexo — 1 — I , 
Utilizando a fórmula de iloivre e atendendo a que 

/zr í . 5 * \ 
— 1 — i y 2 I c0* f" i sen —j—lj podemos es-
crever : 

ut - « V ã ( 5ic/4 + 2kir + ísen 5TC/4 + 2 k TT h 

5 5 
k e |0,1 , 2 , 3 ,4 ; . 

R : Duas soluções da equação dada são : 

uo — ' V 2 ĈOÍ ~ +isen • 
10, vu | ' V M . 

V » V ã . 

*o = t()0 

íi(y)=t(i3(y))' 
t3(yl=f(f2(yí) 

tfty) ^ t(y) 

*í=f (*o) 

u, - 1 0 / 2 ^ 
13 7| 

~2Õ • -+• i sen 13 n 
~2Õ 

b) g - M - i l - f - M - i i n A - l u ^ u j . u j ^ u d n A . 
As soluções de g (z) •=- — i são as de f (z) ~ — i 
cuja aparte real» é menor ou igual a zero. Para uk ser 
solução de g (z) — — i terá de ser, portanto, 

Tt 5it /4 + 2kir 3 n 
y < - (Note-se que 0 < k < 4 => 

5 ir/4 +2 k * 
= > 0 < < 3 « > . 

Terá de ser, pois: 

_ 25 
4 

5 , 25 
4 ~ I < k < T 

ou 1<Í 3 . 
R : .As soluções de g (z) — — i são 

21 TC 

"1 
10 ( 21 TC . 21 5C \ 

- ' V ã ^ c o s -29 « 
2Õ~ + 1 sen 

29 7. 
W 

2) Comecemos por notar que iy(a,bjC)eR3, 

V (ar, b' , c') e Rs (a i+b7+c kj | (a' i + b' j+c ' k) -
= a a' I r ] ! + b b ' | T^ + e c' }Tt jí—4 a a ' + b b '+ 4 e c ' . 

a) A equação de a é (P — Q) | (i -4- j ) = 0 , pois 
i -f j í um vector director de r . A equação cartesiana 
de a. será, pois, 4 (x — 1) + y = 0 ou 4 i + y ~ í , 

•J 
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( i , y , ! ) t R ! . 4 j e k são dois vectores linear-
mente independentes representáveis sobre a , ( x , y z ) = 
= (1,0,0) + X ( 1 , - 4 , 0 ) + ^(0,0,1) (X t ( i)üRí 
é uma equação paramétrica de a . 

b) Um vector representàvel em a será combinação 
linear de i — 4 j e k : u (X , |t) = X i — 4 X j + jt k , 
Para u (X , u) ser vector director de uma recta deverá 
ser (1,(1)^(0,0), 

«W g- - -g- - I «W (Õ (1 , k) I 
a | k 

|u|-|k| 

t/4 X2 + 16X3 + 4 ^ - 2 

i a condição a impor a (X , (i) para u (X, u) definir a 
direcção de uma recta s solução do problema. A condi-
ção indicada é equivalente à seguinte: 4 \i X2 + 16 X' + 

tiv^ A so-

lução X = t / 3 ! (* — corresponde O vector director 
+ V 5 k • a recta a de 

equação paramétrica 

( x , y , z ) - ( 1 , 0 , 0 ) + . ( / 3 , - 4 / S , v / 5 ) , « e R . 

(Obs. — Obteríamos outra recta satisfazendo às condi-
ções do problema tomando a solução (v/íí, — \A5)) . 

c) Note-se que I, tendo a direcção de s ( c «) , e 
representàvel em a e que K t sendo perpendicular a r , 
é também representávelem a. Como, por outro lado, Qeat, 
a equação de a. e Y = 0 , ( X , Y , ' / ) e R 3 . (Notação: 
P — Q = X T + Y J + Z K ) . 

3) f , por ser derivável finitamente, ê continua. Es-
tamos, pois, nas condições de aplicação do Teorema de 
Lagrange, 

Seja ( x , y ) e l 2 ; 
I) ie i < y , pelo Teorema de Lagrange 

3 2 e ] i , y [ tal que f (y) - f (x) = f («) • (y - x)j 

será, pois, 

II) te y < x , anàlogamente g w e ] y , x [ , f ( x ) — 
- f ( y ) - f (w) - (x - y) ; | f (x) - f (y) | - | f» (w) |. 
• | x - y | < M | x - y | . 

III) se x — y , é evidente que 0 = | f (x) — f ( y ) K 
< M - | x - y | = 0 . 

3') (Ver apontamentos das aulas teóricas. A função 
{ : R+ R é derivável e continua em 0 e f (0) ^ R) , 

4) a) A ê  + Cj corresponde, pela fixação da base 
(ej , , e3 , ©i) , a matriz coluna 0 ; a g (oa + e ( ) 

0 
1 

„1 
corresponderá 

0 1 2 0 - 1 0 - 1 
0 2 - 1 1 3 0 4 
1 O 0 2 2 1 4 
1 O 0 0 1 1 1 

1 2 0 —1 
1 2 0 

2 - 1 1 3 
= 2 - 1 I = 2 

0 0 2 2 
0 0 2 

0 0 0 1 
t 

Î 

M„ 

portanto w = g (e3 + e^) — — ej + 4 e2 + 4 e3 + et 

e as suas coordenadas são — 1 , 4 , 4 e 1 (na base 
(ei i«! > ej i (•*))• 

b) As colunas de M0 são constituídas, respectiva-
mente, pelas coordenadas de g (e j ) , g (ej ) , g (e3) , g (e^) 
na base (ej, e^ , ej , e^) , Estes vectores são linearmente 
independentes se e sô se det (M0) =jb 0. Ora 

1 21 
2 - 1 

- - 10 =£0, 

Portanto, (g (ea) , g (ez) , g ( e 3 ) , g (e4)) i uma base 
de E ; com efeito, se um espaço vectorial tem uma base 
com ri elementos, a sua dimensão e n e qualquer «sis-
tema» de ii vectores linearmente independentes consti-
tui uma base. 

c) Como g é linear, w = g ( e j + e j ) = g (e3) + g {e 4 ) 
e as coordenadas de w na base (g(ei),g(et), g(e3), g(ei)) 
são l 0 , 0 , 1 e 1. 

5) a) h ' : R -»• R è a função derivada de h , 
x - » 6 x1 +- 24 x 

— 4 e 0 o» seus zeros. Atendendo a que 

lim h (x) = — oo , lim h (x) = + oo , I—> — OO 1 V oo 
h ( — 4) = 2 • ( — 64) + 12 -16 - 5 0 = 14 > 0 

h (0) -»«..(r ? : r) 
podemos concluir que cada um dos intervalos abertos 
disjuntos ] — o o , — 4 [ , ] — 4 , 0 [ e ] 0 , + o o [ con-
tém «ma só solução da equação h (x) — 0 , Com efeito, 
existe em cada um deites intervalos abertos, no máximo 
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uma solução (se num deles existissem pelo menos duas, 
pelo Teorema de Rolle, b1 anular-se-ia num ponto — 
pelo menos — desse intervalo). O Teorema de Cauchy 
permite concluir então, directamente a existência de uma 
solução em ]—4,0[ e indirectamente em ]—oo,—4[ 
e em J 0 , + oo [ . 

b) b (0) 5 0 < 0 , b (1) 3 6 < 0 , h(2) = 
= 14 > - 0 . Pelo Teorema de Cauchy r e ] l , 2 [ . 
y x e ] l , 2 [ h ' { x ) - 6 x S + 2 4 x , h" (x) =12 x+ 2 4 > ü • 
h' (2) = 24+ 48 = 72 . Aplicando o método das tangentes 
a b I [1 ,2] no ponto 2 (note-se que h (2) • h" (2) > 0 ) , 

7 
obtemos - 14 = 72 (x<, — 2 ) ; Xo — 2 — — < 1 , 8 1 . o ti 
Aplicando o método das cordas, concluímos que 

—14 ; 
14 — { - 36) 

2 — 1 
(xi 2); 

14 x, = , 2 2 — 0,28 = 1,72. 
1 50 

Podemos afirmar que 
r e ] 1,72,1,81 [ . Como 

1,81 - 1,72 -
= 0,09 < 1 / 1 0 , 

qualquer elemento de 
[1,72,1,81] é solução 
do problema, em parti-

cular podemos escol/ter r1 — 1,76. 

c) (I) y M l , I t h W - t W I -
- I f. (Fp (x)) - f. (x) I < M- [ fp (x) - x t < M» , a úl-
tima desigualdade resuttando de que f p ( x ) e [ 0 , l ] e 
x e [0 ,1 ] implicam jf„ (x) — x| . Como M e ] 0 , 1 [ , 
(Mn )„ („ converge para 0 , i, e., ( y e e R+— 10I) 
(3 n0 e N) ( y n e N , n > do) {[ M» ! < í) . 

Então, por (I), concluímos que 

( y E6R+-—10!) (3n0eN) ( y de N,n>n 0 ) 
( V x e I) ( y p e N) (I f1+T (X) - f. (x) I < *) 

a fortiori 

( y x 6 I) ( y EÊR--I0I) (3 n,eN) ( y neN,n>n„) 

< V P e N > ( x ) - f . W I < < ) , 
isto i, ( y x € 1) ( ( f , (x)„ e í t é uma sucessão de Cau-
chy). 

d) y x e l , F (x) =3 lim f„ (x) . Para provar 
V B—*--f-CO 

que F é constante, tcr-se-à de provar que y (x ,y) e 
F (x) — F (y) . Ora F (x) - F (y) — lim f„ (x) -
- t*™ fn (y) - (f» (*) — fn (y)) ; por b), 
( y " ( * Ty) e 1«) ( y n e N) (I f. (x) - f, (y) ] < M") e, 
como lim M" =• 0 , aquele limite também é nulo, i. e., 
F (x) - f ' v ) & g. d. 
Enunciados a soluçCâs dus tî.°s 5614 a 5616 4b M, A r;.]Ã Chavû: 

5') a) iSítpoJíAamos que a equação tem pelo menos 
duas soluções: x0 e x j . Então f {x 0 ) = x0 e f (x|)=Si 
implicam 

(1) 1 f (*o) — f (*l) I = | «0 — *l l • 
Por outro lado a 2.* propriedade implica 
(2) lífxoí-fíxOKM -1 «o-*i I, sendo Me]0,1(. 

Ora (1) (2) é absurdo se | x0 — x^ | 0 . 
Portanto fica demonstrada a tese. 
b) i) u = 1 . Como fi = f , y ( x , y ) e I1 

pela 2.' propriedade; 
ii) Suponhamos a tese demonstrada para n = k ; 

então 

y i y ) 6 1 2 í fk+t W - f t M (y)t 
- |f(fk (x)) - f (f, (y)) | M | fk (x) - f t (y) | 

< M • • | x - y | = J Ó « | x - y | ; [Cj 
a lese está demonstrada para n — k + 1 . 

( (A) por definição de fk+1 ; (B) pela 2.' -propriedade 
aplicada a (f t ( x ) , ft (y)) e I*: (C) por hipótese de in-
dução). 

I. S. C. E. F, — 1.* cadeira — MÀTBHJÍTICAS G X I U I S — 

Exame Final — Época de Julho — 1.* chamada — 
Prova escrita - 9-7-1964. 

5617 — 1 ) Considere o conjunto £> e adopte as 
leia de composição: 

Ot, a*) 4* {yi , Vi) = + yi, Xi + yi) 
K (xi, xí) — , 0) (a real) . 

O conjunto i<'! fica munido de uma estrutura de 
espaço vectorial ? 

R : Em relação à lei de composição interna, o con-
junto constitui um grupo comutativo. Em relação à lei 
de composição externa tem-se: 1 ( x j , x j ) = (xi ,0) 

( x i t x í ) e portanto o conjunto não fica munido de 
uma estrutura de espaço vectorial. 

PO 
5618 — 2) Dada a série 2 "»> c o m + 

t 
+ b tp (n) + c fp (n —. 1) e a + 4 + í - 0 , mostre que 
S„ = a f (n + 1) + (a + b) f <«) + i- f (1) + c <p (1) 4-
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+ Cf (0). Se lim ç(n) - í^roo qual ê a íoma da 
série ? 

ao Zn + 4 
Calcule a soma da série 2J n (n + 1) (n + 2) 
R : uí — a (p (2) + b <f (1) + c <f (0) 

uz = a ? (3) + b<p(2) + c ? ( 1 ) 
u3 =• a tp (4) + b ® (3) + e (p (2) 

u„ — a(p (n + 1) b <p (n) + c ç (n — 1) 
e, somando membro a membro esta* a igualdades, 
obtém-se: 

S„ - a [ T (2) + f (8) + . . . + r ( n + 1)J + 
+ b [ç (1) + <p(2) + + ç (n ) ] + 

+ c[ ? (0) + ?{1) + + cp(n — 1)) — 
= (a + b + c) [<p (2) + ? (3) + . . . + «p (n - 1)] + 

+ a ? ( u + 1) + (a + b)<p(n) + b<p (1) + 
+ c tf (1) + c ff (O). 

Se lim y (n) = 1 ^ oo , então S — a 1 + (a + b) 1 + 
+ b ? (1) + c f (1) + c i (O)-<2 *+b) 1 + ( b + e ) 9 (1 )+ 
+ c 9 ( 0 ) . 

3n + 4 2 1 
Como u_ «a — 

n (n + 1) (n + 2) n n + 1 

ii + 2 
, pode utilizar-se o resultado anterior com 

o (ri) = , a — 1 , b = — 1 e c 2 . Dado 
n + 1 

que lim <f (n) — 0 , vem S — (—1 + 2) |- 2 • 1 = 
n=CO 2 

£ 
= 2 r 

5619 — 3) A que condição deve obedecer o parâ-
metro real k para que as imagens de / (a:) = x l o g x + 
+ k x! possuam ura ponto de inflexão ? 

Prove que o lugar geométrico dos pontos de inflexão 

2 k x + t 
de / (x) é y — x log x — . 

R : Como tem de ser x > 0 e í" (x) x 
haverá ponto de inflexão para x -̂j— e portanto 

terá de ser k c 0 . 
Reciprocamente, com k -< O vem f'1 (x) >- 0 para 

x < - —í— e f " ( x ) < 0 para x > ~ . Por-
2 k 2 k 

tanto, há ponto de inflexão, se e só se k <L 0 . 
Os pontos de inflexão satisfazem com suas coordenadas 

às relações y = x log x + k x2 e 2 k x + 1 — 0 . Eli-
minando k , encontra-se y x log x — . 

5620 — 4) Dada a tabela de valores x 
yi vi—y» 

e sabendo que os pontos {xi, ,-•• (ai, , estão 
sensivelmente em linha recta, admita-se que y — 
= m x + p . Que valores se devem escolher para ™ 
e p por forma a minimizar 

N 

= 2J (fi — ™*!-p)2-i 
R : As condições necessárias para a existência de 

mínimo são 

d F 
d m 
àF 
ip 

.0 
, isto é, 

0 

- 2 S ( y i - r a i i - p ) « l - o i ou 

i 
B O 

+ p 2 ~ 2 y* i i i 
n n 
• 1 

A regra de CHAIIBK dá imediatamente 

m = n / n \ 2 

(?*)(?")-(?«) CM 
P O / » \ I 

n ã - f S *•) 

Para estudar a condição suficiente para a existência 
F 

de mínimo calculem-se as derivadas s '— = 
á m ^ p 

• Ji ff " JIIJ 
a g * , , r - 4 ^ - 2 2 « ? e 4-7" -2ú. dm2 - A n1 áp2 

Ora s2 — r t = <i | ~ n S ^J e ' fazendo 
it 

x = e o2 = , vem — r t = n li 
-4n!u!<0. Como r > - 0 , trata-se efectivamente de 
um mínimo. 

5621 — 5) Mostre que o sistema homogéneo 

x - 2 y + z - 0 
y _ z + t - 0 

i — 2í + « — 0 
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é indeterminado de grau 2, calcule soluções indepen-
dentes a apresente a solução geral como composição 
das soluções independentes. 

R : A matriz do sistema 

rl - 2 1 0 0 
° 

1 - 1 1 0 
Lo 0 1 - 2 1 

tem característica 3 e tomando para determinante prin-
cipal 4—11 —2 1 —1 obtèm-st facilmente 

lo 1 - 1 
jo o 1 

duas soluções independentes 

(0,1,2,1,0) e ( - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 1 ) . 

A solução geral i 
X - « (0 ,1 ,2 ,1 ,0 ) + ? ( - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 1 ) 

7 
2 - 2a — p 
t -
u = ß 

5 6 2 2 —6) Escreva a equação do plano que passa 
pelo ponto P ( 1 , 1 , 1 ) e é perpendicular à recta 

f x + x + y + a = 0 

R : A estrela de planos que passa por P ( 1 , 1 , 1 ) é 
A (x - 1) + B (y - 1) 4 C (z - 1) — 0 e os parâme-
tros directores de r são 

h - 1 t - 1 , k - 1 1 
- 1 0 0 1 

e 1 
1 1 
1 - 1 - 2 . 

A B C 
A condição de perpendicularidade é -— — —— — 

h k 1 

ou A — B — — 3 — TO , isto éj A -: :i: . i í - - ni e 

C = — 2 m . O plano pretendido tem por equação 
m (x — 1) + m (y — 1) — 2 m (z — 1) = 0 ou x + y — 
- 2 i - 0 . 

I. S. C. £• F. — í.* cadeira — MATEMITIOAS G S S A I S 

— Exame Final - Época do Julho—2.* chamada— 
Prova Escrita —13-7-1964. 

logs 
X 

1 (x = O) 
sen x 

0=>0) 

( *<0 ) 
5 6 2 3 — D a d a a função / ( x ) — 

resolva os seguintes problemas: 

a) Calcule a oscilação nos pontos x = 0 » i « = » , 
Quais são os pontos de descontinuidade de / ( x ) ? 
Porquê ? 

4) Calcule f t (0) e f . (0) . E x i s t e / ' (0 ) ? Porquê? 

R : a) f ( + 0) <= e f (— 0) ™ 1. e portanto 
td (0) oo; f ( 4- oo) = 0 e f ( — oo) = 0 ( portanto 

log x 
« (oo) — 0 . Como 

sen x 
e xao cocientes de 

X X 
funções continuas, a função f (x) é continua em todo 
o campo de existência excepto paro x ™ 0 onde apre-
senta uma descontinuidade infinita de (,* espécie. 
A função também é contínua no infinito. 

logx — 1 
b) fd' (0) = lim • i—H> — — oo 

- 1 
f; (0) - lim 

=» lim 

sen x — x 
x 

COS X 1 

- — hm »—o x1 

— sen x • lim = 0 . 
2x .—o 2 

Não existe {> (0) porque fa' (0) =j= { ' (O) . 

2) Calcule: 

d ) P COS X log (1 + cos x ) . 

Xz — X 
b) p 

x* + 3 X1 + 2 

Rr a) P cos x log (t + cosx)~=sen x l o g ( l + co* x) + 
sen1 x 1 — ccs1 x 

+ p — sen x log (14 cos x) + P - -
1 - f cos x. 1 + cos x 

<•= sen x log (1 •+• cos x ) + P (1 — cos x ) sen x 
log (1 •+ cos x) + x — sen x + C . 

b) Como as raises de x* + 3 x1 + 2 são + l/íT i e 
+ i, vem x* + 3x* + 2 - (x* + 2) (x* + 1) e 

x* + 3 x* + 2 <x* + 2) (* ' 4- 1) 

y - o 
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tem de ser decomposta em elementos simples. Ora 

xi - x So T0 
(x* + 2) (xi + 1) xi + 2 x* + l 

Cálculo de Sç : 
X » — X 

Ri (x) = — e ordenando o numerador e deno-X* + 1 
minador segundo as potências crescentes de a = xi + 2 , 

/ _ 2 - X ) + A 
ferra R. (x) = — 

4 W - 1 + 4 

Cálculo de 2'o: 

X 2 - X 

e S„ — 2 + x . 

B o (x) t ordenando o 7iumerador e deno-x* + 2 
minador segundo as potências crescentes de íl = xs + l , 

vem Rn (x) = + ° e T„ — — 1 - x . 1 + íl 
Então 

xi - : 2 + x 1 + x 
(** + 2) (x^ + 1) x*+2 x * + l </2 

1 
I/2 1 2 X 1 1 2 X 

+ __ 2 x1 + 2 x' + 1 2 xi + 1 

X3 ~ X 2 / x \ 
arctg 1 —— ) + (x» + 2)(xi + l) fò V(/3/ 

+ {x2 + 2) - arcí j x — ~ log + 1) . 

3 ) Acbe o desenvolvimento em série de M A C L AURI RI 

da função y -*> x • arctg x, indicando o intervalo de 
validade. Enuncie os teoremas a que tiver necessidade 
de recorrer. 

R : l)"xSn para lxj<l 
o 

X S " + 1 

1 + xi 

arcí^x = 2 (—1)"—— para | x | < 1 
ri 2 n + 1 + . 
» x,IH~* 

x arctg x = (— 1)" - — — - para | x | < 1 . 

4) Dada a função F(x,y) = (x — y)* + ( y —l)1j 

resolva os seguintes problemas: 
а) Estude os máximos o mínimos. 
б) A equação = 0 podtirá definir impli-

citamente uma função y (x) na vizinhança de certo 
ponto? Porquê? 

c) O que representa em R* aequação F (x,y)-= OV 
Porquê? 

R - a) = 0 
1F; 4 ( x - y ) » + 4 ( y - l ) » = 0 

tem a umca solução | ^ . Como F ( x , y ) > 0 ~ 

= F ( 1 , 1 ) , o ponto P (1 ,1) é um minimizante, 
b) O úntco ponto que satisfaz à equação F (x ,y )—0 

e' P (1 , 1) e como Fj (1 , 1 ) 0 a equação não define 
nenhuma função implícita. 

c) Em R3 , a equação F (x , y) 0 representa a 

recta 
l y = i 

5) Dá-se o nome de forma linear a um polinómio 
do 1.* grau a, xi + o^xj + + a„x„. Considerando 
o sistema de ira formas lineares com n variáveis 
/( = o; X; (i 1 , m \ j ~ 1 , n) , se existem 
números ft), A; , ••• i „ não todos nulos tais que 

f i — 0 , as formas dizem-se linearmente dependen-
tes ; se í ; ft ~ 0 => &t — kt = * • • — k„ — 0 , as formas 
dizem-se linearmente independentes. 

Mostre que a dependência ou independência das 
formas lineares é equivalente à dependência ou inde-
pendência das linhas de A = |of(< 

As formas lineares são necessariamente dependen-
tes se m > « ? Porquê? 

R ; Com algum k, diferente de O, k, f, = k, aixj = 
— 0 => ki ai 0 e esta condição indica que as linhas 
de A são dependentes; reciprocamente, se k ; aj = 0 
então f, = 0 . Da mesma forma para a indepen-
dência. A condição necessária e suficiente para que as 
formas sejam independentes é que a característica de 
A seja m. 

Quando m >- u a característica de A é inferior a 
ra e portanto as formas lineares são dependentes. 

6) Calcule o determinante de ordem n 

D.. 1 1 1 . . . 1 1 
- 1 2 0 . . . 0 0 

0 - 1 2 . . . 0 0 
0 ü - 1 . . . 0 0 

0 . . . - 1 2 

deduzindo para esse efeito uma fórmula de recorrên-
cia. 

R : Desenvolvendo D„ pelo teorema de L A P L A C » ao 
longo da 1." coluna vem D„ = 2"_ l + D„_,. 

0 0 
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Logo, 

D„ - a— + D„_, 
I V , - 2n-* + 

D, - 2Z + DJ 
1 1 

- 1 2 
= 3 - 2 + 1 

e, somando membro a membro estas igualdades, obtém-se 

1 - 2 " _ 
D 0 — 2 " ^ » + 2 » - * H -T- 2 ! + 1 = = 2 " — 1 . 1 — 2 

Eunucíadoa o solaçSei doe N.91 5617 a 5623 da Fornindo d« Jusus 

F. C. P. - M A T E M Á T I C A « G EH A I S — ( L i e . em Matemá-
ticas e Físico-Quimicas) — Exame Final — Julho 
de 1964. 

5 6 2 4 - L Seja 

» ' w 1 x ' — 4a: + 3 s e x > l 

1 ) Use a definição de C A Ü C B Y a fim de concluir 
9 , /(a) -/(l) 

que a função tf — |11 — » tf , p (as) — 
x - 1 

tem limite — 2 no ponto 1 . 

2 } Use o teorema de T A Y L O S a fim de explicitar 
os conjuntos: 

A = | as e tf | / (x) > 2 x + 21 ; 
B = j x e tf | / (x ) < — 2at + 2| , 

3) Mostre que f não é uma função polinomial 
real. 

5625 — II. Seja Xe C e sejam C—- C, 
s \ = X & + z3 e C —* C , gx (z) - X + s3 . 

1) Considere a sucessão real {<*„)„ com a„ = 
f\ (B) ; expücite o conjunto 

A - |an>aB+1t 
e mostre que ( i „ ) o e N é injectiva. 

2 ) Use o teorema de G O L E S a fim de determinar X 
pela condição de e g^ admitirem uma raiz comum 
o, para cada valor de X encontrado, explicite todas 
as funções polinomiais complexas que interessam 
ã formulação do referido teorema. 

5626 — III. Sejam r e s rectas não coplanas e 
não perpendiculares. Mostre que a superfície gerada 
pela rotação de s em torno de r é um hiperbóide 
de uma folha (comece por escolher um conveniente 
referencial ortonormado). 

* - . 

5627 — IV. Seja o referencial mètrica-
» 

mente fixado eomo se indica: ||£|(«.2; l|j|| = l ; 
— 2 

" í ( « i / ) - — * - Sejam U,V,A e B os pontos 
- > 

assim caracterizados: 17 — O = i ; V — 0 = j ; 
A è a intersecção da paralela à recta 0 U que passa 
por V e da perpendicular ã recta OU que passa por 
0 ; B é a intersecção da paralela à recta O U que 
passa por V e da paralela à recta OV que passa 
por U , 

1) Coordenadas, no referencial (O ; i , j) , do ponto 
A . Justifique. 

— . 

2) Equação, no referencial (0\i,j), da elipse 
assim caracterizada: passa pelos pontos B e I ' ; 
as rectas O B & O V são seus eixos de simetria. 
(Comece por resolver o problema no referencial 

1 -t (B — O) , J = j\, que deve mos-
II B — O 

trar ser ortonormado). 

F . C . P . — M A T E M Á T I C A S G E S A I S — (Lie. em Matemá-
ticas e Fisico-Químicas) — Exame Final — Julho 
de 1964. 

5 6 2 8 - 1 . Seja A - í / e 0 ( t f j , tf) \f(x) - x ou 
f (x) = — x, qualquer que seja xefl;t~|. 

1) Seja / e A . Use a definição de C A O C H Y a fim 
de concluir o seguinte: / tem limite O no ponto 0 ; 
f não tem limite 1 no ponto 0 . 

2) Indique os elementos do conjunto AÇ\Q (R~,R). 

f 
5 6 2 9 — 11. Seja tf—»tf, / (x) = a; cos x—senx. 
1) Indique os pontos nos quais / tem máximo 

relativo estrito e os pontos nos quais / tem mínimo 
relativo estrito. Justifique. 

2) Indique o conjunto / ( t f o ) recorrendo ao teo-
rema de B O L Z A K O - C A O C U Y . Justifique. 

/ 
5 6 3 0 — III. Seja tfj"—*R contínua e sobrejec-

tiva. Mostre que / não tem limite no ponto + oo, 

5631 —IV. Seja ( 0 - , i , j , k ) um referencial. 
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1) Suponha-o mó trica mente fixado como se indica: 

IW II - II7II - N*II -1) < &T) - < (7,T) = 
- « M - J . 

—* —. 
Determine oa vectores u e u assim caracterizados : 
u pertence ao plano a = 0 , é perpendicular a í , 

é unitário e a sua 1.* componente é negativa; ti é 
perpendicular ao plano í = 0 , é unitário e a sua 
3.* componente é positiva. 

I 
2) Suponha-o raètricamente fixado como na alí-

nea 1). Represente, através de uma equação carte-
siana, o cilindro quádrico gerado pela rotação da recta 

x = l 
em torno do eixo das cotas. 

y - 1 
3) Condicione-o mètricamente de modo que o ponto 

Z 1 1 

( — , — , 0 J seja o ortocentro do triângulo de vérti-

ces ( 0 , 0 , 0 ) , ( 1 , 0 , 0 ) e ( 0 , 1 , 0 ) . 
Enunciados dos K.»' 5624 a 5651 

de Aníbal Coimbra Airas do Uatus 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secç&o, a lém d « extractas d« críticas aparecidas «in revistas estrangeiras , ser Ao publ i cadas crit icas da Urros 

e outras pub l i cações da H a t e m i t l c a da quo oa Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacç&o 

1 5 7 — P . J . H Í L T O N and S. W N U — Homology 
Theory, An in t roduc l ion to algebraic Topology. 
Cambridge University Pre»s, 1960. 

Os Autores, na introdução, definem os fins a atingir 
com esta obra: 

«Este livio foi escrito com a preocupação de cons-
tituir uma introdução à Topologia Algébrica na sua 
forma mais actualizada. Não se exige ao Leitor qual-
quer conhecimento prévio de Topologia Algébrica; 
assim nos fundamentos da Part 1 o Leitor sem conhe-
cimentos de Topologia Analítica encontra uma sino-
pse dos elementos necessários para a compreensão do 
resto do texto. A fim de que o livro pudesse atingir a 
sua finalidade, ainda se levou em consideração o facto 
de ele dever fornecer um conjunto das noções de base 
da Topologia Algébrica compreensíveis pelo matemá-
tico não iniciado nas técnicas e nos problemas descri tos. 
Se bem que o tratamento dos assuntes se desenvolva, 
consequentemente, de forma elementar, os AA. foram 
ambiciosos na escolha de material em relação ao que 6 

usual nos livros de texto elementares É sua opinião que 
a literatura é rica em livros de texto avançados, e bem 
fornecida de livros elementares e de introdução; sim-
plesmente os dois tipos de livros não estão suficiente-
mente interligados. Mesmo os livros avançados divi-

dem-se naturalmente em dois grupos que podem clas-
sificar-se rapidamente como o dos clássicos e o dos 
modernos, verificando-se ainda em cada um deles uma 
rápida subdivisão que torna difícil por exemplo re-
conhecer argumentos clássicos quando apresentados 
sobre um aspecto moderno. Tentaram, assim, criar 
aqueles elos que seriam difíceis de ser estabelecidos 
pelos estudiosos da literatura disponível. 

Assim, enquanto que no início os assuntos são tra-
tados de forma bastante elementar, omitindo certos 
tópicos, particularmente os que são canónicos em 
tratados clássicos, procuraram os A A. estabelecer 
nos últimos capítulos os pontos que constituem a 
base imediata da actual investigação». 

Parece que os Autores conseguiram alcançar efi-
cientemente o seu objectivo. 

Possivelmente prejudicaram um pouco a clareza da 
exposição com a adopção de uma nova simbologia 
cuja vantagem não apresenta alguma evidência. O 
que nos parece porém, inconveniente ó largamente 
compensado por toda uma estruturação, desenvolvi-
mento, pormenor e preocupação didática que fazem 
desta obra um útil instrumento que permite rapida-
mente atingir as fronteiras actuais da Topologia 
Algébrica e poder penetrar na senda da investigação 
neste campo da matemática. 


