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2. 7. Quanlidade, categoria e campo

Em relagio as quantidades distinguem-se
as categorias seguintes: variaveis simples,
tabelas, etiquetas e procedimentos.

O campo de uma quantidade é o conjunto
das instrugdes e expressdes nas quais é va-
lida a declaragio do identificador associado
a esta quantidade. Para as etiquetas consulte

4.1. 3.

2. 8. Valores e tipos

Um valor 6 um conjunto ordenado de
nimeros (caso particular: um tnico niimero),

um conjunto ordenado de valores légicos
(caso particular : um tnico valor légico) ou
uma etiqueta.

Certas unidades sintaticas possuem valores.
Em geral estes valores variam ao longo da
execucio do problema. Os valores das expres-
sdes e das suas componentes sio definidas na
seccio 3. O valor de um identificador de
tabela é o conjunto ordenado dos valores da
tabela correspondente das variaveis com in-
dice (cf. 3.1. 4. 1).

Os diversos tipos (integer, real, Boolean)
representam as propriedades fundamentais
destes valores. Os tipos associados as unida-
des sintaticas correspondem aos valores des-
tas unidades. (Continua)

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. P. — Mareuiricas Gerais — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecédnica, de Minas) — Exame 1 —
8-6-1964.

Observacio — O aluno deve resolver somente um dos
problemas 1, 1/, e o8 problemas 2, 3, 4, 5. Pretende-se
uma exposigdo clara e rigorosa, em particular nas
demonstragdes pedidas no problema 1 (ou 1').

5614 — 1) Sejam 4 e B duas partes majoradas
de R, tais que AN B ¢ . Mostre que sup (AN B)<
< inf |sup A, sup B}. D& dois exemplos, num dos
quais se verifique a ignaldade e no outro a desigual-
dade estricta.

1) Sejam AcC R, A=¢, feF(A,R) easd.
Indicdmos no curso duas condigdes equivalentes 4 da
continuidade de f em a.

Enuncie uma delas e demonstre essa equivaléncia.

2) Considere as fungdes

‘f:R—-R e g: B*— 10,1 - R

z-+x-|x| m—ro:-sen(

log:n) J

a) Determine as fun¢des derivadas de f ede g
(n3o esquecendo a indicagio dos dominios respecti-
vos). Justifique.

b) Verifique que pode compor g com f; seja

1 2
h=fog. Caleule &' (e™) e A'(e3™). (Sugestdo:
aplique o teorema de derivagio de uma fungfio com-
posta, nos pontos adequados e utilize a alinea a)).
¢) Diga se f ¢ estrictamente mondtona, justifi-
cando a resposta.

3) Dada a familia de séries abelianas

x [—an?—2a%\"
(; ( 2n® 4 a ) zn)ae-‘ﬂ"
determine, para cada ae Rt,(Rt=|ze R;0 2|),
a) o raio de convergéneia r, da série;
b) o dominio de convergéncia D, da série. Jus-
tifique.
4) (Nota: supde-se ortonormado o referencial
(0,7,7,%) utilizado nas alineas seguintes).
a) Dada a recta r de equagdes [z —y +2=0
{z +y+e=2
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e a familia de rectas (r, ,0)) (a,b)e 1) tal que,
para todo o (a,b)e R?, T(a,s tem por equacdes
{y + 2 =a determine o conjunto

z=25"
A= |(a,d)e R r, , intersecta r|.

b) s =1 o) ¢ uma recta da familia anterior que
intersecta » num ponto P; determine as coordena-

das de vectores unitdrios u e v, com as direcgdes,
respectivamente, de » e s. Escreva equacdes para-
métricas das bissectrizes dos Angulos de r com s
(comegando por determinar dois vectores com as di-
recgdes dessas bissectrizes, a partir dos vectores uni-
tirios u e v) e verifique que estas bissectrizes sio
perpendiculares entre si.

¢) Indique equa¢Bes paramétricas do plano que
contém r e s, escolhendo para tal dois vectores
perpendiculares entre si.

5) Sejam E um espago vectorial real,
uma base de E e

f:E—E,((a,b,c)e R,
(ae1+bcz+ ces) >4ce;.

(e1,€2,€)

a) Mostre que E'= f~'(]0]) é um sub-espaco
vectorial, com dimensio 2, de E .

b) Se § ¢ arelagio de equivaléncia sobre E as-
sociada a f (i.e. 2 Sy « f(z) = f(y)), mostre que
as operagies R><E —+E e E > E -+ E «passam
ao quociente» por &, ficando assim definidas sobre
E = E /S operagbes que lhe conferem uma estrutura
de espago vectorial real. (Dispensa-se a verificagfo
das respectivas propriedades).

¢) Mostre que dim E = 1, verificando a injecti-
vidade de f e estudando f(E) e f. (f:E-+E éa
aplicagio quociente de f).

Resolucdo do exame 1

1) Suponhamos sup A < supB e, portanto,
sup A = inf |sup A ,sup B|. sup A, como majorante
de A, ¢ majorante de ANBC A. Logo, é maior ou
igual a sup (ANB), que, por defini¢do, € o aprimeiro»
dos majorantes de ANB. (Obs. — Se sup B < sup A
o raciocinio € idéntico).

Exemplos:

I) A=|{1,3] ¢ B=|3};
sup (ANB) = inf |sup A ,sup B} = 3.

) A=11,3] e B=11,2];
1=sup(ANB)<inflsup A,supB| =2.

1') (Ver apontamentos das aulas teéricas).

2) a) I) No intervalo aberto 10,400 [ f(x)=x2,
f éderivavel e f' (x)=2x; no intervalo aberto
]—e0,0[ f(x)=x-(—x)=—x2, { ¢ derivivel e
f' (x) = — 2x. Calculando a derivada de f no ponto
0, a partir da definigdo, teremos

£®)—f©) _,. x-|x]

P(U“'-fi’:‘o x—0 E—Hl = _Ei?o'xl=0
+ kS
R: A funcio derivada de f é: {f:R—+ R
x—2|x|"
1I) A funcdo derivada de g é:
g':R* —10,1{ >R
X —» 8N
(loy x ) ( log x )
—1 1
log? x x
(Justificacio: Aplicaram-se as regras de derivagio

de um produto e de um gquociente de funcdes deriviveis,
e ainda a de aderivagdo de fungdo composta» & com-
posta de

+—10,1} -+ R R— 0| =R
x—logx com p
X = —
e de
+—10,1 - R R—+ER
1 com x-»senx

X —

log x

b) Pode compor-se g com f, porque o dominio de
f — R — contém o contradominio de g.

w(6™) = (e(7)) . 6 () o,

porque

f! (g (e-:c_))-a f! e::_ - sen %

g€ ')—r(g(w)) gn(“')=-

~o( 1) (~=-3s

-11(0) == 0,

2

31!_ IJI__2-N

c) f € estriet te er te. Com efeito:
I) f eestrict te cr te em cada ponto x do seu
dominio: se x==0 por f/(x) =2|x| ser maior que
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0 e no ponto 0, porque se x<<0<y, também x |x| =
bl gy 17 13

II) Como o dominio de f é um intervalo, I) € sufi-
ciente para que f seja estriclamente crescente.

3) a) Aplicando um corolario do criterio de Cauchy
& série dos médulos, e, como para cada ae Rt — |0},

% /¢ an?+2a? nl | al ! 2

m _ e —|X coneluimos
D-:{—m ( 2n2 + a ) ¥ 2 ;

que : 1

2
I) s |x|< i a série dada é convergente ;

2
II) se |x|>—, a série dos mddulos ¢ divergente
a
e, portanto, pelo teorema de Abel, a série dada € diver-
gente.
: 2
R: O raio de convergéncia €, pois, r.=-; (se
a>0); se a=0 a série abeliana é evidentemente

convergente para todoo xe R e rg= + oco.
b) Analisemos a convergéncia de

2 [ —anz—2a%\n
,2( 202+ a ) ¢
; T =0 2
nos pontos — — e — (a ; para x = — — ou
b = = ; pa =

2 —anz—2az\s
R, ( 2n2 + a ) 3
porque a> 0. Logo, a série é divergente por o seu
termo geral ndo comvergir para 0 (uma condigio ne-

cessdria de convergéncia de uma série € que o seu termo
geral tenha limite 0). Portanto

R: 2 2
se a>0—rD =]—— —[,

a

2

s¢e am0—->Dy=R.

4) a) Vejamos para que pares (a,b)eR? o sis-
x—y+z=0

x+y+z=2 , :
tema y+z_aepouwel.
z=Dh
1 -1 1
A caracteristica da matriz :} : : é 3:
0 1
1.1 1
1 1 1|=14+1+1-1=20.
0 A iy

2n2 4+ 4a n>1
202 4 a 4

Uma condiglio necessaria e suficiente pora a compatibi-
lidade da 4. equagdo com o sistema (possivel!) das trés
primeiras € dada (Teorema de Rouche) pelo anulamento
do determinante da matriz caracteristica dessa equagdo

(relati te ao sist principal das 3 primeiras) :
|I =1 1'°0 1, =1, X —b
1 L 2 11 2—b
0 11a rlon ety Sedts =g
0 0 1 b — |0 0 1 0
t

1 -1 —b 1 -1 —H
— |1 1 2-b|=0¢—|0 2.2 = 0>

0 1 a—b 0 1 a—b

—2(a—b)—2=0¢—a—b=1

R: A=\)(a,b)eR2; a—b=1|

Nota: r,,,, s¢ a—b=1, tem um 86 ponto comum
com r, porque a caracteristica da matriz acima indi-
cada é 3.

b) P(1,1 o),“ ”_.u_LZ“:/’ﬂ;’E)__
=( vl'ﬁ’o Vlg) lg fll :”'”"(1’0 9

u + v tem a direccio de uma bissectrize u— v a di-
recgdo da outra.

1
1) (x,y,z)= (110)-{-1(1—--?1 s V:) ,AeR;
(2) (l.-Y:Z)='(1,1,0)+1(—1— E:O:‘V—i)’l’n

As equagbes (1) e (2) sdo solugies do problema.

gl e
—%—1+%—0,

o que mosira a perpendicularidade das bissecirizes.
¢) Aproveitando os resultados da alinea b), podemos

ESCTEVET & ‘/_ V_ )

(x,y,2) = (1,1 0)+;(1____
vz V2

) e
“Jr'!"( 1 TR T )’(l’p)‘n'

em resposia a c).

5) a) £1(]0])=|aej+bes;(a,b)eR2|. E evi-
dente que a soma de 2 el tos deste conjunto ¢ o pro-
duto de um nimero real por um elemento desse conjunto
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ainda sio elementos desse conjunto. Portanto, (condigiio
necessiria e suficiente demonstrada no curso), =1 (}0})
€ um sub-espago vectorial de E, e e e, sdo linear-
mente independentes, porque (eq,ey,e;3) € uma base de
E; por outro lado todo o vector de f~'(}0}) €, como
se vé, combinagdo linear de e; e e,. Entdo (eq,es) €
uma base de ' (}0}) e, portanto, dim (f~' (|0}) = 2.

b) (ae;+be;+ce;)S(a e + b e+ ¢ e)c—
«—f(ae; +bey +cey) =f(a'e + b es}c'eg)e—>
¢—dcey=4c'es¢—rc =c'. Temos entio de provar
que, se ¢ = ¢,

(hae;+rbe;+2rces)S(ra'e;+ ab'es+ e eg) —>
(—>rec=2ac,

o que € evidente. Da mesma forma

[(aeg+ bes+ces) + (xeq + yes + ze;)]
S[(a'ey+ b'ex+ce3) + (x' ey + y' ez + z e3)]

porque as 3.4 componentes sio iguais.
¢) T € linear; isso resulta imediatamente da linea-
ridade de f; T € injectiva: T (p (x)) = f (p (v)) =

&= f(x) =f(y)¢—xSy«p(x) =p(y). Entio f
define um isomorfismo—EV de E sobre T (E) e,
como f(E) = f(E) = {ceg;ceR| (CE) tem manifes-
tamente dimensdo 1, também E tem dimensdo 1.

(Nota: p:E —E ¢ a projecgio candnica).

F. C. P. — Maremdricas Gerais — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecanica, de Minas) — Exame 2 —
20-6-64.

Observagiio — O aluno deve resolver somente um dos
problemas 2, 2', um dos problemas 5, 5' e os proble-
mas 1, 3, 4. Quem desejar uma maior valorizagdo da
sua prova deverd optar pelo problema §/. Pretende-se
uma exposigio clara e rigorosa.

5615—1) Num referencial ortonormado o plano =
tem por equagio 2z +y +3z=6.

a) Escrevaequagdes paramétricasde =, escolhendo
para tal o ponto de intersecgio de = com Oz e dois
vectores livres perpendiculares entre si, um dos quais
representdvel no plano Ozy.

b) De preferéncia aproveitando a alinea anterior,
escreva equagdes paramétricas da recta d de maior
declive de = relativamente a Oz y, que intersecta
Oxz.

¢) Determine o dngulo de d com o plano O=zy.

2) Demonstre, a partir das definigbes respectivas,
que

a) Toda a sucessio de Cavcry é limitada;
b) Toda a sucessiio parcial de uma sucessio de
de Cavcay é uma sucessfo de Cavcay.

2/) BSendo X uma parte ndo vaziade R, designe
X! o conjunto dos pontos de acumulagdo de X que
pertencem a R: X' = |ze R;x é ponto de acumula-

¢dode X|. Mostre que % 4 (9s~4dCR),(4)'c4d'.
3) a) Determine a funglo derivada de g:

(%)

(10,1]UI2)) > B, z—e

n#o esquecendo a indicagfio do dominio.
b) Considere a fungiio

f: R— R
z —+(x—1)2 se xe RFU(B~NQ)
z—+ 0 se ze R-NCQ.

Diga se f tem derivadas laterais em 0 e determine
as fungdes Df e D (f| R*), justificando,

¢) Em que pontos f tem extremos relativos e em
quais desses pontos tem extremos relativos estrictos?

4) Dada a aplicagio

fiRA BB
(z,y,2,t) > (@+y+mz, 2+2y—z, 2a+4y+32)

a) resolva a equagio f(x,y,s,f)=(1,0,0);
escreva esta equagio sob a «forma matricial» (pode
comegar por indicar a matriz M, associada i apli-
cacdo linear f em relagio a8 bases naturais de R4
e BY);

b) diga qual o contradominio de f e se f éinjec-
tiva, justificando a resposta;

¢) determine o conjunto f~'(}0,0,0)|) e mostre
que é um sub-espago vectorial de R4 (de dimensdo 1).

n!

o0
5. Diga se a série 2 (=1~ é convergente,
ne=1

nl!
expondo o raciocinio que fizer. O resultado encontrado
permitir-lhe-4 mostrar que sucessdo ((—1)"n"/nl),

1 n
ndo tem limite? Porqué? (N. B. e=lim (ﬂ e ) )
= OO n

5. Beja FF=g(A,R), (P 4cC R), oconjunto
das fungdes reais de dominio 4. Sobre F considere
a relagio de equivaléncia quasi-iguals f~ g«
«~=>[lze d;f(x)£g(x)! é finito ou vazio].

a) Mostre que se fe F' e f tem limite real em
ae A, f é quasi-igual a uma fun¢io continua em a .

b) BSeja C=@(4,R) a partede F constituida
pelas fungdes reais continuas de dominio 4. Mostre



38

GAZETA DE MATEMATICA

que se A & um intervalo nio reduzido a um ponto,
a aplica¢fo candnica p: C— C/~, 6 injectiva.

¢) Indique, justificando, uma condigdo necessdria
e suficiente simples a impor a A para que a aplicagdo
canénica p: C — C[~; seja injectiva.

Resolugéo do exame 2

1. a) P(3,0,0) € o ponto de interseccio de O x
com m. u=ac+bj+ck érepresentivel sobre

I) Oxy seesiose c=0;

II) = seesdse 2a+b+ 3c=0. Una solugio
deste sistema € (1,—2,0). v=a'i+bj+c'k ¢
representivel sobre = se e sé se 2a' +b' + 3¢ =03
é perpendicular a i —2j se e 86 se a'! —2b' =0
((a',b',¢")5=(0,0,0)). Una solugdo deste sistema é
(6,3,-95).

R: A equagio (x,y,z)=(3,0,0) +2(1,—2,0) +
+w(6,3,—5), (»,un) e R? € uma solugdo do problema.

b) d tem a direccio de v .

R: A equacio (x,y,z)=(3,0,0)+4(6,3,—5),
se R, é uma solugdo do problema.

¢) Se a €éoplano Oxy, sen(d,a)=|cos(v,k)| =
vk —5

Iv|-1k| |~ |/36+9+25

R: (d,a) = Arcsen

14
2. (Ver apontamentos das aulas teéricas).

2!. Vamos provar que se x € ponto de acumulagdo
(real) de A', também € ponto de acumulagio de A .
Suponhamos que *Fee RT— 10| (V(x,2)—{x|)NA'SHY,
e seja, para cada e R¥ —|0}, y.e (V(x,¢) —|x{)N
NA -vy.eA implica gue M 5eR+t—10},
V(ye, 8)NAs£F06. Em particular, para
S=inf||ye—x|,e—|ye—x||, serd V(y;,5)NA£p
e, como V (y;,3) C V(x,¢) — x|, serda (V(x,c) —
—1x{)NAs=¢. Portanto x € um ponto de acumula-
¢dode A. c.q.d.

3. a) g nido tem derivada no ponto 2, que
é um ponto isolado do dominio. Para xe]0,1]
wnx  x2¢osx— 2xsenx
g (x)=e * -
R: g': 10,1] - R

Xxcosx —2genx X
SFERE S R5 e e x2 P

x4

X —»

x3

b) A derivada  direita de f em 0 € f}(0) =
= (f|R*)! (0) =2 (0—1) = — 2. £/(0) seria o

limite de p: R~ — |0} = R
f(x)—1
X—= —

X

no ponto 0, se este

1
limite existisse. Ora, o cdlculo de Ilim q;(_ —-) -
n—f00 n
1 2
(— s 1) =1
n ™
1 (" T)

= lim

——=-2ede lim o =
n—w4 00 =400
n
= lim = lim n/m = + oo basta para mos-
n—-f- 08 L 3 n—p4-00

n
trar que aquele limite nio existe. Logo f ndo tem deri-
vada & esquerda em 0.

Df:R+*—~}0|—+R
x—=+2(x—1)

(t € ndo derivdavel em 0,

pois mem sequer € derivdvel & esquerda, como vimos;
para xe R~ — |0}, f € evidentemente descontinua, a
Sortiori, ndo finitamente derivivel. Poder-se-ia mesmo
mostrar que ndo era derivdvel, mas tal ndo € necessdario
para a resolugio desta alinea).

D (f|[R*):R* -+ R
x—2(x—1)
(f|[R+ = F |R*, onde F:R —R
x—(x—1)

e F é derivavel, sendo ¥ xeR, F/ (x) =2(x—0).

¢) MxeR, f(x)>0. Portanto, em todo o
xeR"NCQ, como f(x) =0, f tem um minimo rela-
tivo (que € ndo estricto, como se vé atendendo a defini-
gdio). De (f| (R*U(R~NQ))) (x) =2(x—1) (para
xe R*UR~NQ)), resulta que o énico ponto — além
dos ja considerados — em que f pode ter um extremo
relativo, € 1. Ora f(1)=0 e f(x)>0 se xe]0,2[—|1};
portanto f tem um minimo relativo relativo estricto em 1.

4. a) X+y+rz=1 j B (I
[x+2y—z—0 1 2 —1=
2x4+4y+z=0 2 4 1

=2—-2+4nr—4n+4—-1=3

n s [

0 2 -1

_loa 1] 2+s |
e 3 N A

| S B

1 0 -1
gl 1] =g 1
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—
Lo
=

3 S LB
R: O conjunto das solugdes da equagdo dada e

A= ;(2:_1,07t}; tERl -
A equagiio pode escrever-se sob a forma:

z [ S | x 1
1 2-10 Y|l=1|0 (x,y,z,t)eRi.
24 "L 0 z 0

t

b) f € ndo injectiva, porque f'(}1,0,0{) =A
tem mais de um el to. O contradominio de f é R3,
porque, qualquer que seja (u,v,w)e R3, a equagio
f(x,y,z,t)=(u,v,w) € possivel, uma vez que a
caracteristica da matriz M, e 3.

) £~(}(0,0,0)) = {(0,0,0,); teR| ¢ um
sub-espago vectorial de R4, porque a soma (0,0,0,t;+1t5)
de dois quaisquer dos seus elementos — (0,0,0,t) e
(0,0,0,t;) — ainda lhe pertence e o produfo (0,0,0,3%t)
de um niimero real A por um seu elemento — (0,0,0,ty) —
ainda lhe pertence. ((0,0,0,1)) € uma base de
=1 (1(0,0,0)}), pelo que ele tem dimensio 1.

+00 !
5. Hstudemos a wséric dos moduloss 3 — . Apli-
1
cando-lhe um coroldrio do critério de D' Alembert, como

om (DY@ (L
—— (n!/n®) >+ \ 0 41

L

& e (=) "
lim
=00 n

te, e, portanto, também a

luimos que €
série dada.
Do resultado precedente podemos conecluir que

of

n! n!
lim =0, e, como neN —>0,
n—>+00 n° n®
B s o 4+ co. Ora, pondo M neN,
=00 1
a, = (—1)" nl , € imediato que
n

nll
D) (Sa)uox & wma sucessllo parcial de ( : ) o
logo tem limite + co; :
nﬂ
ID)  (B201)aox € uma sucessiio parcial de (‘ na)
logo tem limite — oo .

(8,)aen ndo tem, pois, limite (porque, se tivesse, as
suas sucessdes parciais teriam todas o mesmo limite).

5. a) A funcdo g:A—R ¢ continua
x — f(x) se x5=a
a— limf (x)

-+

em a e quasi igual a f (serd igual se f for continua
em a).

b) Suponhamos feC, geC e g, i. e, Ixe A,
f(x) —g(x)s0; como f e g sdo continuas,
3:>0,06(f—g) (ANV (x,¢)). Mas, por A ser
um intervalo ndo reduzido a um ponto, ANV (x,c) €
wnfinito e, portanto, f1'~,;g, ou, o que € o mesmo,
p(f)=p(g). Logo p € injectiva.

c) Note-se que na alinea b) a hipitese de A ser
um intervalo ndo reduzido a wm ponto s6 foi utilizada
para demonstrar que N xeA, Me>0, ANV(x,e)
e infinito, ou, o que € equivalente, que todo o ponto de
A é ponto de acumulacio de A (i. e, ACA').
E, pois, evidente que esta condigiio (mais fraca) €
ainda suficiente para p ser injectiva.

Mostremos que € necessria: se y € um ponto isolado
de A e fe@, afuncio gle F] talque f|(A—|y|)=
=g|(A —ly|) e g(y)=Ff(y)+1 € ainda continua e
teremos ainda geC, f4g, f~cg, p(f) =p(g);
p ndo € injectiva.

F. C. P. — Mareuiricas Gerais — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecanica, de Minas) — Exame 3 —
6-7-64.

Observagiio — O aluno deve resolver somente um dos
problemas 3, 3/, um dos problemas 5, 5' e os proble-
mas 1, 2, 4. Quem desejar uma maior valorizagio da
sua prova deverd optar pelo problema 5'. Pretende-se
uma exposicido clara e rigorosa.

5616 — 1) Sﬂeja

f:C— C (C = corpo dos mimeros complexos).
z=—>25 41

a) Determine duas solugdes da equagio f(z)=—i.
) Sendo A=\la+ib; (a,b)eR2 A a0 e
g=f| A, resolva a equagdo g (z) = — 7.

2) (N.B.— O referencial (0,7,;,k), utilizado
neste problema, satisfaz as seguintes condigOes:
i|lj=jlk=d|k=0, |i]/2=]|j|=k|/2=1).

a) Deduza equagdes paramétricas e uma equagio
ndo paramétrica do plano a que passa por @ (1,0,0)
e ¢é perpendicular & recta » de equages = =1,
y=2ir, 2=0 (A6 R).
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b) Deduza equagdes paramétricas de uma recta
s de « que passe por @ e faga um angulo de =/3
com a direcgo de k.

J,K)
é per-

¢) Qualaequacio de 2 num referencial (Q

)Tl
tal que I tem a direcgfo de s e tal que K
pendicular a r?

3) Sejam I=[0,1] e f: I — R; suponha que f
é derivdvel finitamente e que (3 Me R) (M zel)
(| f' (=) | < M). Mostre que «(z,y) el2=)|f(z) —
—f)|<M|z—y|». (Aplique o teorema de La-
GRANGE).

3') Mostre que é condigdo suficiente para uma
fungdo f: 4—+> R (§ =4 C R) derivivelem ae 4
ser continua em a, que f'(a)e B. A condigio serd
necessiria? Se a resposta for afirmativa, justifique-a,
se for negativa dé um contra-exemplo.

4) Relativamente a base (eq,e;,e3,€;) sobre o
espaco vectorial real E, o operador linear g: E—+E
tem por matriz associada:

oW -=o
= b C8 e

2
-1
0
0

[
O O -

a) Determine as coordenadas de w = g(e; + ¢
na base (e;,e;,e3,¢€y).

b) Da andlise de M, conclua que g (e;), g (es),
g (e3) , g (eg) sio vectores linearmente independentes
e que, portanto, (g(e1),9(e2),9(e3),9(eq)) € uma
base de E . Justifique esta &/tima conclusdo apoian-
do-se em resultados enunciades no curso.

¢) Quais as coordenadas do vector w considerado
em a) na base mencionada em ) ?

5) Seja h:R— R
=223 + 1222 —50.

a) A equagio % (z) =0 tem 3 solugdes. Indique

3 intervalos abertos disjuntos cada um dos quais
contenha uma solugfo. (Utilize os teoremas de RoLLe
e de Cavcav!). Justifique.

b) Designando por r a iinica solugio positiva da
equagdo h(w) =0, utilize qualquer dos emétodos
de aproximagio» estudados no curso para determinar
um ndimero ' e B tal que jr — »'| <1/10.

(= 1/a- (b—a)2- sup |"(2)|-1/ (inf | 7' @));
c=2 ge p=t; c—=28 se p=2c).

5') Beja f:I—+ R, (I =[0,1]), com as seguin-
tes propriedades :

Ly f()c(D); 24 @Me]0,1[)(V (»,y) e B)
(/@ —r|I<M-|z—y]).

Definimos uma sucessio (f,), de elementos de
F(I,R) da seguinte forma: fi=f e VWV nelN,
Jorr = fof,.

a) Mostre que a equagio f(x) ==z, zel, tem
no mdximo uma solugio.

b) Prove, por indugHo, que (M neN) (W (z,y) e I?)
(1fi@) - fun) | <M"|z—y]).

¢) Atendendo a alinea b) e 4 seguinte observagio
trivial — M zel, f., () =f, (f, () —, prove
que, Y wel, asucessio numérica real f, (z)).en ¢
de Cauvcuy, e portanto, convergente.

d) Seja F :,_]ETJ" . Prove que F é constante.

F. C. P. — Mareuiricas Gerars — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecdnica, de Minas) — Complemento
do Exame 3 — Julho de 1964.

Observagido — As questdes seguintes constituem um
prolongamento do exercicio 5' do exame 3 e foram
propostas em provas orais a alunos que tinham resol-
vido o problema 5' nas provas escritas.

¢) Mostre que f é continua.

f) Mostre que a equagio f(x) ==x(xel) tem
uma solugdo. (Utilize o teorema de Caucay e a
alinea a)).

g) Mostre que se F([0,1]) = |xy! (cf. d)), x é
solucgio da equagio f(x) ==z (xel). (N. B. — Esta
alinea, que ndo faz intervir f), fornece uma 2. de-
monstracio da existéncia de uma solugio da equagio
considerada).

k) Averiguar quais dos raciocinios feitos para a
resolugiio das alineas anteriores sio generalizdveis a
fungdes definidas em partes de B que niio sejam in-
tervalos fechados.

Resposta a alinea k): a), b), ), d), ¢) permanecem
vilidas sendo o dominio de f uma parte qualquer
ndo vazia de R (se o dominio nio for limitado, é,
porém, necessdria uma alteracio na demonstragio
proposta para a alinea ¢)); em f) intervem de ma-
neira essencial e facto de o dominio de f ser um
intervalo fechado; em g) intervem a compacidade do
dominio.

Obs. I — Como coroldrio desta iltima conclusfo,
observemos que se K é um compacto de R
(=K cC RBR) e f: K— R satisfaz as propriedades
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1) fB)CKe
2) @Me]0,1[) (V(=z,y) e K) (|f ()
<M|z—-y]),

entdo a equagio f(v) == (x e K) tem uma (iinica !)
solugfo, ou, como também se diz, «a fun¢lio f tem um
(dnico!) ponto fixzow. Este é um caso particular de
um resultado conhecido com o nome de «teorema do
ponto fixos, com importantes aplicagdes. A demons-
tragdo anterior (a); b), ¢), d), €), g)) utiliza o cha-
mado smétodo das aproximacgdes sucessivasw».

-/I<

0Obs. Il —Uma condigdo suficiente para f:[0,1]—+R
ter a propriedade 2) é que seja derivdvel e que exista
Me]0,1[ tal que Xfxze[0,1],|f (x) | <M (ver
prohlema 3 do exame 3). Mas f pode satisfazer a
propriedade 2) sem ser derivdvel.

Obs. I1T — Imagem geométrica do problema:

|

e e O Q)

|
| o,

DXORLCTY) Sty

fiy) = fly) +--a=----

l-.(y) rzm (X R 1

i ly) =
1
f3(y) 1 i ---------
51 |
0] |
xo=f (xq) F =1
fs(y)
f5 (y) |
foly)

faly) 1

e P ——
I
[}
J
1
- el
]

(f)

PRy

LWL | X YY) Ky) 1
tely) tLy)

i4j €um vector director de

Resolugio do exame 3

1) a) f@ =—i=b+1=—i, z2eC=5=
= —1—i, zeC. As solugdes da equagdo f(z)=—1i
sdo as cinco raizes de indice 5 do complexo — 1 —1i.
Utilizando a formula de Moivre e atendendo a que

S8 5 5
— 1 — 2 (cos%+isenTﬂ), podemos es-
crever :

k
% wv,— (57:;'44—2 ™ i

kel0,1,2,3,4].

Sn/442k=
)

R : Duas solugies da equagio dada sdo :
10, /64 10, /64
_10 ! /64 /64
\/_(cos +i sen 4) s e
War rYE.
; + 1

2

i=

13 13
ul_lﬂﬁ(ws 20”+isen 20“).

b) g —i|=Ff"—i{NA={ug,uy,uy,u3,uy{ NA.
As solugies de g(z) = —1i sdo as de f(z) = —1i
cuja aparte reals € menor ou igual a zero. Para u, ser
solugdo de g (z) = — i terd de ser, portanto,

5ﬂl4+2kﬂ

-—< <3T"(Na:e-u que 0Kk <4 =>

5nf/44+2k=

=0
LSS 5

<2x=).

Terd de ser, pois:
5= 25n 5 25
—<L 2k —— R
T SikrC—— i =<k<{—

ou 1<k<3,

R: As solugies de g(z) = =1i sdo

21 21
uy,up = 10/2 (cos—“+iscn 20“)

20
29 %
W
2) Comecemos por notar que \f (a,b,c)eR3,
M (a',b',¢') e R® (ai+bj+ck)|(a'i+b'j+e'k)=
—aa'|[ij2+bb'|j]2+cc' |k[2=4aa'+bb/+4ce.
a) A equagio de o € (P—Q)|(i+]j)=0, pois

r. A equagdo cartesiana
de a serd, pois, 4(x —1)+y =0 ou dx +y =4,

m;/_( s-—-——— + isen
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(x,v,2)eR3. i—47 e k sdo dois vectores linear-
mente independentes representdveis sobre a. (x,yz) =
=(1,0,0) +2(1,—4,0)+u(0,0,1) (»,p)eR?
€ uma equagdo paramétrica de a« .

b) Um vector representavel em o serd combinagio
linear de i—4] e k: u(A,p) =2i—42j +pk.
Para u(r,u) ser vector director de uma recta deverd
ser (h, 1) 5= (0,0).

77 3! - =
008 —- o= = == [ 008 (R (s ) ) | =

|u]- k|
ou

1 4w ‘
2 VAN 11622 y 4p2-2
¢ a condigdio a impor a (A, ) para u(r,u) definir a

direcgdo de uma recta s solugio do problema. A condi-
¢do indicada € equivalente & seguinte : 4 p 3%+ 16 32 +

+4u2=16 42 (1, ) 4 (0,0)), ou -\/% 4 so-

lugdo » = /3, w=\/5 corresponde o vector director
u(V3,V/5)=y31i—4y37+ 5k earecta s de
equaciio paramélrica

(x,y,2)=(1,0,0) + “(V’g; _4‘/51‘/3): seR.

(Obs. — Obteriamos outra recta satisfazendo iis condi-
¢des do problema tomando a solugio (Y3, — \/5)).
¢) Note-se que 1, tendo a direcgiio de s (Ca), €

A
Ju

representivel em a e que K s Sendo perpendicular a r ,
¢ também representivelem o.. Como,por outrolado, Qea,
aequagiode « € Y =0, (X,Y,%) e R3. (Notagio:
P—Q=XT+YJ +ZK).

3) f, por ser derivdvel finitamente, é continua. Es-
tamos, pois, nas condigdes de aplicacdo do Teorema de
Lagrange.

Seja (x,y) e 12;

I) se x<<y, pelo Teorema de Lagrange

Jzelx,y[ tal que f(y) —f(x) =1 (2)-(y — x);

serd, pois,

@) -t | =1f@x) —f@) | =
=@ |ly—x|<M:[x—y].

II) se y<<x, analogamente 3we]y,x[,f(x) —
~—f@) =0 (W (x—y); |[f&)—£(F)|=|f (W)
x—-yl<M|x—-y].

III) se x =y, €evidente que 0=|f(x) — f(y)| <
<M:[x—y|=0.

3l) (Ver apontamentos das aulas tebricas. A funcélo
f:R* 7-_3 ¢ derivdvel e continua em 0 e f'(0) é R).

4) a) A e; + eg corresponde, pela fixacio da base

(e1;e2,€3,€4), a matriz coluna ||0]|; a g (es + ey
0
1
1
corresponderd
0 |1 2 0 -1 0’ -1
0 2 — ‘
M, o g I | 3 0 2 4 ;
1 0 0 2 2 1 4
| 1 0 00 1 1 1 |

portanto W = g (e3 + e5) = — ey + dey + de; + ¢
e as suas coordenadas sio —1,4,4 e 1 (na base
(e1,€2,e3,ey)).

b) As colunas de M, sdo constituidas, respectiva-
mente, pelas coordenadas de g (eq),g (e2),g (e3),g (eq)
na base (ey,es,es,e;). Estes vectores sio linearmente
independentes se e 56 se det (M) 5=0. Ora

T i
T
i e 1 R bR [N
T g A Kl f i =%la i=a
0 0 3|«
G 0 e 1
t
= —10£0.

Portanto, (g (e1) , g (e2) , & (e3) , & (es)) € uma base
de E ; oom efeito, se um espago vectorial tem uma base
com n el tos, a sua dimensdo € n e qualquer asis-
tema» de n veclores linearmente independentes consti-
tut uma base.

¢) Como g € linear, w=g (e3+e;)=g (e3) + g (es)
e as coordenadas de w na base (g(eq),2(es),g(e3),g(e4))
sdo: 0,0,1 ¢ 1.

5) a) h:R-R

x—>6x2 + 24x
—4 e 0 os seus zeros. Atendendo a que

€ a fungdo derivada de h,

lim h(x) = —oa,

X —00

h(—4)=2.(—64) +12.16 — 50 =14 >0

lizzmh(x)=+ o0,

—_—00

h(0)-=—50<0,( o e +°°)

- 4+ = 4+

podemos concluir que cada um dos intervalos abertos
digjuntos ] —co,—4[, ]—4,0[ e ]0, + co[ con-
tém uma §6 solugdo da equagio h (x) = 0, Com efeito,
ewiste em cada um destes intervalos abertos, no mdaximo
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uma solugdo (se num deles existissem pelo menos duas,
pelo Teorema de Rolle, h' anular-se-ia num ponto —
pelo menos — desse intervalo). O Teorema de Cauchy
permite concluir entdo, directamente a existéncia de uma
solugiio em ] —4,0 [ e indirectamente em ] —oco, —4[
eem ]0,+4 co.

b) h(0) = —-50<0, h(l) = —36<0, h(2) =
=14>0. Pelo Teorema de Cauchy re]l,2[.
\£xe]l,2[ b (x)=6x2+24x, h'' (x)=12x+24>0-
h' (2) =24+48=T72. Aplicando o método das tangentes
a h|[1,2] no ponto 2 (note-se que h (2)-h'" (2) > 0),

(f
obtemos —14="T2 (xo— 2); xo=2—3—<1,81.

6
Aplicando o método das cordas, concluimos que
14 — (—-36)
~14=T(xi—-2);
14

Xq == 2-—5_ 2—0,28=1,72.
Podemos afirmar que
re]1,72,1,81[. Como

1,81 — 1,72 =
= 0,09 <1/10,

quolquer elemento de
[1,72,1,81] ¢ solugdo
do problema, em parti-
cular podemos escolher r' = 1,T6.

5') a) Suponhamos que a equagdo tem pelo menos
duas solugbes: %o e xq. Entio f(xg)=xq e f(xq)=x4
implicam

(1) [f(x0) = f(x1) | =|%o — %y1]-

Por outro lado a 2. propriedade implica

@ [£(x0) —f (x1) | <M- | xo—x1 |, sendo M ¢ ]0,1.
Ora (1) A (2) € absurdo se | xg— x5 |5=0.

Portanto fica demonstrada a fese.

b) i) n=1. Como fj=1f, \/ (x,y)el?

[fi(x) — 1) I<M[x—y],

pela 2. propriedade ;
ii) Suponhamos a tese demonstrada para n = k;
entdo
M (x,¥) € B[ fig (x) — £ (7) |
=t @)~ GONISU|GE —f F)

SM-M'[x—y|=M#|x—y|;
1]
a tese estd demonsirada para n =k + 1.

((A) por definigio de fi,; (B) pela 2. propriedade
aplicada a (f, (x),f (y)) e12; (C) por hipitese de in-
dugdo).

) () Mxely, 3 (n,p)eN?, [fop, (x)—Fu(x)|=
=6 ) — @) | <M [f () —x| M, o il
tima desigualdade resultando de que f,(x)e[0,1] e
x €[0,1] ¢mplicam |f, (x)—x|<1. Como Me]0,1[,
(M), ¢ converge para 0, i e, (\feeR+t—10{)
(AngeN) (A neN,n>ng) (| M| <5s).

Entdo, por (I), concluimos que

(£ ceRTY—10t) (3ngeN) (N2 neN,n=>n)
(xeD) (3£ peN) (| fuy (x) = fu(x) | <e)
a fortiori ‘
(W xel) (3 eeR*—10l) (3nge N) (3£ n e N,n>ny)
(£ PeN) ([fup (x) = £u () [ <),

isto €, (\f£xel) ((fy(x)aex € uma sucessdo de Cau-
chy).

d) Mxel, F(x)= u.{fwa” (x). Para provar
que F ¢ constante, tcr-se-G de provar que \f (x,y)el?,
F(®)=F(@). Oa F@x)—F(y) = lim f(x)—
— lim_f,(5) = lim_(f, () —f, (v)); mas, por b),
(&, 3) e B) (A n e N) (1 (1) = fu(y) [ <M ¢

como lim M* = 0, aquele limite também € nulo, i. e.,

n—= + 00

F(x)=F (v) c. qg. d.

Enunciados o solugdes dos N.%® 5614 a 5616 de M. Arala Chaves

I S. C. E. F. — 1.* cadeira — Mareuiricas Gerais —
Exame Final — Epoca de Julho — 4.* chamada —
Prova escrita — 9-7-1964.

5617 —1) Considere o conjunto R? e adopte as
leis de composigdo :

(21, 22) + (Y1,Y2) = (@1 + Y1, %2 + 22)
a (24, mp) = (a%,0) (areal).

O conjunto R? fica munide de uma estrutura de
espago vectorial ?

R: Em relagio & lei de composigiio interna, o con-
Junto constitui um grupo comutativo. Em relagiio d led
de composigio externa tem-se: 1 (xq,x5) = (x1,0)£
= (x1,%3) e portanto o conjunto nio fica munido de
uma estrutura de espago vectorial.

5618 —2) Dada a série 3] u,, com u,=ag(n+1) +

1
+bg(n) +eco(n—1) e a+ & + ¢ = 0, mostre que
Sy=ae(n+1) +(@+de(n)+be(d)+ce(l)+
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+cq(0). Se limg(n) =l co qual é a soma da
série?
o 3n+4
Calcule a soma da série _— .
g n(n+1)(n +2)

R: uy=2a¢(2) +be(l) +ece(0)
uy=2¢(3) +be(2) +ee(l)
u3=2ag(4) +bs(3) +co (2
w,=2ag(@m+1) +be(n) +ce(n-1)

e, somando membro a membro estas n igualdades,
obtém-se :

Sp=alp@)+¢(B) + - +o(n+1)] +
+ble() +¢(2) + - +e(n)]+
+celp@ +¢() +--+e(n—1)]=
=@+b+ec)e(@+9@) +--+o@—1)]+
+ag(n+1)+(a+b)e(n) +be() +
+ce(l) +ce(0).

Se lime(n) =1lztco, entdo S=a2al+ (a+b)l+
w00

+be(l) +eco(l)+ee(0)=(2a+b)l+(b+c) e (1)+
+ece(0).

e 3n+ 4 2 1
omo Wy m————————— -— - —
» n(n+ 1) (n+ 2) n n+1

1
T pode utilizar-se o resultado anterior com
n
3
Q(ﬂ)mn-’-i’a——l, =—1¢ ¢=2. Dado

' 1
que fm@(n)—o, vem S—(—1+2)—2-+2-1=
5

2

5619 — 3) A que condigfo deve obedecer o pari-
metro real k para que asimagens de f (z) = zlogz+
+ kxz? possuam um ponto de inflexdo?

Prove que o lugar geométrico dos pontos de inflexdo

de f(z) é y—a:logz—-%.

2kx+1
R: Como tem de ser x>0 e f(x) -———x-———-,
x
haverd ponto de inflexdo para x = — e portanto

2k
terd de ser k <O0.

Reciprocamente, com k<0 vem f''(x)>0 para
ok Por-
tanto, hd ponto de inflexio, se e s6 se k <0.

Os pontos de inflexdo satisfazem com suas coordenadas
as relagies y —=xlogx + kx? e 2kx+ 1 =0. Eli-

1 1
x<——— e f'"(x) <0 para x)—ﬁ.

x
minando k, encontrg-se y = xlogx — 3

5620 — 4) Dada a tabela de valores = |zy @3-+,

ViV Yo '-Yn
e sabendo que os pontos (wy,w),---(=,,y,) estio
sensivelmente em linha recta, admita-se que y =
=mz + p. Que valores se devem escolher para m
e p por forma a minimizar

F(m,m‘-ﬁm—m;—p}h

R: A»r digdes
minimo sdo

oF

arias para a existéncia de

SO —22'](y|—m::—p) x}=0
JF , isto €, A ou
) -2 (yi—mx;—p) =0

op 1

m$x=+ p$x1— $x.yi
m$x,+l’-n=$yi .
A regra de Crauer dd imediatamente
e (84 (3)
Fo-(3e)
CRDICDECDINED
a3l — (2 x,)z

p

Para estudar a condigdo suficiente para a existéncia
o*F

de minimo calculem-se as derivadas s =
dmgp
= 2F < o*F
=2%x, r= = 2 xete=——=2n.
$ e 0 m? g i d p?

Ora s?—-rt—-‘l[(gnx,)z—nzl:x,’] e, faszendo

3= .-
d e GEE.M
n n

—4n2s2 <0. Como r> 0, irata-se efectivamente de
um mingmo,

X ==

, vem g2 —r1t=

5621 — 5) Mostre que o sistema homogéneo
©—2y+= = 0
y—z+t = 0
8—2‘-{-‘&&0
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é indeterminado de grau 2, calcule solugdes indepen-
dentes e apresente a solugdo geral como composigdo
R: A mairiz do sistema

das solugdes independentes.
1 -2 1 00
A= [0 1 -1 1 0:|
0 0 1 —4 .1

tem caracteristica 3 e tomando para determinante prin-
cipal A=|1 —2 1| =1 obtém-se facilmente
0 2o =11
0 0 1
lugdes independentes

0,1,2,1,0) ¢ (—-1,-1,-1,0,1).

duas

A solugdo geral €
X=a(,1,2,1,0) +p(~-1,—1,-1,0,1)
ou

x=—§
|y =a—8
z=2a—8p
t-l

u=_§

5622 — 6) Escreva a equagiio do plano que passa
pelo ponto P (1,1,1) e é perpendicular a recta

{z+‘y+s—0
ot — | .
xz—y =0

R: A estrela de planos que passa por P (1,1,1) ¢
A(x—1)4+B(y—1) 4 C(z — 1) =0 e os parame-
tros directores de r sdo

h=] 1 1l|=1,k=|1 1| 1
-1 0| 051
1 1
1= = —32,
q |1 —ll
A B C
A condigio de perpendicularidade é Wi

C
ou A—B-»—g—m, isto é, A= m, B=m e

C=—2m. O plano pretendido tem por equagio
m(x—1)+m(y—1)—2m(z—1)=0 ou x+y —
—2z=0.

I. 8. C. E. P. — 1.* cadeira — MaTteuiticas Gerais
— Exame Final — Epoca de Julho—2.* chamada—
Prova Escrita — 13-7-1964.

log =

(z>0)
1(x=0) :

Beén & (m‘:o)

5623 — Dada a fungdo f(z) =

€T
resolva os seguintes problemas :

a) Calcule a oscilagdo nos pontos @ =0 e x=co.
Quais sfo os pontos de descontinuidade de f(x)?
Porqué ?

b) Caleule f;(0) e f. (0). Existe f' (0) ? Porqué?

R: a) f(4+0)=—w e f(—0) =1 e portanto
@ (0)=+co; f(+ o) =0 e f(— o0) =0 eportanto

log x sen x
—
X

w(o0) = 0. Como sdo cocientes de

X
Jungbes continuas, a fungdo f(x) é continua em todo
o campo de existéncia excepto para x = 0 onde apre-
senta uma descontinuidade infinita de 1.° espécie.
A fungdo também € continua no infinito.
[/
ogx 1
b) | £)(0) o= it e w00
4 w0

fEN X

£ (0) = tim xx = lim =

= lim
e—1 2x xm— 2

Ndéo existe f/(0) porque fi (0)=£f, (0).
2) Calcule:

a) Pcosxzlog(l+ cosx).
x?—x
b) P_—mi+3z!_“+2'

R: a) Pcosxlog(l+4cosx)=senxlog(l-+cosx)+
sen? x 1—cos?x
m?=fcﬂllog(1+cﬂ'x)+Pm=
= sen x log (1 + cos x) + P (1 — cos x) = sen x

log (1 + cosx) + x —senx + C.
b) Como as raizes de x4 + 3x? + 2 sdo +/21i e
+i, vem x4 +3x24 2 = (x24 2)(x2+41) e

x2 —x x2 —x

X+8x+2 (42 (x+1)
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tem de ser decomposta em elementos simples. Ora

x2 — x So To
®+9 @+ =2+2 =+l

Cidlculo de Sy:

Ry (9) = —o— = ¢ ord
X) = € or
& x4+ 1
minador segundo as potincias crescentes de A =
(=2—-x)+a

—14a

ando o numerador e deno-

x4+ 2,

vem R, (x) = e Sp=2+4x.

Céleulo de Tj:

Rom=ar

minador segundo as poténcias crescentes de Q=x2+41,
(—1—x)+0

e ordenando o numerador e deno-

R = Ty=—1—x.
vem Rg (x) o e Ty x
Entio
x2—x 24 x 1+x_ 2
(x2+2)(12+1}—x3+2_x3+1_u‘/”_
\/_ 1 2x 1 1 2x
( ) 2 x2+2 x2+1 2 x+1

x2 —x 2

X
P ey @ Y (ﬁ) 5

1 1
+Elag(xﬂ+2} —arctgx—Elog(x=+1

3) Ache o desenvolvimento em série de Mac Lauvrix
da fun¢io y = = -arctgx, indicando o intervalo de
validade. Enuncie os teoremas a que tiver necessidade
de recorrer.

1 oo

R: msg(— 1)*x2" para |x|<<1
0 x2nHt
arc!gx=2(—1)‘ i para |x| <1
x2nie
:sarcegx-=z(—1)“2 g e Ix|=<<1.
n

4) Dada a fun¢do F (z,y) =
resolva os seguintes problemas:

a) Estude os mdximos e minimos.

b) A equagio F (z,y) =0 poderd definir impli-
citamente uma fun¢fe y(x) na vizinhanga de certo
ponto? Porqué?

(z—v)t+(y—14,

¢) Oquerepresentaem R3 aequagio F (z,y)=07?
Porqué ?

) F,=4(x—y)3 =0
B 8 e A= g

; =1
tem a 4nica solugdo {x Como F (x,y)>0=

y=1"
=F(1,1), o ponto P (1,1) ¢ um minimizante.

b) O dnico ponto que satisfas & equagdo F (x,y)=0
€ P(1,1) e como F,(1,1) =0 a equagdo nio define
nenhuma fungdo implicita.

c) Em R3, a equagdo F (x,y) =0 representa a
recta {x_l.
y=1

5) Ddé-se o nome de forma linear a um polinémio
do 1.° grau ay =y + azx3 + --- + a,z,. Considerando
o sistema de m formas lineares com = varidveis
fi=ala; (i=1,.-m;j=1,---n), se existem
nimeros ky,ks,---k, nio todos nulos tais que
k; fi =0, as formas dizem-se linearmente dependen-
tes;se by fi=0=2ky = kg = -+» = k,, = 0, asformas
dizem-se linearmente independentes,

Mostre que a dependéncia ou independéncia das
formas lineares é equivalente 4 dependéncia ou inde-
pendéncia das linhas de 4 = |ajl.

As formas lineares sfo necessariamente dependen-
tes se m>n? Porqué?

R: Com algum k; diferente de 0, k, fi=k; ajx;=
=0=)k;al = 0 e esta condi¢iio indica que as linhas
de A sdo dependentes; reciprocamente, se k;al = 0
entdo k;f, =0. Da mesma forma para a indepen-
déncia. A condigdo necessaria e suficiente para que as
formas sejam independentes € que a caracteristica de
A seja m.

Quando m > n a caracteristica de A € inferior a
m e portanto as formas lineares sio dependentes.

6) Calcule o determinante de ordem =

v B [ 4 B T T
A ok e
et - Whea OO

Y | S, R Y

O, (O iy aiteD

deduzindo para esse efeito uma formula de recorrén-
cia.

R: Desenvolvendo D, pelo teorema de LarLice ao
longo da 1.* coluna vem D, =21+ D,_,.
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Logo,
D,=2""+D,,
Dpy=2"2+D,,

- ® s = * = s . LI

D; = 22 + D,

Dyw| 1 1|mBm@+1
o T

e, somando membro a membro estas igualdades, obtém-se

j [0
D, =2t 4 34+ 24 1m

Qn
=2»—1.
2

Enunciados e solugdes dos N.%* 5617 a 5623 de Fernando de Jesus

F. C. P. — Matemiricas Gerais — (Lic. em Matemad-
ticas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — Julho
de 1964.

5624 — 1. Seja
-—2241 e 21

T
R—’R’f(m)a{ 22—4x+3 se x>1"

1) Use a defini¢io de Cavcny a fim de concluir
S(2) —f(1)

g
que a fungio R— 1| — R, g(z) = 1
&L =

tem limite — 2 no ponto 1.

2) Use o teorema de Tavror a fim de explicitar
08 conjuntos :

A= |zeR|f(x)>—2x+ 2|;
B=zeR|f(x) <—2x + 2{.

3) Mostre que f nfo é uma fungfo polinomial
real.

J
5625 — Il Seja A6 C e sejam C—> C, f ()=

i
=122+ e C—C, g, (5) =2+ 3.
1) Considere a sucessio real (a,),, y com a, =

_ A

; explicite o conjunto
1 (n)

A= |neN|a,> au!
e mostre que (a,),.y ¢ injectiva,

2) Use o teorema de Evrer a fim de determinar 2
pela condicgdo de fl e g, admitirem uma raiz comum
e, para cada valor de 2 encontrado, explicite todas
as fungbes polinomiais complexas que interessam
a formulag@io do referido teorema.

5626 — IlI. Sejam r e s rectas nio coplanas e
nfo perpendiculares. Mostre que a superficie gerada
pela rotagio de s em torno de » & um hiperbdide
de uma folha (comece por escolher um conveniente
referencial ortonormado).

5627 —IV. Seja (O;1,7) o referencial métrica-

mente fixado como se indica: ||?H =2; '||;‘-|| =13
2
{(?,})——3—1:. Sejam U,V,A e B os pontos

assim caracterizados: U — O =?; V-0 —,‘?i
A ¢ aintersecgdo da paralela a recta O U que passa
por ¥V e da perpendicular a recta O U que passa por
0; B é a intersecgdio da paralela a recta O U que
passa por V e da paralela i recta OV que passa
por U.

1) Coordenadas, no referencial (O;_:,_-a'; , do ponto
A, Justifique.

2) Equagdo, no referencial (O;?,F}, da elipse
assim caracterizada: passa pelos pontos B e V;
as rectas OB e OV sio seus eixos de simetria,
(Comece por resolver o problema no referencial

— 1 s
Dl s oy _O o == g d =
(O, TB—0] (B s J),qlle eve mos

trar ser ortonormado).

F. C. P. — Mareuiricas Gerars — (Lic. em Matema-
ticas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — Julho
de 1964.

5628 — 1. Seja A= |feF (B, R)|f(x) =xou
f(z) = — =, qualquer que seja xe Bf| .

1) Seja feA. Use a definigio de Cavcny a fim
de concluir o seguinte: f tem limite 0 no ponto 0;
f ndo tem limite 1 no ponto 0.

2) Indique os elementos do conjunto ANe (Bj,R).

5620 — II. Seja R—f* R, f(x) =xcosx—senxz.

1) Indique os pontos nos quais f tem mdximo
relativo estrito e os pontos nos quais f tem minimo
relativo estrito. Justifique.

2) Indique o conjunto f(Rf) recorrendo ao teo-
rema de Borzaxo-Caucny. Justifique.

7
5630 — III. Seja Rj—> R continua e sobrejec-
tiva. Mostre que f nfio tem limite no ponto -+ oo.

- =
5631 — IV. Seja (0;i,j,%) um referencial.
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1) Suponha-o métricamente fixado como se indica:
oL e =3 reE k=g
Hell =1lill=%ll=1;5 XG0 =X,k =
o
=< (k,7) = 3"
Determine os vectores ; ¢ v assim caracterizados :

w pertence ao plano z =0, ¢é perpendicular a ?,

é unitdrio e a sua 1. componente é negativa; v é
perpendicular ao plano z2=0, & unitirio e a sua
3.* componente é positiva.

2) Suponha-o métricamente fixado como na ali-
nea 1). Represente, através de uma equagfo carte-
siana, o cilindro quddrico gerado pela rotacio darecta

z=21
{ i em torno do eixo das cotas.

3) Condicione-o métricamente de modo que o ponto

j e |
(?*?")

ces (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0).

seja o ortocentro do tridngulo de vérti-

Enunciados dos N.% 5624 a 56351
de Anibal Coimbra Aires de Matos
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157 — P. J. Hiron and S. Wywie — Homology
Theory. An introduction to algebraic Topology.
Cambridge University Press, 1960.

Os Autores, na introdugfo, definem os fins a atingir
com esta obra:

«Este livro foi escrito com a preocupagio de cons-
tituir uma introdugdo 4 Topologia Algébrica na sua
forma mais actualizada. Nio se exige ao Leitor qual-
quer conhecimento prévio de Topologia Algébrica;
assim nos fundamentos da Part 1 o Leitor sem conhe-
cimentos de Topologia Analitica encontra uma sino-
pse dos elementos necessdrios para a compreensio do
resto do texto. A fim de que o livro pudesse atingir a
sua finalidade, ainda se levou em consideragio o facte
de ele dever fornecer um conjunto das nog¢des de base
da Topologia Algébrica compreensiveis pelo matema-
ticonZoiniciado nas técnicas e nos problemas descritos.
Se bem que o tratamento dos assuntos se desenvolva,
consequentemente, de forma elementar, os AA. foram
ambiciosos na escolha do material em relagfio ao que é
usual nos livros de texto elementares. I sua opinido que
a literatura é rica em livros de texto avangados, e bem
fornecida de livros elementares e de introdugfio; sim-
plesmente os dois tipos de livros ndio estdo suficiente-
mente interligados. Mesmo os livroe avangados divi-

dem-se naturalmente em dois grupos que podem clas-
sificar-se rapidamente como o dos cldssicos e o dos
modernos, verificando-se ainda em cada um deles uma
rdpida subdivisfo que torna dificil por exemplo re-
conhecer argumentos cldssicos quando apresentados
sobre um aspecto moderno. Tentaram, assim, criar
aqueles elos que seriam dificeis de ser estabelecidos
pelos estudiosos da literatura disponivel.

Assim, enquanto que no inicio os assuntos sio tra-
tados de forma bastante elementar, omitindo certos
topicos, particularmente os que sdo candnicos em
tratados cldssicos, procuraram os AA, estabelecer
nos 1iltimos capitulos os pontos que constituem a
base imediata da actual investigagion.

Parece que os Autores conseguiram alcangar efi-
cientemente o seu objectivo.

Possivelmente prejudicaram um pouco a clareza da
exposi¢do com a adop¢do de uma nova simbologia
cuja vantagem ndo apresenta alguma evidéncia. O
que nos parece porém, inconveniente é largamente
compensado por toda uma estruturagio, desenvolvi-
mento, pormenor e preocupagio diddtica que fazem
desta obra um itil instrumento que permite rapida-
mente atingir as fronteiras actunais da Topologia
Algébrica e poder penetrar na senda da investigacdo
neste campo da matemadtica.



