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GAZETA DE MATEMATICA

Regras para estratégias mistas de jogos
malriciais ¢«2x2»

por Ruy Madsen Barbosa

O pequeno artigo, que apresentamos, leva
por intuito aquele de propagar, melhorar e
ampliar, uma regra pratica que encontramos
na obra de WiLLiaMs (ver bib,), referente a
jogos matriciais «2><2», para determinagio
de estratégias Gtimas.

Apresentamos, portanto, como contribui-
CRO:

1. A demonstragiio baseada no conceito
de esperan¢a matematica de uma matriz ;

2. A ampliagio da regra a determinacio
do valor do jogo.

Sera interessante observar que WiLLIAMS
efectua as diferengas em linha, ou em coluna,
sem se preocupar com a ordem alternada
nas duas subtragdes, o que ndo influi para
efeito de calculo, sdmente das estratégias
6timas ; mas sim, na ampliacio que fizemos
a regra.

Como preliminar 4 apresentacdo especi-
fica dos resultados, acrescentamos inicial-
mente alguns dados genéricos sobre o con-
ceito de jogos matriciais para o entendimento
da exposigio.

Dados gerais sobre o jogo matricial :

De uma maneira geral, podemos dizer
resumida e elementarmente, que num jogo
de soma nula (*) a dois parceiros P; e Py:

(*) A soma dos recebimentos dos parceiros é nula,
considerando negativo o8 pagamentos.

1. P, escolhe um ponto 2 e E e Py esco-
lhe um ponto ye .

2. As regras iniciais do jogo permanecem
apés cada escolha.

3. As regras determinam que P; receba
do parceiro P; um total dependente do par
(x;y)e E>< F; isto é, uma aplicagio f de
(x3;y) no conjunto dos reais.

4.. A aplicacgio f(x;y) é denominada fun-
¢lo de pagamento. Assim, se f(x;y)<0, Py
recebe de P; o pagamento [f(x;y)].

Em particular se E={1,2,3,...m| e
F=A1,2,8,-.<n} com f(3;2)=ajEs
funcio de pagamento assume valores de
uma matriz retangular m > n:

A= [al‘j] m><n

Neste caso o jogo é denominado matricial,
e a matriz A é chamada matriz de pagamento
(ou matriz de jogo).

Os elementos dos conjuntos E e I sido
chamados estratégias puras de P; e Py, res-
pectivamente.

Ezxemplos :

1. Para esclarecimento do leitor o «jogo
de mesma paridade» (com dois dedos), 6 um
exemplo simples de jogo matricial «2><2»:

P 2
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onde, a apresentagiio, por exemplo, por P,

de um (1) dedo e por P, de dois (2) dedos:

A

(paridades diferentes), conduz & obrigatorie-
dade do primeiro parceiro pagar uma unidade
monetaria (—1) ao segundo parceiro, etc.

2. O «jogo de mesma paridade» pode ser
assente em outra matriz de pagamento, por
exemplo na seguinte :

2 —3
[-1 7]

Os exemplos escolhidos permitirdo ao lei-
tor n#o inferir que a matriz de pagamento
se baseia na probabilidade dos eventos; e, sim,
o oposto, a escolha dos eventos esta baseada
na matriz.

E claro que o parceito P; procura eleger
o elemento que corresponda a linha «i»,

desde que assegure para si pelo menos o
ganho:

min aij
7

mas, evidentemente a elei¢io de «i» foi feita
para que min a,; tenha sido o maior possi-
vel ; assim, P; devera ter escolhido «i» para
garantir o ganho de pelo menos:

max min a;;
3 T

A estratégia «i» é entiio denominada maxi-
minizante, ou simplesmente maximin.

Reclprocamente, para o parceiro Py, como
a matriz deve ser considerada com sinais
trocados, devera eleger o elemento que cor-
responda & coluna «j», de maneira que
tenha assegurado o ganho de pelo menos

max min (—a,
Ak, mi (—ayy)

que 6 igual a:

— min max a;;
TV

on ainda, que Py, jogue ¢», ndo permitindo
que P; ganhe mais que:

T =
' min max a;;
7 ¢

A estratégia «» é entio chamada mini-
maximizante, ou simplesmente minimax.

Quando se verificar a igualdade do minimo
que P; assegurou para si com o maximo
que P, lhe permite ganhar, a matriz eviden-
temente contera um par (r;s) cujo valor é
simultineamente minimo da linha r e maximo
da coluna s; ao qual denomina-se de ponto
de sela. \

A matriz de pagamento, abaixo, possui o
ponto de sela (1;1), de valor 3; portanto,
se P; eleger 1, assegura para si pelo menos
o ganho 3; enquanto que P, devera esco-
lher 1 para assegurar que JF; ndo ganhe
mais que 3.

As matrizes podem admitir mais de um
ponto de sela, ou mesmo nio admitir ponto
de sela, como sio os casos dos exemplos 1)
e 2). Em qualquer caso [P; precisa procurar
fazer elei¢des, sem que P, o perceba, de tal
modo que apés um bom nidmero de jogadas
tenha assegurado o maior ganho possivel.

3 5
i -]

O parceiro P; ndo devera, em qualquer
dos exemplos dados 1. e 2. colocar, conti-
nuadamente, por exemplo, dois dedos ; pois,
se P o percebe, evidentemente colocara um
dedo.

Idem, se P; colocar continnadamente um
dedo, pois entdo, P, colocara dois dedos.
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O parceiro P;, bem como Py, deverido
adotar um sistema alternado de elei¢des, que
lhes sejam favoraveis ap6s um bom niimero
de jogadas, sem que o adversario tenha ele-
mentos para descobrir a sua fatura escélha.
Disto resulta que os parceiros deverio esco-
lher uma estratégia mista étima, cuja frequén-
cia das elei¢gdes seja dada por um critério
probabilistico.

Gentricamente, P; adota uma estratégia
mista X ={[r;,&g, -+ 2.](*), © Py adota a
estratégia mista Y ={[y;,%0, - ¥u](*), a8
quais acrescentamos as restrigdes :

Nzi=1 e

i=1

Z yj=1
—

que facilitam as interpreta¢des como frequén-
cias relativas.

A esperanca matematica de P;, do valor
v do jogo, para as estratégias X e Y ¢
dada por:

> ai Plv=a;1 = X ayy2:3;

i iJ

E[X; Y=

Caso X; e Y, sejam estratégias mistas 6ti-
mas teremos :

E[(X; V<L E[(Xy; I £ E[(Xy5 Y]

e, ao par (X;;7Y;) denominamos ponto de
sela estratégico, e, a sua esperanca matema-
tica correspondente: valor do jogo de P,

Para nio nos afastarmos mais em conside-
ragdes teéricas gerais passaremos imediata-
mente ao estado do problema particular
matricial «2 ><2».

(*) Vetores de espagos de m e n dimensdes ; veto-
res estratégias mistas.

Jogo matricial «2><2»:

Seja a matriz de pagamento :

Py
P [a b]
e d
Sejam as estratégias mistas :

[X=[1‘n3'9]
Y =y,

que, pelas restri¢des, poderio ser escritas :

[X=[m,l—a':]
=[y,1—y]

Temos a esperan¢a matemética :

E[(X; V)]=azy +ba(l—y)+ey(l—a)+
+d(l—a)(1—y)

E[(X;Y)]=[(a—8) +(@—c)]Xx

X — e
[ (a—b)+(d-—c)

=[v- (a—b)+(d—c)]

I (d —¢)(d—b)
(a—b)+(d—c¢)

+d

on E[(X; Y)]=8(= —m)(y —n) + kK,

ad — be
S

com K =

Caso possa assumir P, a estratégia @ =m(*),
podera assegurar que sua esperanca sera K,

(*) Nio havendo ponto de sela.

f
f
|
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independente da eleigio de Pjy:
E[(X;Y)]=K

Analogamente, P,, caso possa assumir a
estratégia y = n, podera assegurar que sua
esperanga matematica sera — K; ou que,
P; ganharad s6 K; independente da elei¢io
de Pl:

E[(X; N)]=K

de onde facilmente, concluimos que a estra-
tégia mista 6tima de cada parceiro é:

d—ec¢ a—20>
P Pz X=
ara P, [ T ]

Para Pg:

Y — d—b,a—c:l
S S

que fornecem as regras praticas.

Estratégia 6tima para P;: Calcula-se as
diferencas em linhas, alternadas, e obtém-se
os numeradores trocados das frequéncias
relativas de (1) e (2).

Estratégia 6tima para Py: Calcula-se as
diferencas em coluna, alternadas, e obtém-se
os numeradores trocados das frequéncias
relativas de (1) e (2).

Valor do Jogo: Observando-se que:
8 =[(a—b)+(@d—¢)] ou [(@—e)+(d—b)]
temos :

O valor do j6go é o quociente do deter-
minaate da matriz de pagamento, pela soma
das diferengas alternadas, em linha, ou em
coluna.

Exemplo :

Seja a matriz de pagamento : 3 — 2]
-1 2

Esquema pratico :

3 —2 — 5
¢><\-

—2 S — |6 =4
4 4 | 8

Estratégias 6timas:

{(1) com frequéncia rel. 3/8
! (2) com frequéncia rel. 5/8

[(1) com frequéncia rel. 4/8=1/2
(@) com frequéncia rel. 4/8 =1/2

Valor do J6go: K =4/8=1/2, isto §,
adotando a estratégia [3/8,5/3],P; pode
assegurar para si, ap6s um grande nimero
de jogadas, pelo menos um ganho de 1/2
unidade monetaria em média por jogada,
independente do parceiro adversario. O par-
ceiro Py devera adotar a estratégia [1/2,1/2]
para assegurar que P; nio ganhe mais do
que 1/2 unidade monetiria em média por
jogada.
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