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Si les fonctions 9, prennent sur a;, quand
n varie, une infinité de valeurs différentes,
il y aura parmi les descendants de a;, un
au moins, soit #;, ou les fonctions 9, pren-
dront aussi une infinité de valeurs différentes.

En effet, s’il n’existait pas un point dans
ces conditions, l’ensemble U 9, (I" ;) des

valeurs prises par les ¢, dans I'r, serait
un ensemble fini; done la réunion des ensem-
bles E(J)— J représentant un sous-ensem-
ble quelconque de Uo,(I'xy) — serait, elle

anssi, finie. Et puisqu’on a U o.(x) C
CUE[pg.(Txy)]cUE(S), le nombre des

valeurs différentes prises par les fonctions
0, sur &, ne pourrait pas étre infini.
Considérons donc le point ; ainsi obtenu.
On ne pourra pas avoir ;€ la| car cela
contredit le résultat déji obtenu pour les
sommets de {a}. Mais si x; ¢ {a}, nous
raisonnerons pour z; d’une fagon semblable

4 celle que nous avons utilisée pour a, et
nous obtiendrons ayeI'w;. Nous pourrons
construire un chemin [xg,a;,2p,.-+] sar
les sommets duquel les fonctions ¢, pren-
dront une infinité de valeurs différentes et,
si le graphe est progressivement fini, il se
terminera t6t ou tard sur un sommet z, ¢ {af,
ce qui contredit de la méme forme, le résul-
tat obtenu plus haut.

De cette facon nous avons montré que,
quand = varie, les fonctions ¢, prennent
dans tous les sommets du graphe un nombre
fini de valeurs différentes ; donc leurs restric-
tions & un ensemble fini sont, elles aussi, en
nombre fini.
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Sobre uma Demonstragcdo simples do Lema de Zorn

por J. Marques Henriques

As trés proposigdes que a seguir enuncia-
mos, o Axioma da Escolha (AE), o Lema de
Zorx (LZ) e o Teorema da Boa Ordenacio
(BO), sdo equivalentes, ou seja, tomando como
base uma delas, podem a partir desta demons-
trar-se as outras duas.

Em todo este artigo utilizaremos as nota-
cdes, defini¢des e enunciados que se encon-
tram na obra citada em [3]. E posto isto,
passemos aos respectivos enunciados:

(AE) Dado um conjunto niio vazio, M=~9,
seja P(I)*: = P(M)— |9], onde P (M)

designa o conjunto-poténcia de M. Entio
existe uma aplicagio f, de P(M)* em M,
tal que para todo o conjunto U (n#do vazio)
de P(M)*, se tem: f(U)e U (ZERMELO).
Em simbolos :

VB -~ma A
P

Ue P(M)*

(f(U)el).

A aplicagiio f chama.se usualmente fungdo
de escolha.

(LZ) Seja M um conjunto (totalmente)
ordenado e nio vazio, tal que todas as cadeias
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(i. e. sub-conjuntos totalmente ordenados)
possuem majorante. Entdo M possui um
elemento maximo.

(BO) Qualquer conjunto pode torpar-se
bem ordenado ().

Se do enunciado de (AE) parece deduzir-se
ser o mesmo intuitivo, basta o facto de se
demonstrarem as equivaléncias entre as trés
proposi¢des, para se concluir da complexi-
dade de cada uma delas, a julgar pela com-
plexidade de (LZ) e de (BO).

ZerMELO (1904) demonstrou a implicagio
(AE)=(BO). Nos tratados modernos da
especialidade é vulgar, no entanto, encon-
trarem-se as demonstragdes feitas na ordem
segainte :

(AE) = (LZ)=(BO)= (AE).

Em [3], STeEINER demonstra (LZ)=>(BO)
e (BO)=(AE), deixando, pela sua maior
dificuldade, a terceira demonstragio emlaberto.
(LZ) é uma proposigio de importincia extra-
ordinaria em varias disciplinas da Matematica,
e muito especialmente na Algebra. Apenas
para referir alguns dos teoremas que se
demonstram a partir de (LZ), citaremos os
08 seguintes:

— num anel comutativo com unidade, todo
o ideal distinto do anel estd contido num
ideal maximo;

— todo o espago vectorial possui uma base;

— o teorema de STEINITZ, relativo aos
€oTpos.

Neste artigo vamos demonstrar, a titulo de
simples exercicio, a implicacio (AE)=(LZ).

(1) Em [1], Acsema Costa demonstra (BO) no
caso particular de um conjunto nfo vazio de mime-
ros naturais, baseando-se apenas nos axiomas de
Peano, e usando a ordenaciio <<, assim definida:

a,beN: a<b:<= V (a=bd+¢).

cEN

Para isso, provaremos com base em (AE)
um lema intermediirio, e deste derivaremos
finalmente (I.Z). Antes disso, porém, vamos
fazer algumas consideragdes, que nos serio
de grande utilidade na primeira das demons-
tragdes.

DEr.: Cadeia mdxima em M é cadeia
em M que relativamente & inclusio de con-
juntos nio é parte propria de nenhuma outra
cadeia em M.

Como para qualquer cadeia K em J se
tem K C M, segue-se que qualquer conjunto
R de cadeias em M ¢ elemento de P (P (M)).
Num tal conjunto R introduziremos uma
ordenacio mediante a vulgar inclusio de
conjuntos :

K],KQGR: KIE.Kz:(:) K-[ CKQ.

No que se segue chamaremos a qualquer
cadeia num conjunto & (de cadeias em M)
cadeta fotal (para assim individualizarmos as
cadeias em R das cadeias em 1IM).

E, posto isto, passemos & demonstragio do

Lema Auxiliar (LA). Toda a cadeia em
M (conjunto que satisfaz & hipé6tese de (LZ))
esta contida numa cadeia maxima.

DeM.: Vamos fazer a demonstragio por
redugio ao absurdo, provando que ndo 6
possivel a existéncia duma cadeia que ndo
gatisfagca (LA). Seja K; uma tal cadeia.

1. Seja X uma outra cadeia em M tal
que Ky K. Uma tal cadeia existe sempre,
pois que por hipétese K, néo é cadeia mé-
xima, pois se tem sempre K,C K;. Do
mesmo modo K nido é cadeia maxima, pois
se o fosse, o lema estaria automiticamente

demonstrado. Formemos entdo o sub-conjunto
de M:
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My:=|m|meMAm¢KA\KU|m| cadeia em M]|.

Como K n#o é cadeia maxima, segue-se que
My=~¢ . Introduzamos agora uma funcgio de
escolha, f:P(M)* —~ M, nos termos de
(AE). De MxC M N\ Mx+#9¢p—= f(Mx)e Mx.
E, como se tem (da def. de Mx) KNMxr=4¢,
é ignalmente KN | f(Mg)l = 6.

Deste modo definimos um conjunto
K':=KU\|f(Mx)}, a que chamaremos o
sucessor de K. Da def. de K’ resultam
imediatamente as seguintes propriedades do
sucessor de X :

KcK'; K=£K'; K' é cadeia em M.
2. Consideremos agora o conjunto R*
de todas as cadeias K em M, tais que
Ky K, onde K, é a cadeia fixa que acima
consideramos (por nado estar contida em
cadeia maxima em M).

DEF. :
6 fechado

Um conjunto & de cadeias em M
te=>

() KoyeR;

(@) KefR= K'eR;

(iiz) Sendo T cadeia total em & =
UTe R AUZT cadeia total em K (1).

Posto isto, verifiquemos que o conjunto R|*,
que acima definimos como :

K*:=]|K|K cadeia em M A K, K},

é fechado. De facto, as trés condigles da
def. siio de verificacio imediata :

() K CK=KeR*ANR*F£4¢;
() KeR*—K,C K=K, K' = KU
Ulf(Mg)} = K'e &% ;

(1) Esta def. de conjunto (de cadeias) fechado
refere-se, evidentemente, s propriedades (i)-(¢ii) e
nio tem gqualquer parentesco com a nogio topoldgica
de conjunto fechado.

(i77) Seja agora T uma cadeia total em
f£*. Entao é valida a implicagao

A (K cT)=EK,cUZ
TeT

e daqui se conclui que |J T € R*; resta-nos
demonstrar que UT ¢ de novo uma cadeia
total em R*:

UTez,y= \ (@eZiAyeT)

Ty, Tye X

e como T 6 cadeia total, tem-se:
T]CTQV TQCTI'

Como os dois casos siio simétricos (por sim-
ples troca de findices), smuponhamos que se
tem 77, C 71,. Entio é x,ye 7;. Mas como
T, é por sua vez cadeia (em M) = axcy
V yc=a. E daqui se conelui que I 6 uma
cadeia e, como por def. de ®* (ver acima),
UTeR*, UT é cadeia total em K*, como
pretendiamos verificar.

Vamos agora mostrar que « intersecgdo de
todos os conjuntos (de cadeias) fechados é de
novo um conjunto (de cadeias) fechado.

Designemos esta intersecgiio por &.
Entio 6 G: =NAK.

(!) Como K,eR para qualquer R fe-
chado = K,eG;

() KeS= /!;\(Keﬂ), com §® fechado
> N\N(K' eR)=K'eB;

(fi) Seja T uma cadeia total em &=
= \(TCR) e como K 6 fechado -UT ef
parf todos 08 R=UTeB, e tal como em

fR*,UT é conjunto totalmente ordenado,
como pretendiamos mostrar.
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Desta demonstragiio conclui-se ainda que
é valida a implicagio: R conjunto fechado

=B cC R.

3. Dgr.: Chamaremos a Kye® (cadeia)

normal :&

N\ (Kc Ky Vv ExyC K).
K{-@

Por hipétese é e. g. K, uma cadeia nor-
mal, pois tem-se: [\ (K, C K).
KeS
Dada Ky normal, designaremos por Ry
o conjunto

Kv:=|K|KeB AN (KT ExV Ky CK)|.

Da def. de Ry tira-seque Ky pertencea Ry
e Ry C & . Verifiquemos que o conjunto Ky
é fechado, qualquer que seja a cadeia nor-
mal Ky.

(i) Kye Ry, qualquer que seja Ky, pois
K, é normal e K;C Ky;

(7)) Seja KeRy. Pretende-se mostrar
que KieRy. De Ke Ry tira-se:

Kic KV KcC Ky;

—s8e Kfyc K=Ky K'= K'e 8;
—se K C Ky, vamos considerar duas hip6-
teses :

1.° K'c Ky e entio K'e Ry;
2° K'& Ky. Como Ky é normal

=KycCcK =KcKycK'.

Mas como K' apenas contém mais um ele-
mento do que K, deve ter-se:

KK\ K= K,

Por ser K' & Ky n#o pode ser Ky= K',

pelo que é forgcosamente K =Ky— K'= Ky
=K'D K}y =K'ef;

(¢7/) Seja finalmente T uma cadeia total
em Ry.

Ainda aqui vamos distinguir dois casos:

12 A (TcKy) >UTcKy >UZT e R;
TeT

20 \/ (TEKy) =KicT SKiCUZ
TeZ
= U T efly

e UT é cadeia total em Ry (tal como em 2.,
no caso de R*), como pretendiamos veri-
ficar.

Do que acima expusemos, concluimos que:
Ky G, por def. de Ry, e
& c Ky, por ser G =K, com { fechado.
Logo é: G = Ry.

4. Designemos por N o conjunio de todas
as cadeias normais, tais que Kye . Vamos
também aqui mostrar que N € conjunto
fechado :

(?) KoeR;

(i7) Se KyeN, tomemos uma cadeia
arbitraria Ke @ tal que KEKy = KZKy
= Ky c K, pois que Ry=G, e da def. de
Ky = K, 6 cadeia normal e portanto
KyeN;

(it{) Seja, finalmente, T uma cadeia total
em N A Ke®. Mais uma vez vamos dis-
tinguir dois casos:

1. AN(TcK)=>UZcCK;
TeT

22 \/(T#&K), e neste caso como T 6
TeF

cadeia normal (da def. de N)=Kc T

— =l


http://def.de

GAZETA DPE MATEMATICA

25

dos dois casos possiveis tira-se que JTeN
e tal como em 2., no caso de R*, UZI é
cadeia total em 9, como pretendiamos
mostrar.

Uma consequéncia importante do facto de
N ser conjunto fechado é que N =&, oun
geja: N=G= Ry. Vejamos agora que:
N ¢ um conjunto totalmente ordenado (relati-
vamente & ordenacéo «inclusido de conjuntos»).
De facto, tem-se:

KN’ ’ KN‘e 9}=)K,N,CKN, V KN:C KN1 ]

como consequéncia imediata da def. de cadeia
normal Ky.

5. Como N =@ 6 conjunto totalmente
ordenado e fechado, a unido de todos os
conjuntos de & & elemento de &:

G:=U@G@-

Mas, como & é fechado = G@'e® =
=G c UGS = G. Devido ao facto de ser
GcC G', da def. de G' e também de ser
G+G' (eml) ==G@=G'AG+G'. Eeis
0 absurdo a que fomos levados por aceitar a
existéncia duma cadeia K, em MM que nio
estd contida numa cadeia maxima em M.
Logo, (LA) estd completamente demons-
trado.

Finalmente, demonstremos (LZ) a partir
deste (LA): (LA)=(LZ).

Dem.: Como por hipétese M é conjunto
nio vazio, existe um me M e portanto |m|
é cadeia em M, uma vez que m—m. Agora,
utilizando (LA) concluimos que |m| esta
contida numa cadeia maxima K, pelo que
meK.

Mas, por hipétese (v. enunciado de (LZ)),
K possui um majorante be M, ou seja, para
todos o8 ke K 6 kb, o que escreveremos

abreviadamente, pondo Kc—b. Restanos

mostrar que este elemento be M é elemento
maximo em M. Ainda aqui vamos partir da
hipétese contraria, e verificar que se & n#o
fosse elemento maximo em M, isso condu-
ziria a um absurdo,

Se b nio é elemento miximo em M,
entio, por def. de elemento maximo, existe
um elemento b;e M tal que se verifica:
b=by Ab=Eby. Ora, b; nio pode ser ele-
mento da cadeia K, pois que de 4,6 K se
concluiria que b;,—5b, o que, conjuntamente
com b by teria como consequéncia b = ;.
E pois b, ¢ K.

Formemos entdio o conjunto uniio de K
com by;: K*:=KU|h}|. De b, ¢ K tem-se
Kc K*, com K=K*. Como K é cadeia
em M, tendo & como majorante e b= by,
é para todos o8 ke K:

kbbb =kcb.

Ora, isto é precisamente a afirmacdio de
que K* ¢é cadeia em M, o que arrasta a
um absurdo, uma vez que por hipétese K
é cadeia maxima em M. Logo, a hip6tese
que haviamos formulado de & nio ser ele-
mento maximo em M é falsa, e deste modo
o Lema de ZoRX esta completamente demons-
trado.
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