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Sobre uma generalizagdo da [érmula de Taylor

por F. Teixeira de Queiroz

O estudo das fungdes de variavel complexa
reduz-se, quase exclusivamente, ao das fungdes
holomorfas. Em consequéncia, um tal estudo,
abandona, quase por completo, fungdes tio
simples como |[z| ou tdo importantes como
as fungdes reais de variavel complexa. A razio
de ser dum tal abandono reside na impossi-
bilidade de derivagiio, e na auséncia dum
método que substitua esta no estudo do com-
portamento de func¢Bes nas vizinhancas dam
ponto.

Procuraremos nesta nota mostrar uma
maneira simples de abordar o estudo das
fungdes duma variavel complexa de forma a
permitir o estudo duma classe de funcdes
muito mais geral que a das func¢des holo-
morfas. Reservamos para um artigo ulterior
a apresentacio duma aplicagiio & fisica mate-
matica da matéria aqui desenvolvida.

1. O operador —i
D=z

Seja z==x + ¢y (com x e y reais) uma
variavel complexae f(z2)=X(z,y)+¢ Y (2, y)
uma func¢do dessa variavel, definida num
dominio ou em todo o campo complexo.

Seja z, um ponto interior a esse dominio.

Designemos por

o operador

@ 2@y 1 [ fG)-ds

Dz R0 271, 4 (2 — 29)?

em que I' 6 o circulo de centro z, tal que
| z2—2 i =1,

O operador assim introduzido faz

Dz
corresponder, sempre que o limite exista,
a toda a fungdo f(z) uma nova funcio de
varidvel complexa. Além disso a formula de
CaucHY garante-nos que

D f(2)
Dz

=f'(

qualquer que seja a fungdo holomorfa
7@).

Desta forma, o operador acima introduzido
6 uma extensio do operador de derivacio.
Vé-se também, duma forma imediata que ele

é nio s6 linear como iterativo, e, que, se desi-
D2
gnarmos por

o operador resultante
2

dessa iteragio, sera

Df(2)
——.dz
Dif(z) _ lim i Dz
D22 R0 27t (z — 2p)?

rt



GAZETA DE MATEMATICA

Da mesma forma, como quando 2z -z,
z - zg, pode-se definir o operador

DfE _ gy L (L@ :-de
Dz w0 2%iJ (e—zP
1

@

Por iteracio dos operadores (1) e (2) defi-
nem-se os operadores de ordem superior.
Em particular, tem sentido falar no operador

D2
DzDz
derivadas de fungdes holomorfas visto exigir
destas propriedades contraditoérias que s6
podem ser verificadas por constantes.

A definicio dos operadores (1) e (2) esta
dependente duma passagem ao limite. Nada
nos garante que tal limite exista quando
aplicado o operador a uma dada funcio.
E porém possivel definir uma classe de fun-
¢cbes na qual tem sentido a aplicagio dos

el T ) L nio tem OOI'I'BSPODdeDtB nas

e D_ . I isso que passa-

Dz Dz
mos a fazer:

operadores

2. Fungdes de classe C,.

Diremos que, num ponto, uma fungio é de
classe n#o inferior a C, se, nesse ponto,
a parte real e a parte imaginaria da fungéo
admitirem derivadas parciais continuas de
ordem 7 em relagdo i parte real e a parte
imaginaria da variavel. Diremos que a fungio
é de classe C, se for de classe niio inferior
a C, mas jA ndo for de classe ndo inferior
a C-+1 .

Dada uma func¢io de classe ndo inferior a
C, no ponto zy = x; + ty,, pode escrever-se
nas vizinhancgas desse ponto

f(Z)=X(m,y)+fY(w,y)
—x+2 a4 2 ay
dx 0y

-+ Bat

4 (Y+£d LT P 13)
ox 0y

em que as func¢des do segundo membro sio
calculadas no ponto xy,yg.
Sera entdio, fazendo z —z; = Re'?

* f(2)d=
Jr_"'

(2—2)?

21:
I: c59+-—£3m9+
0y

+z'("Y si ):]e-"“idﬂ-i-.&",
0x ay

FrIX. 0T\ /0T L3R
] (L 2L N (2 BN o

lerraloeil:
Donde

Df 1(0X JY )Y X
3 =t Skl L
®) 2(dw+6y)+2(c‘w dy)

Dz
Duma forma analoga se provava ser

D e
+?( -+ X)

Destas igualdades tiram-se imediatamente
as seguintes propriedades dos operadores
introduzidos :

friete o L
—f (X + i¥)e-i0d0 +

@ L= (22

D sl X ﬂ)
Dz 2\dx Ay

Se f(z) 6 uma fungio holomorfa de z
Df _
=L =7/
E condigio necessiria e suficiente para que

f(2) seja uma fun¢io holomorfa de z que

D'f=0.
Dz

Portanto o operador inverso de D£ 86
z

pode ser conhecido a menos duma funcgio
holomorfa de z.

Sendo dz=dx -+ idy, verifica-se, para
toda a fungéo de classe C;, que
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Df Df 0 X 0X 2 f 2 X
b dz =2%da dy+ dz2 =T da?
©®) Dz + ox g 0y < & D22 0 x? »
oY 02 X 22X
2o +4_d) 42 dody+ Xy
+ = = Yy 00y / ppr Y

. 2y 2y 2Y
~ 2 DR 3
Se Z=Ff(z) e z = 9(u) sdo fungdes de T4 (daﬁ dwt R Jdxdy e G 9y dy)

classe C) seri
Esta identidade pode ser generalizada para

(6) R ) DZ_ 28 : os operadores de ordem n. A demonstragio
Du Dz Du ~ Dz Du faz-se por recorréncia. Se admitirmos que a
igualdade é valida para os operadores de
Tem-se ordem =, serd, com j4+k=n
e . DZ . =
Dz Dz 050 Sy > (”) S i -
jo\J/ D27 D2z*
Todas estas igualdades sio de ficil dedu- X hsax
¢ilo, para o que basta substitair nos primeiros =2 2 ( ) dal 0yt daldy* +
membros os valores tirados de (3) e (4). i
De (3) o (4) obtemos por iteracio que + Z (n) a't ¥ duidy
m0 dxi oyt

D2 g 2 2
_,F_i(a X WX o ay>+

(M v
D22 4 \oJa? d y? oxdy Se a fun¢do for de classe ndo inferior a

n + 1, tal igualdade aplica-se as fungdes

£ (%Y 2T 5 02X
LR TP iy LS AR
4 \o 0y? 0x Iy —=, podendo entdo escrever-se

Dz Dz
D2f 1 /02X 92X
8 —_— = — T
P (amﬂ &% ayﬂ) BOf avy PL e
__i(32Y+ sz) Dz Dz
2 - n+1
loa t oy I Y - AP
jmo \J Dzi+1 D z*
Df 1/0X . #X 2y
) DA q g 2_26 i . A Drtf
z x 0y xay +Z( ) —dzidzk+ —
: <\ ;) DeiDFn
i (Y »2Y 3 02X i=0
4 \da2 93?2 oxdy 0X 9
1 . o? a—w'f-;—-y*
conjunto de igualdades este que conduz & “5[2(J> T daidy*(dx+idy)+
. . =0 zl oy
identidade
n(_"_"f "_Y)
D2f D2f S n) oy ox/ . . >
10 d224+2—~ _dzdz +1 ) ——————daidy*(d d
(1) SCd2+2——-dsds+ 2 Seiag  Seiddeidy)+
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o (d X oY ponto diferente da origem. Temos
3“1 n de oY ; ;
+2(0) m awire—iant  0x_ s X _ 4 #X_ p
J= —_—=— = =
oz |z|’ oy 2|’ 022 |z’
0X oY
Z a( e ) 22X =y BX 22
g e*d idy*(de—id 5’ 2 |z|5
j=0 ) T R i y)] S Ll
ou seja
1 =
o (1) ()=(T). b
— = ’ o H
esta ignaldade simplifica-se e mostra que a D=z 2|z| ~ De 2|z|
igualdade (11) ainda é valida para a ordem D2|z| 22 D2?|z| |z 2
n+1. Como a igualdade é valida para a T o 4]2]5’DzD§= 4[zp
ordem 1, ela sera valida para qualquer ordem
i : 5 . i D2z |z ]2
inferior ou igual a da classe da funcgio. = edag =T
Como consequéncia da identidade (11) po- 5 ||
demos escrever que se f(z) é de ordem ndo portanto
inferior a C, no ponto z,, entio
z
) |2+ dz| = 2] + TS +
(12) f(zu+dz)=f+Dfdz+ Of a5 + 2] 2|5
Dz 1 |z |2 =
Df 219 0 i dsite +"_! _-4|z[5 g 24|z|5 By
et g8 = gedeil. s
HETAV N DzDz -
w= 2) + Ry
D2f — 4|z )
=dz2) + -« + R,
= Dz2 )

onde as fungdes do segundo membro sio
calculadas no ponto z;.

Trata-se duma generalizagiio da férmula de
TAYLOR.

Com efeito, se a fungiio é de classe nio
inferior a C,, as suas partes real e imagi-
naria podem ser desenvolvidas pela férmula
de TAYLOR e, aplicando sucessivamente a
identidade (11), obtém-se (12).

A igualdade (12) permite fazer o estudo
local duma funcio ndo holomorfa e a exten-
sio a estas de grande nimero de proprieda-
des das fung¢des holomorfas.

Como aplicagio da férmula deduzida con-

sideremos os primeiros termos do desenvol-

vimento de |z| = X(x,y)=Vz?+3?, num

Se considerarmos apenas valores reais e
acréscimos reais da fungiio, teremos

|z +da|=|x|+h(x)dx+d(x)da®+ Ry

em que facilmente se reconhece serem 7 (x)
e ¢(x) respectivamente a funciio de HEAVISIDE
e a distribuigio de Dirac.

Apesar da fungiio considerada niio ser de
classe (| na origem, ainda é possivel, a par-
tir de (1) e (2), calcular os operadores nesse
ponto verificando-se que

Dz Dg D3z, Dz =
Dz Dz D z2 Dz2
D2z
— = oo,
DzDg



