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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. P, — Mareuiricas Gerais — (Engenharia Elec-
trotécnica, Mecanica, de Minas) — Exame 4 —
20-7-64.

Observagio — O aluno deve resolver somente um dos
problemas 2, 2', um dos problemas 5, 5' e os proble-
mas 1, 3, 4 Quem desejar uma maior valorizagdo da
sua prova deverd optar pelo problema 5' Pretende-se
uma exposigdo clara e rigorosa

5632 — 1) Para cada par (a,b) e R?, considere
o seguinte sistema de equagdes lineares
z+ Y+ z=1
S(“,b) x4+ aty + z=a? (x,y,2)e R3.

22+ 2y + (3 —a)z=202
[ a) Determine os conjuntos

A =|(a,bd) e R?; S(a’,,} é possivel|,

A = |(a,bd) e B?; S(a’b) é simplesmente indetermi-
nado{C 4,
A" =}(a,bd)e R?; S(a ) ¢ duplamente indetermi-
nado{cC 4 e
A" = (a,b) e RZ; S(u’” é triplamente indetermi-
nado{C 4,

justificando as suas respostas mediante recurso ao
teorema de Rouché.
b) Para (a,b) e A', determine o conjunto B, ;

(c B?%) das solugBes do sistema S, -

2) Sejam 4 e B conjuntos nio vazios, f: 4+ B
e g:B— A tais que fo(gof):A— B é uma bi-
jecgdo. Mostre que f e g também s3o bijecgOes.

2') Mostre que se 4 ¢é uma parte ndo vazia de
R, aed, f:A—~R e f (a)e Rt — |0}, f ¢ con-
tinua 4 esquerda em a e estrictamente crescente A
esquerda emm a. (Comece por definir com precisiio:
derivada A4 esquerda de f em a — f/(a) —, fungio
continua & esquerda num ponto do dominio e fungdo
estrictamente crescente A4 esquerda num ponto do
dominio).

3) BSeja f:R— R
x — sh (sen (sh x)) .

a) Determine a fungfo derivada de f,

b) Determine o contradominio de f, justificando.

(N. B. — Recorde que sh: R —+ R tem contradomi-
nio R).

¢) Diga em quantos pontos f|[—2,2] tem extre-
mos relativos estrictos, justificando a resposta.

(N.B. 3<sh2<4).

4) O referencial (I) (0,i,7,k) & ortonormado.

O referencial (/1) (Q,1,J,K) é fixado, relativa-
mente a (/), da forma seguinte:

Q—0=%¢,1T=4i, J=j, K é unitdrio,
X E) =X (,K) =k, K)
e (I) e (I) tém a mesma orientagio.
a) Escreva as «férmulas de transformagio de coor-
denadas» que permitem determinar as coordenadas de

P em (/) conhecidas as coordenadas de P em (I).
b) Deduza a equagéo do cilindro de geratrizes pa-

ralelas a K e tendo por directriz a circunferéncia do
plano Oz y de raio 1 e centro Q:

1.°) no referencial (I]);

2.°) no referencial (I).

5) Decomponha a fracc¢io racional

Xt —2X3+-6X2-8X+17
X3 —-2X24 X—2

numa soma de elementos simples de C (X), sabendo
que 2 é um zero de X3 —2X2 4+ X -2,

5) Sobre A =]—oco,1[ considere a seguinte
operagio:
f: A2— A
(@, >+ (1l—2)-y.
(Notagio: f(z,y)==d4:y)-
a) Mostreque [0,1[ é estivel para a operagio .
b) Mostre que (4, 4f) é um grupo comutativo;
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¢) [0,1[ com a operagdo induzida é um grupo
comutative ? Porqué ?

Resolugdo do exame 4

1. a) Designemos por M, a matriz
14 1 1 0 0
M=t a2 1 |; deM)=|1 a2-1 0 |=
2 2 3-—a 2. 4 1—a

= (a2 —-1)(1 —a). Se a¢|—1,1{, a caracteristica
de M, é 3 e S, ,, €um sistema de C'ramer, logo pos-
sivel e determinado, Se a = 1, a caracteristica de M,
€ 1. Escolhendo para principais a 1.* linha ea 1.*
coluna de M,, as matrizes caracteristicas da 2.2 ¢ 3.2
‘ 1 l | S | 1 A ed

equagies sdo

1.1
2 b2
tanto, para (a = 1) A (b = V§V b= — ﬁ) ) 'S:-.b;
¢ duplamente indeterminado; para (a=1) A (b=V2Z A
AbzsE—V2), S, € impossivel. Se a=—1, a
earacteristica de M, € 2 e podemos escolher para
principais a 1.2 e 3.2 linhas e a 1.° e 3.7 colunas:

1 2 b? 11
=0 seesése (b =2 Vb=—y2). Por

|| e ol H . A matriz caracteristica da 2. equagdo
2 3+1
i3 R
serd, entdo, ||2 4 b?||, cujo determinante € nulo
(3 s |
qualquer que seja b (e R), por existirem duas linhas

iguais.
R: Em conclusio:

A =|(a,b)eR?; (ask) V[a=1A(b=y2V
Vb”’-‘/g}”:

A' = |(a,b)e R?; a=—11,

A" = j(a,b)eRY; (a=DA(b=V2ZVb=—y2)(,

A= g,

b) Se (a,b)eA', i. e, s¢e a=—1, o sistema

x+y+z=1

2x +2y +4z="h?

Ora as solugdes deste sio:

S.,m € equivalente ao sistema {

{x,y,z)aR¥,

}l—y 1| 1 11—y

b?—2y 4 2 b2—2y

1 1 1Y =1 yyeR, ou
|2 4| |2 4

4—4y—b2+2y  b-2y—242y

( 3 1Y s = yeR;

b2—4 b2 — 2
R: By u"‘{(_y_ B T A B )i)’aR}

2. Sejam ¢ =gof e 4 =fog e designemos por
ed (h), para toda a fungdo h, o contradominio de h.

‘E evidente que cd (y) C ed(f); ecomo, por hipdtese,

ed (§) = B, tambem cd(f) = B, i. e, f é sobrejec-
tiva. f é injectiva: sendo, 3 (x,B) e A2, tal que a==B
e f(2)=£(B), logo §(z) =1 (g (F(2)) =F (& (F(E)) =4(B),
o que € absurdo por { ser injectiva. Estd, pois, pro-
vado que f € uma bijecgdo Seja h = f~' a bijeccdo
inversa. B evidente que g = ho(yoh); eomo a com-
posta de 2 bijecgies € uma bijecgdo, fica provado que g
é uma bijec¢io.

2. (Ver apontamentos das aulas tedricas).
3. a) A fungdo derivada é
fl:R-R
x — ch [sen (sh x)) - cos (shx)-chx.
b) De ed(sh) =R e ed (sen) =[—1,1], conclui-
mos que cd (sen osh) =[—1,1] e, portanto, ed (f) =
= cd [sho (senosh)] = sh([—1,1]). Por outro lado,

como (sh) =ch e, % xeR chxeR*— 10t sh é uma
fungdo continua estrictamenle crescente e, entio
sh([—1,1]) = [sh(—1),8h1].

R: cd(f) =[sh(—1),sh(1)].

e) Designando por g a fungio f|[—2,2], tere-
mos g' =f|[—2,2]. Como, W xeR, chx>0,

podemos concluir que a equagio g'(x)=0 ¢€ equivalente
& equagdo cos (shx) =0, xe[—-2,2].

3
%<3<s&(2)<4<—2’1

De
3= 3
—-T"{—4<8h(—2)<—3<_'§'
T w 3r 8=
resulta que [——2—,—2—](:3!1 ({—2,2]'}(:]—7,?[;

portanto, as tinicas solugies da equagdo g'(x) = 0 sdo
xg = Arg sh (—%) e Xy = Arg sh (%) o Darg

xe]—2,x[U]x1,2[ g'(x) <0 e g ¢ estrictamente
decrescente em x; para xe€]xy, x| g (x)>0 e g
€ estrictamente crescente em x . Portanto, g tem extre-
mos relativos estrictos em — 2, xq, Xp € 2 (mbximos
nos 2 primeiros e minimos nos 2 Gltimos).

R: f|[—2,2] tem extremos relativos estrictos em
4 pontos.

4. a) Para todo o ponto P, temos P — O =
= (P —-Q)+ (Q—0), de onde xT-}-yJTi- ZK =
-XT+ YT +ZK +T; mas K = ¢(T+?+i), com
14 1S
01 a
0 0 «

aeR, tal que a2.3 =1 ¢ >0, idsto €
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V_- . Portanto, k={3K—1—17, e a igual-

dade anterior permite escrever:
=0T+ yJ +2(—1-J+¢Y3 K)=XT+YJI+ZK,
X=x—z—1
Y=y—z
Z=\3z.

R: Sdo estas ((F)) as a«férmulas de transforma-
gdo» pedidas.

b) 1.°) A equagdo do cilindro no referencial (II)
¢ X24+Y2=1, (X,Y,Z)eR3. Com efeito, como
as geratrizes sio paralelas a K, basta notar que
Oxy=QXY e, como [|J=0ceT e J siounit-
rios, a distancia de P(X,Y,0) a Q ¢ VX Y3
portanto as equagies da circunferéncia directriz sdo
(em (I1)) {1li +0Y =1 x,Y,7Z)eRs.

2°) No feferen’cial (1) a equagdo do mesmo cilindro
serd: (x —z—12+ (y—z)2=1, (x,y,z)eR3.

que € equivalente a (F)

5. Podemos escrever
X4—9X34+6X2—8X 47 5X2—6X + 7
X _2Xi+ X —2 tTXoaxi+ X2
X4 —2X34+6X2-8X+T7| X3 -2X24+X -2

SX41. 09Xy Xti2X [ x
5X3-6X +7
1k 1l-.2
2 2 0| 2
15, 0 1o
X241

OUs zeros de (X3 —2X2+ X —2)eC[X] sdo 2,
—1i, +1i. Pelo ateorema de decomposigio», existem
aeC, BeC, tais que

H5X2—-6X 47 o B B

BT —9 X3 X1 TX+i"

Esta igualdade é equivalente & seguinte:

5X2—6X +T7=a(X2+1) +
+B(X—2) (X +i) +B(X—2) (X —i).
Atendendo a que 2 polindmios de C[X] sdo iguais se
e 86 se as fungbes polinomiais associadas sio iguais,

podemos calcular « e B da seguinte forma:
20—-12+T=a-5>a=3

x =2

X =i

logo

8 2 —-6i —1+3i

SEEERET 1+2i
—14+64+5i 3

n—5 —1+!.-

R: A decomposicdo pedida é:

K=V RO BE 4T
XX+ X =8
3 1 +i
A e L Y

1—i

=X +

5. a) Sea (x,y)e([0,1])2; entdo, como x <1,
1—x>0 ¢, como 0Ly<1, 0Kx4y=x+
+(1=—x)y<x+1—x=1, i e, x4ye[0,1].
[0,1] €, pois, estavel para == .

b) (4,4) é um grupo comutativo (Notar que
Xfgy=X+y—xY¥).

1) 4 € associativa, pois, V(x,y,z)eA’,
xd(ydz)=x+(ydsz)—x(y+z)=x+
+(y+z—yz)—x(y+z—yz)=x+y+z—
—xy—yz—xz+xyz e (xFfy)lFz=x+y—
—xy+z—(X+y—xy)z2=X+y+z2—Xy—
—xz—yz+Xxyz=x4 (y42);

2) + ¢ comutativa, pois, 3 (x,y)e A? x 4y =
=Xy e LY e S e Y X YT

3) Oe A € elemento neutro para 4, pois, % xe A,
x40=x4+0—x-0=x=0+x—0-x=04x;

4) Vamos ver que todo o elemento de A ¢€ invertivel,
i.e., ¥ xeA, aequagio x4y =0, yeA ¢ possi-
vel (como # € comutativi, basta analisar a invertibi-
lidade & direita). Ora, s¢e x6A, x+y—xy =0,

x
yeAy= o e A . Temos. pois, de verificar
X —

se € valida a proposigdo (xeA - x 1 eA),
X —

Como x<1, x—1<0 e, entido, a inequagdo

& 3 <1 (xeA) €equivalente a x>x—1 (xcA),
X —

que admite como solugiio todo o elemento de A . Estd,
pois, demonstrada a invertibilidade de todo o elemento
xeA.

e) [0,1[, com a operagio induzida, ndo é um
grupo comutativo, pois nem todo o elemento € invertivel.

86 0 € invertivel, porque, se 0 <x <1,

= <0,

X
—eA—[0,1.

(OBS. — A operagdo induzida por 4 sobre [0,1]
é a habitual «adi¢do de descontos»...).

Enunciados e solugdes de M. Arala Chaves
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I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Outubro — Prova escrita
— 4-10-1964.

5633 — 1) Aplicando o teorema dos acréscimos

finitos & fungfo log (logx) no intervalo [n,n + 1],
: 1 1 1 )

ove que li e . v -co.
i b £(2Iog2+3lo;23+ +n|ogﬂ,

Utilize o resultado anterior para indicar a natu-

o 1
da séri .
reza da série 2'] it

RB: De
1

1) —logl —_——
loglog (n+1) A (n +6) log (n—+0)

O<o<1)
vem

1
loglog (n +1) — loglogn < ————
n logn

e, fazendo n = 2,3, ...
junto de desigualdades

nesta desigualdade, vem o con-

log log 3 — log log 2
og log og log <2£092

1
loglog 4 — log log 3 < ———
og log og log o < Blog3

log log (n+1) —loglogn <

nlogn
que, somadas membro a membro, ddo

log log (n + 1) — log log 2 <
o= > ] +
9092 | BlogB

nlogn

lim log log (n + 1) = co =

2 1
=N -0,
: !m(2l092 & 3log3 R ntogn)

o0
A série 3
2

€ divergente pois a sucessio asso-
nlogn

e
2l092 ' Blog3

ciada S,_; = P é di-

nlogn
vergente.

2) Estude a continuidade e derivabilidade da
1/z (= <0)
2(x=0)
cosx (x>0).

E aplicivel a esta fun¢iio o teorema de Rorie no
intervalo [—1,%]? Porqué?

fung¢fio f(x) =

R: A fungio f(x) € continua para todos os pontos
proprios excepto x = 0; € também continua em x= —oco
e descontinua em X = + oo.

4 descontinuidade em x =0 € infinita: w(0) =+ ocoj
em X=+oco € w(+co)=2 e a descontinuidade ¢ finita.

—1/x2(x<0)
+ oo (z—0)
—senx (x>0).

f! (x) =

Embora f(—1) = f(=x) o teorema de Rorne ndo €
aplicdvel porque f(x) ndo € regular em [—1,x].

8) Calcule P—‘:i_—l_.
6 (V= +1)

R: Fazendo x =15, vem
Vx—1
6(yx+1)

1-t
=Pt -t -3 424+t —1 =
( + 8+ +t;+1)

18 — t5
TR

1t"' 11:5 1t‘ 1t3 Itl t
e Tl e e e

1 e I

s 2 P Ly e e S
+ arctgt — —log (€ +1) = - Vx = Vx

oo A | P

——VxE+ — x4+ =Vx="Yx+
4 3 2
S
+ aretg"y/x — -§-Zag CVx+1).

4) Discuta a existéncia de extremantes para a
fangio g(z,y) =ax?+by2+22+2y (a,b£0).

gi=2ax+4+2=0 {x——l/‘a
R: to di
{g;-.zberz-o y i Tyh 1 ST
r=2a
estacionaridade). Como {8 =0 , Amsi—rt=—4ab

t- 2b
a>0=>ab <0 (ndo ki extremantes)
{ A<O0=>ab>0 (ki extremante)
a>0 A b>0 minimizante
{ a<<0 A b<<0 mazimizante.

2 2 4
Bl ih
matriz quadrada B, de caracteristica 2, tal que
AB=0.
Sugestdo: escolha as colunas de B entre as solu-~
goes de A X =0.

5) Dada a matriz A—[l 1 2], ache uma
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R: O sistema AX =0 éduplamente indeterminado
porque a caracteristica de A é 1. Existem entio duas
solugbes independentes que se acham facilmente:

A equagdo xy + x3 + 2x3 =0 dd as solugbes inde-

pendentes Xy =[ —1 e Xog=[—-27]-.
1 0
0 1

A matriz B=] —1 —2 ay37| satisfaz ds condi-
[ 1 0 823]
0 1 a33
goes requeridas desde que a lerceira coluna seja compo-
sigdo linear das duas primeiras: aj3= — i —2p,
A=) € 833 = .

6) Demonstre, utilizando o método da geometria
analitica, que o lugar geométrico das rectas que pas-
sam por um ponto e sdo perpendiculares a uma recta
é o plano que passa pelo ponto e ¢é perpendicular
a recta.

X —Xp Y=1Xa Z—1Zy

R: Dada a recta r = = -
a b c

e o feixze de rectas <22 N e O it que
h k 1
passam pelo ponto (Xy,¥y,%1), se estas sdo perpendi-
culares & primeira, viré ah +bk 4 ¢cl=0.
T [ b A |
h k 1
L I—Il’k_ L s | N, Z—2
t t t
Substituindo em ah + bk + ¢l =0, vem a equa-
¢do do plano que passa por (xy,y1,21) e € perpendi-
cular a r: a(x —Xq) + b(y—y) +c(z —2z)=0.

Fazendo =t, obtém-se

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 4.* cadeira —
1.° exame de frequéncia e 1.° ponto de informacio
(1.* chamada) — 24-2-1965.

I

5634 — 1) Considere a seguinte axiomdtica de
dlgebra de Boole:

Algebra de Boore é um conjunto B = |a,b,c| no
qual se encontram definidas duas leis de composigio
interna, adi¢io (+) e multiplicagdo ( - ), tais que

B;y. Comutatividade: a +b=b+a, a-b=0b-a

B,. Associatividade: (a +b) +c=a+ (b +¢),
(a-b)-c=a-(b-c)

Bs. Distributividade: a+ (b-lc) = (a+b) - (a+c),
a-(b+e)=a-b+a-c

B, Elementos neutros: a + 0 =a, a-1=a

B;. Complemento: a + ~a=1, a-~a =0.

Com base nos axiomas By, B,, By, By e B;, prove
o8 seguintes teoremas :

Ty: a+a=a, a-a=a
T:: a+1=1,a-0=0.

Que observac¢des tem a fazer sobre a relagio entre
esta axiomdtica e a que foi apresentada no Curso de
Matemdticas Gerais ?

2) Considere o conjunto de nimeros complexos

{z: 1 <|z|<16/\0<args<;}. Como é consti-

tuido o conjunto }w:w = 24|, caracterizando-o pelo
moédulo e argumento de w?

Qual é o lugar geométrico das imagens de w no
plano complexo?

R: 1) Demonstragio de Ty:
1. a+0=2a By
2. a+(a-~a)=a2a
3. (a+a)-(a+~a)=2a
4. (a+13)-1=a 3 e Bj
5. a+a=a 4 e By.

16B5
2eB3

A relagdo a-a =a deriva-se de a + a =a2a por
dualidade. Demonstragdo de T, :

1. a+~a=1 B;

2. a+(a+~a)=a+1 Substituigio
3. (a+3a) +~a=a+1 2e B,
4, a+~a=a+1 3eTy

5 1l=a+1 4 e Bs.

A relagio a-0 =0 deriva-se de a+1=1 por
dualidade.

A axiomdtica apresentada no Curso de Matemdticas
tncluia como axioma, além de B;, By, By, By, e B;,
o teorema Ty. Ndo se trata pois dc uma amiomdtica
independente.

2) lw:l=|w|<164A0<argw<s|.

11

5635 — 1) Considere os conjuntos lineares 4, B
e C=|z:z=a+b com aed e beB|. Prove
que, sendo A4 e B majorados, é sup C = sup 4 +
+ sup B.

2) Sendo wu, crescente (decrescente), demonstre
que (uy + us + -+ + u,)/n écrescente (decrescente).

Calcule
s n+1 (n 4+ 1)2 (n +1)"
.I.L'E,[ s e e B ey
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B: 1)

¥ beB b=supB
=% a+beC a+b=supA +supB

Me>0,3a:

MaeA sgsupz\}_

E

U —_— =

a' > sup A 3
% —

Me>0,3b: b'>supB =

=% e>0,3a +b': a' +b'>supAtsupB—e.

2) Suponha-se por exemplo, uy =uy = -+ = u, =

== . Entio
Uy 4 Uy = eov 4 U, + Wy uy 4+ us + - + 1,
n+1 T n %
"nu”|—(u,+uz+--- +u,,):>
n(n+ 1) =
DU, — D0y Uppy — Uy >0,
n(n + 1) n+1

o que prova o resultado pretendido.

% n+1 (n+1)? (n+1)"
L (= ks e et s vl e

S, (n+1)
n+1 n

= [y . =
a—llg n2 n+1

-t

-2 (-22) [ (s

III

5636 —1) Sendo p inteiro positivo, mostre que
a série
S SR s B
p+1  (p+1) (p+2)
L o
+ i
(p+1) (p+2) - (p+n)

é convergente qualquer que seja » e a sua soma é

p!
S—;[e’ e “,J(m&m

2) Supondo a, decrescente (a,=0) e X (a, a,,4)"?
convergente, prove que I a, converge. Dé exemplo
de uma série X5, (b,=0) divergente tal que
L (b, b.44)'"* convirja.

R: 1) Para x =0 a série € visivelmente conver-
gente e a sua soma € igual a 1. Para x50, vem

xP [1+ x : x2 i
—_— ...+
p! p+1 (p+1)(p+2)

xl
il s + e | =
T P+1) (p+2) - (p+n) ]

xP xrH! xrt2 xrin

— + o ———

p!  (p+1!  (p+2)! (p+n)!
que € precisamente o resto de ordem p da série expo-

=1
nencial cuja soma € e* — 1 — % —— — Ti’i—“_ll—[ .
Portanto,
1 —1
Rp—p_ ai__'l_i_,.._-x_ i
xP 1} (p—1)!

2) a,=Zau=Va8,,=
£ya,8,,,C=2a,C.

Considerando para serie £b, 1+0+1+04+1+ --.
(divergente), é elaro que E (b, b, )"* =04+0+0+ ---
€ convergente. .

al, = 2,44 € portanto

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 4.* cadeira —
1. Exame de frequéncia e 1° ponto de informa-
¢do — (2. ‘chamada) — 5-3-1965.

5637 — 1) O conjunto dos nimeros reais pode ser
introduzido axiomaticamente como o conjunto R no
qual estiio definidas duas leis de composigiio interna,
adigdo (+) e multiplicagio (><) tal que

Ry. O conjunto R é um corpo ordenado.

R,. Todo o subconjunto de R nfo vazio e majo-
rado tem supremo.

Destes axiomas derivam-se ot teoremas da teoria
dos nimeros reais, entre os quais os seguintes :

Ty. Se R=HUK e heH,keK h<1Fk, en-
tdo H tem mdximo ou K tem minimo.

Ty. Todo o subconjunto de R nio vazio mino-
rado tem infimo.

" Prove-os, recorrendo ao postulado R,.

2) Entre o conjunio C dos mimeros complexos e
o conjunto C dos conjugados é possivel estabelecer
um isomorfismo relativamente is operacdes de passa-
gem ao conjugado, adigdo e multiplicagio ? Justi-
fique.

No caso de C e C serem isomorfos em relagio a
alguma ou algumas das operacbes mencionadas, tra-
tar-se-4 de um isomorfismo ordenado ? Porqué ?

R: 1) Demonstragio de Ty:
O conjunto H € majorado por todos os nimercs
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k e K e portanto, de acordo com R,, H tem supremo.
E claro que Y heH,keK h<supH <k mas,
como R=HUK, forgosamente supHeH ou supHeK.
Se supHe H, entdo H tem mdarimo; se supHe K,K
tem minimo.

Demonstragio de Ts:

Designe A o subconjunto de R ndo vazio e mino-
rado e seja B o conjunto dos minorantes de A.
E claro que B € ndo vazio e é majorado pelos ele-
mentos de A . De acordo com o axioma Rz, o conjunto
B tem supremo. Tem-se sup B e B porque se sup B ndo
Jfosse um minorante de A existiria ae A com a<<supB
e, devido das propriedodes do supremo, existiria tambem
beB tal que a <b =sup B, o que € impossivel pois
N aeA,beB b<a.

Portanto sup B e B, isto é, o conjunto dos minoran-
tes de A tem maximo que €, por definigio, inf A .

2) E p fismo relativa-
mente as trés operagdes. Ndo se trata de um isomorfismo
ordenado porque nao se define relagio de ordem em C.

hal.

cel est wum t.

1I

5638 — 1) Seja A4 um conjunto linear majorado.
Demonstre que o conjunto dos majorantes é fechado.
Pode este facto servir para justificar que A tem
supremo ? Porqué ?

2) Considere as sucessles u, e v, tais que
u,>0>v, e lim(y,—v,) =0.

Prove que limu, = limv, = 0.

Calcule

ey 1 1
21: [n log (1+ :z—) + (n+1) log (1+ ?) S R

+ (n+n) log (l+ —:T):l

R: 1) Designando por B o conjunto dos majo-
rantes de A, seja k¢ B.

Entdo 3ae A:a> k e, tomando = suficientemente
pequeno, nenhum ponto de Vg (k) serd majorante de
A, isto é, k € isoladode B.

Como B € fechado e minorado por A, o conjunto
B tem minimo que é, por defini¢io, o supremo de A .

2) Como u,>0>v,, tem-se
un""‘vn"Iunl—lvnl<|un_‘vnl—un_vn
e, como lim (u,— v,) =0,

u—v,<e

}=)u,<=
U, + Vp<s

n>m=>{

isto € limu, = 0 e, portanto, limv,=0.

! 1 1
lim | nlog (1+ — ) + (n+1) log (1+ e e
=00 n? n?

+ (n+n) log (1+ %)] -

14
= lim[n4(n+1)+ ++- +(n+n)]log (1-|- F) -

] n(n+41)" ! 1
—nﬁg [n (n+1j+T—J log (1+ F)-
dn(n+1) 3
== L7 —_— — _——
n=00 2n?
III

5639 — 1) Sendo X nu, convergente, mostre que
X u, também converge, Estude a convergéncia e a

convergéncia absoluta de E(— 1)" (yYn2+1 — a).

2) Dada a série X (\//1+ % -1) (log =), de-

termine o mais amplo intervalo de convergéneia uni-

‘forme.

1
R: 1) Tomando e, = —, o teorema de AmEL
n

ensina que Lnu,e, = Xu, € convergente,

1
Como {Yn2+1 —n =

Voi+1+n
a série £ (— 1)°(Yn? +1 —n) € alternada decrescente

pr/

—0 decr

e portanto converge. A série T (VnZ+ 1 — n) € diver-
1
¢ m——————ru X — di-
gente porque lim e + oo e — &
verge. A série dada € pois simplesmente convergente.

=

-1
n+1 ) | Zog x |*+

1 | log x |
( it 5
n

=|logx|, a série € absolutamente convergente para

2) Como lim

1 1
|logx| <1 ou — < x<<e. Para x=—, a série
e e

e
converge porque X% (\/l-t- —n—-l) (— 1) € alter-

nada decrescente ; para X = e, a serie € divergente.
O mais amplo intervalo de convergéncia uniforme é

*[5]
pois | —,e| .
e

Enunciados @ solugdes dos N.%® 56353 a 56359 de Fernando de Jesus
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5640 — L. Seja E =[0,2] - 111 5 R,

lee 0Le<1
/(@) _{:z: se l<ax<2.

1) Indique o conjunto
{(3,¢) e R¥>< B*| f(ENJ1—3,14+3[)C]1—¢,1 +¢[|.

2) Indique os subconjuntos A de E tais que tem
sentido falar de f,o0 f, e caracterize os prolonga-
mentos g de f a E |1 tais que tem sentido falar
de gog. Justifique.

5641 — 1I. Sejam: RL R, f(x) = (= (x — 3))2;
RAR, g(@)="Yx.

1) Indique o nmimero de pontos fixos de f e cal-
cule, pelo método das tangentes, os trés primeiros
termos do desenvolvimento decimal de um dos pontos
fixos de f ndo pertencente a Q.

2) Indique, justificando, os conjuntos:

|ceR|gof é finitamente derivdvel no ponto x{;
izeR|gof éinfinitamente derivdvel no ponto x{;
lzxe B|go f tem mdximo relativo no ponto =|;
|ze R|gof tem minimo relativo no ponto wx!.

5642 — III.
(O;?,}.) métricamente fixado como se indica:

> 5. I T T T :
lell = V25 11711 =2; X (5,j) = . Sejam 4 e B

(Geometria analitica no plano). Seja

-l —
os pontos tais que A —U =7 e B—0=j.

1) Determine as coordenadas do ponto U assim
caracterizado: pertence i recta que passa por B e é
perpendicular a recta OB; |[U—A|| = || U—-B||.

2) Determine os eixos de simetria da elipse
Ba?+ 1312 +4xy—1 =0 sem préviamente a repre-
sentar num referencial ortonormado. :

Eununciados dos 0. 5640 a 5642 de
Anibal Colmbra Aires de Matos
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158 — A. Doxeopu — Geomelrie Euclidienne Plane.
Duanod — Paris.

Nio é empreza fdcil o desenvolvimento de uma
teoria axiomdtica rigorosa da Geometria euclidiana.
Neste livro, em que o Autor toma como via de expo-
sigio a que resulta de uma observagiio directa do
nosso espaco fisico, destacam-se dois elementos essen-
ciais da geometria: a nog¢do de espago (o plano em
geometria plana) e a nogio de grupo (de transfor-
magio).

Para o espago, os axiomas pdem em relevo a recta,
a semi-recta, a ordem sobre qualquer semi-recta e o
semi-plano. Introduz-se uma figura, a que se dd o
nome de drapeaw e que intervem constantemente em
todo o resto da teoria.

Na base da nogfo de «igualdade» de figuras encon-
tra-se o grupo dos isometrias: os axiomas que o
definem permitem que a teoria se edifique com uma
légica rigorosa mantendo no entanto contacto perma-
nente coin a realidade fisica.

Apenas de doze axiomas, na totalidade, podem ser

extraidas todas as estruturas, quer algébricas quer
topoldgicas, do plano euclideano: a estrutura de
semi-grupo ordenado das distincias e a teoria da
sua medida, estrutura de espago vectorial, produto
escalar e estrutura métrica do plano, estrutura topo-
légica de espago vectorial normado completo (espaco
de Banach), estruturas angulares do plano (semi-
-grupo restrito quasi-arquimediano) e teoria da
medida dos dngulos, rota¢des e medida das rotagdes
(isomorfia com o grupo aditive das classes de niime-
ros reais moédulo 2 =) : torna-se assim possivel definir
as fungdes seno e coseno e estudar a sua continuidade
sem fazer intervir a teoria dos nimeros complexos.

Contribuindo para o esclarecimento da teoria da
geometria euclideana plana, este livro que é edificado
sobre a nogio de grupo das isometrias, e descrito num
estilo légico e moderno sem perder o contacto com a
mais elementar experimentagio, deverd interessar nio
apenas o professor e o estudante de geometria ele-
mentar como todo aquele que pretende prosseguir
estudos menos elementares nos dominios da dlgebra
e da andlise. J. G T



