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Pela E. 2. o impar seguinte 6 2Z 4
+1=m.

Dividindo-se D por m obtém-se o nimero
g de impares do intervalo seguinte.

Seja D=m-.q+r.

Mas D ¢é a soma de fmpares, portanto
tirando-se m de todos obtemos a sucessio
de pares: 0,2,4,6,..., desoma: ¢(g—1)
(pela propriedade E. 3.).

Seja D' = D — R = soma dos impares do
2.° intervalo

portanto D' —m.q=q(g—1)

mas r=D0D —m.q

Sébre a origem da

portanto :
r=D—m.q+ R
ou substituindo :
r=q(@—1)+R=q(@—1<Lr.

Verificada a condigio anterior deveremos
ter:

Z4+g9g=X

ou que

VY =Z + q com resto R.

A’dgebra Moderna”

por Otio Endler (2)

O enorme progresso que a Matematica
realizon nos tdltimos cinquenta anos e ainda
esta realizando hoje, é estreitamente ligado a
algebrizagio da Matematica comecada neste
século, i. e., a penetragio em todas as disci-
plinas matematicas dos métodos que foram
primeiro aplicados na Algebra Moderna.

Por esta razio, o estudo de Matemitica
hoje em dia comega necessariamente por um
curso de introducio & Algebra Moderna, e
todo estudante de Matematica sabe do que
trata esta disciplina: E o estudo de grapos,
aneis, corpos e outras estruturas algébricas,

(1) Conferéncia proferida no Instituto de Matem4-
tica da Universidade do Ceard, em 24-4-1965, no Ins-
tituto Central de Matemdtica da Universidade de
Paraiba, em 3-5-1965 (aula inaugural) e no Instituto
de Fisica e Matemdtica da Universidade do Recife,
em 5-5-1965.

(2) Instituto de Matemadtica P. e A., Rio de Janeiro
e Mathematisches Institut der Universitit Bonn.

i. e., estruturas definidas por uma ou algu-
mas operagdes, internas ou externas, que
satisfagam a certas condigdes prescritas.
Porém, perguatado sobre o que 6 a Algebra
Classica, o estudante em geral nfio sabera
responder. Na medida em que é reconhecida
a importincia da Algebra Moderna, esti
sendo esquecida a Algebra Classica. Isto é
lamentavel, pois foi essencialmente a Algebra
Classica que deu origem & Algebra Moderna,
e acho que um certo conhecimento deste
desenvolvimento deveria fazer parte da for-
macio geral de todo matematico.

O que é a Algebra Classica? Cem anos
atras, SERRET, um importante algebrista
francés, definiu a Algebra como a canalise
de equagdes». De fato, desde 2000 A. C. até
ha pouco mais que um século, o problema
central da Algebra era de resolver equagdes
algébricas por radicais, i. e., dada uma equa-
¢do algébrica

Xn+al,Xl—l+.., +an-]'x'+' an=0,
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indicar uma solucio por meio de uma
expressio nos coeficientes a;, ++-,a,, utili-
zando as operagdes racionais e os radicais
Vs % , %, etc., possivelmente itera-
dos.

A necessidade de resolver equacgdes algé-
bricas apareceu h4 muito tempo. Sabe-se que
ja os Babil6nios, aproximadamente 2000 A,
C., conheciam, além das operagdes racionais,
a raiz quadratica (i. e., o radical /), e
sabiam resolver qualquer equaciio do segundo
grau. Alias, eles possuiam um sistema de
nimeros parecido com o nosso sistema deci-
mal, mas com base 60 em lugar de 10.
Deve-se notar, porém, que os Babilonios néo
conheciam demonstragdes; eles calculavam
conforme certas regras as quais nio jus-
tificavam.

Foram os antigos gregos (600 A. C. a 300
D. C., aproximadamente) que primeiro reco-
nheceram a necessidade das demonstracdes
na Matematica. JaA por volta de 500 A. C.,
Pyriaacoras demonstrou que /2 é irra-
cional. Mas apesar de terem descoberto os
ndimeros irracionais, encontrados na forma
de arazdes incomensuriveis» nas construgdes
geométricas, os matematicos gregos reconhe-
ceram como numeros apenas o0s numeros
naturais: 1, 2, 3, etc. Este fato atrasou o
desenvolvimento da Algebra que, na época
grega, nio fez nenhum progresso essencial.
Deve-se mencionar, porém, que certos pro-
blemas de constru¢io geométrica com régua
e compasso (por exemplo, a trisec¢io de um
angulo, a quadratura do circulo), que foram
formulados pelos matematicos gregos, cha-
maram a atengio dos algebristas dos séculos
subsequentes. Finalmente, ja no declinio da
Matematica grega, DioPHANTOS (aproxima-
damente 250 D. C.) deu uma valiosa con-
tribnicio a4 Algebra: Ele foi o primeiro a
representar incégnitas por lefras e a indicar
a conhecida «regra dos sinais».

Depois da época grega, comecando com o
Império Romano, houve uma decadéncia da
Matematica na Europa, que se estendeu a
Idade Média. Enquanto isto, por volta de
700 D. C., os Hindus (possivelmente influen-
ciados pela Matematica babilénica ou chinesa)
inventaram o nimero zero, considerado uma
das grandes invenc¢des do mundo. O sistema
décimal dos Hindus foi aceito pelos Arabes
e, através de gunerras e comércio entrou na
Europa da Idade Média. Foi principalmente
o «Livro de Calculo» de LEONARDO DE
Pisa, publicado em 1202, que divulgou a
Matematica arabe e converten a Europa ao
sistema decimal.

Passaram ainda mais trés séculos até que
se verificasse um progresso essencial na
Algebra. Um tal progresso se deu sdmente
por volta de 1500, quando ScCIPIONE DEL
Ferro (1465 ?-1526) conseguiu resolver a
equagio X3+a.X=>, expressando a solu-
¢io pela férmula

a="Yb/2 VB2 + (a/ 3P +
+ Yo/ 2—VE2P + (@[5 ).

O costume daquela época de ocultar novos
resultados matematicos, em lugar de publi-
ca-los, cansou muitas brigas entre TarTa-
gLia (1500 ?-57) por um lado, e CArDANO
(1501-76) e seus discipulos por outro lado.
TarracLia redescobrin a férmula acima
em 1535, e CARDANO conseguiu obté-la
dele, sob a promessa de guardar segredo,
mas publicou-a em 1545 como sua prépria
Entretanto, deve-se mesmo a
CarvaNo o método de reduzir uma equa-
¢io arbitraria do terceiro grau a uma equa-
¢io do tipo acima, como também o resultado
que esta possue exatamente trés solugdes
reais no «casus irreducibilis», i. e. no caso
em que (b/2)?2 4 (a/33<<0. Na mesma
época, FErrari (1522-65), um aluno de

invencio.
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CARDANO, conseguiu resolver a equacho
do quarto grau. Esses sucessos nutriram a
esperanca dos algebristas de que fosse possi-
vel resolver, por radicais, as equacgdes algé-
bricas de qualquer grau. Veremos mais tarde,
que esta esperanca foi destruida no século
X1X. A respeito do século xvI, deve-se mencio-
nar ainda o nome'de VIETE (1540-16.3),
considerado o «pai da Algebra simbélicar,
pois ele foi o primeiro a usar letras ndo
sbmente para as inc6égnitas mas também para
os niimeros dados, como 6 costume na Alge-
bra atual.

O século xvir é considerado o comego da
Matematica Moderna, em virtude da invencio
da Geometria Analitica, por DESCARTES
(15696-1650), e do Calculo Infinitesimal, por
NewroN (1643-1727) e LEmsNiz (1646-1716).
A Algebra, entretanto, progrediu pouco
nessa época, apesar de certas contribuigdes
de LriBN1z e TscHirNaAUS (1651-1708), que
tentaram em vao resolver por radicais a
equacio geral do quinto grau.

Somente na segunda metade do século xXvIr
verificaram-se progressos consideraveis na
Algebra. e precisamente em duas direcgdes.
O primeiro progresso consiste numa extensio
da nocao de nimero. Nos séculos anteriores,
pouco a pouco, o8 matematicos reconheceram
como nplimeros o8 ndmeros racionais, os
negativos, e as expressdes obtidas como
solugdes de equacdes algébricas, pelo menos
quando elas representavam nimeros reais.
Eles acostumaram-se também calcular com
08 nimeros complexos envolvidos nessas
expressdes (por exemplo, as parcelas na for-
mula acima, no «casus irreducibilis»), embora
nio os reconhecessem como nameros, cha-
mando-os de nimeros «falsos», «ficticios» on
«imaginarios». Pelo facto destes niimeros
aparecerem nas solugdes de equagdes do
segundo, tergeiro e quarto grau, surgiu a con-
jetura que eles serviriam também para resol-

ver equagdes algébricas de qualquer grau, ou
mais precisamente, que toda equacio algé-
brica possuiria pelo menos uma raiz na forma
de um nimero real ou complexo. A demons-
tragio desta conjetura, o chamado «teorema
fundamental da Algebra», foi tentada pri-
meiro por D’ArLeEMBERT (1717-83) e comple-
tada por Gauss (1777-1855). Deve-se notar
que, diferentemente do problema da resolugiio
de equagdes por radicais, se trata aqui de
demonstrar apenas a existéncia de uma solu-
¢io, sem precisar indica-la numa férmula
explicita. Deve-se também a Gauss a conso-
lidagdo dos nimeros complexos (representa-
dos por ele pelos pontos no plano), necessa-
ria para a demonstragio deste teorema.
Entretanto, esta consolida¢io baseou-se numa
nogdo apenas intnitiva dos nimeros reais
(que somente em 1872 seria tornada precisa
por DEDEKIND).

O segundo progresso dessa época refere-se
ao problema da resolucio de equacdes algé-
bricas por radicais. Em trabalhos publicados
por volta de 1770, LAGRANGE (1736-1813) e
VANDERMONDE (1735-96) iniciaram estudos
sistematicos dos métodos de resolucgdo.
LAGRANGE investigou, para uma dada equacio
do n-ésimo grau, expressdes racionais nas
suas raizes x,-.-,®, (reais ou complexas,
cuja existéncia & assegurada pelo «teorema
fundamental») e, em particular, os «resolven-
tes de Lagrange», e seu comportamento
quando se permutam as rafzes. VANDER-
MONDE, cujos estudos correspondem em parte
a08 de LAGRANGE, dedicou-se principalmente
a investigagio da «equacio de divisio do
circulo» (X? — 1)/(X —1)=0, sendo p um
nimero primo. Seus resultados foram com-
pletados por GaAuss nas «Disquisitiones ari-
thmeticae», publicadas em 1801, onde se
encontra também, como aplicacio, o famoso
resultado de que um poligono regular de p
lados pode ser construido com régua e com-
passo se, e sbmente se, p for da forma 23°4-1.
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Finalmente, o problema da resolucio de
equagdes algébricas foi solucionado, no pri-
meiro ter¢o do século XIX, pelos resultados
definitivos de dois jovens matematicos: ABEL
(1802-29) e Gavrors (1811-32). Ja RurriNI
(1765-1822) tinha tentado mostrar, em 1799,
que a equacgiio geral do quinto grau nio se
pode resolver por radicais, mas a sua
demonstragio era incompleta, Uma demons-
tracio completa foi dada por ABEL, em 1824,
Apesar de trabalhos importantissimos, ABEL
nem sempre obteve reconhecimento; ele
viveu em pobreza e morreu de tuberculose
na idade de 27 anos. Tragica foi também a
vida, ainda mais curta, de Garois. Expulso
da Ecole Normale Supérieure por motivo de
ecomportamento irreverente», ele se envolven
em actividades politicas consideradas subver-
sivas, esteve preso durante méses e final-
mente, na idade de 20 anos, foi mortalmente
ferido num duelo, ao qual ele ndo se pdode
furtar, produto de uma intriga de inimigos
politicos. Na véspera do duelo, ja certo de
que iria morrer, numa carta dirigida a um
amigo ele exp4s a hoje famosa teoria de
GaLo1s. Apesar da extrema importincia deste
e dos demais trabalhos mateméaticos de
Gavrors, eles nido foram apreciados pelos
matematicos da época e publicados sdmente
em 1846.

O resultado essencial da teoria de GaLois,
expressa na linguagem moderna, é o
seguinte: Dada uma equacido algébrica do
grau n, com coeficientes num corpo K e
raizes xy,.--,a, distintas, os corpos inter-
mediarios entre K e K(x;,.--,a,) corres-
pondem biunivocamente aos sub-grupos do
egrupo de GaLois», definido como um deter-
minado sub-grupo do grupo S, das permu-
tagdes de x,..-,a, (e candnicamente iso-
morfo ao grupo dos K-automorfismos de
K(xy,+++,®,), como foi mostrado, mais
tarde, por DEDEKIND). Conclue-se disto que
uma equacgio algébrica sera resolivel por
radicais se, e sbmente se, o seu grupo de

Garois for resolavel (i. e., possuir uma
sequéncia de composicido cujos quocientes séo
grupos comutativos). A impossibilidade de
resolver a equacio geral do n-ésimo grau,
para n X 5, resulta entdo do facto de que o
grupo S, nio é resolivel.

Pela teoria de (GarLors, o problema da
vesolugio de equagdes algébricas por radicais
foi completamente solucionado e reconhecido
como um caso especial, até bastante artificial,
do problema mais geral de classificar os
nimeros algébricos. Com o estimulo da teoria
de GaLors, os algebristas comegaram a
estender o campo das suas pesquisas. Em
primeiro lugar, ela incentivou o estudo dos
grupos de permutacdes, que foi realizado
principalmente por Serrer (1819-85) e
Jorpan (1838-1922) e que deu lugar, mais
tarde, ao estudo dos grupos abstratos (noc¢éo
introduzida ja em 18H4, por CayLey (1821-
95)). Além disto, a teoria de GaLois deu nm
forte impulso a Teoria dos Nimeros e, atra-
vés dela, estimulou o desenvolvimento da
teoria dos corpos. Essa teoria foi iniciada
por DepekiND (1831-1916) e continuada por
Krovecker (1823-91), WEBER (1842-1913) e
HiLsert (1862-1943). Entretanto, os corpos
estudados na segunda metade do séeculo xX1x
eram todos cconcretosy, i. e., sens elementos
eram nimeros, fun¢des de variaveis comple-
xas, séries de nimeros, etc.. A axiomatizacio
da teoria dos corpos sdmente foi realizada
em 1910 no trabalho de STEINITZ (1871-1928),
que se tornou fundamental para a conceitua-
¢io atnal da Algebra. A partir de 1920,
seguiu-se rapidamente a axiomitiza¢io do
resto da Algebra, pelos trabalhos de E.
Nograer (1882-193D), ArriN (1898-1962) e
seus alunos, em particular Hasse (1898) e
KruLn (1899). O primeiro livro expositério
da Algebra Moderna foi publicado por Vax
Der WaERDER (1903), em 1930.

O objectivo desta minha palestra foi o de
mostrar, que a teoria de GaLois, como cul-
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minéncia da Algebra Classica, deu origem &
Algebra Moderna. Porém, nio se deve deixar
de considerar também as influéncias prove-
nientes de outras disciplinas matematicas que
foram importantes para a sua formacao, as
quais, entretanto, nio posso analisar aqui.
Devo mencionar ainda, que o meu esbogo
histérico se refere principalmente a teoria
dos grupos e 4 dos corpos, como disciplinas
centrais da Algebra Moderna, deixando de
lado as suas outras partes como, por exem-
plo, a Algebra Linear e teorias algébricas
mais recentes, cujos desenvolvimentos deve-

riam ser estudados & parte.

Nao quero terminar a minha conferéncia
sem mencionar, que o problema antigo da
resolugiio de equagdes algébricas ainda existe,
embora em forma modificada. Como a teoria
de GaALo1S mostra, os radicais ndao sao sufi-
cientes, ou seja, as equagdes puras, como as
lnicas equacdes «resolventes», sio demasia-
damente especiais, pois servem sdmente no
caso de grupos de GaLoIs resoliveis. Mas
pode-se pensar em admitir, além das equa-
¢des puras, outros tipos de equagdes resol-
ventes. Investigagdes néste sentido foram
realizadas, no século passado, pur F. KLEIN
(1849-1925) e HermrTe (1322-1905). Uma
teoria da resolugio de equagdes algébricas
bastante geral, baseada nas ideias de F.
KLeiN, foi recentemente desenvolvida por
KRrRULL e encontra-se exposta nas Notas de

Matematica no. 24. Apesar desta teoria ser
uma interessante continuacio da Algebra
Classica e aplicagio da teoria de GaLoIs,
nio lhe cabe tanta importincia atual como a
propria teoria de GaLois, que tem sido com-
pletada e generalizada, em varias diregdes,
até nossos dias. Pretendo expor essa teoria,
como ela se apresenta hoje em dia, num
curso a ser realizado no Quinto Col6quio
Brasileiro de Matematica (veja Notas de
Matematica no. 30).
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