GAZETA DE MATEMATICA

Sobre as aplicagdes de (A) em <Z(B)V

por José Morgado

Seja g: B— A uma aplicagio de B em
A. Se Xc A, designa-se por g-!(X) o
conjunto dos elementos de B cujas imagens
por g sio elementos de X, i. e.,

aeg1(X), se es6se g(a)e X

Isto significa que g¢g-! é uma aplicagdo do
conjunto &(A4), formado pelas partes de 4,
no conjunto &(B), formado pelas partes
de B.

No entanto, dada uma aplicacio f:&(4)—~
— &(B), pode acontecer que nio exista ne-
nhuma aplicagio g: B —+ 4 para a qual
se tenha f= g-!. Por exemplo, sejam
A=la,b| o B=1{1,2|; se f é uma apli-
cacio de #(A) em &(B) tal que f(A)= |1}
e f(la}) = 11,2}, ndo existe nenhuma apli-
cagio g:B — A tal que f= g1, visto que,
se X e Y sido partes de A4, entido

XCcY implica g-1(X)cS g71(Y)
para toda aplicacido g: B — A.

Surge naturalmente o problema de carac-
terizar as aplicagdes f:&(4)—~ &(B) para
as quais existe alguma aplicacio ¢g: B — 4
tal que f=g-1.

Para que exista uma tal aplicagio g:B—~ A,
é evidentemente necessario que f satisfaca
as condigdes :

® F(N4) =N f(4),

para toda familia ndo vazia |Ailie1 de par-
tes de A ;

(1) Nota de aula.

(1)

para todo X e&(A).
Isto resulta do facto de que, para toda
aplicagio g: B —~ 4, se tem

f(4—X)=B—f(X),

71 (N4) = Ng1(4)

iel

gi(4—X)=B—g'(X),

quaisquer que sejam a famflia ndo vazia
{Ailier de partes de A e a parte X de 4.
Vejamos que as condigdes (I) e (II) sio
também suficientes.
Em primeiro lugar, observemos que

f(#)=¢ e f(4)=2B.

Com efeito, das condigdes (I) e (II) re-
sulta

f@)=fBNA—9¢)=fBNf(4—9¢)=
=f@INB —f(9) = ¢

e, utilizando novamente a condigio (II),
obtém-se

f(4)=f(A—¢)=B— f(s)=B.

Para estabelecermos a suficiéncia das con-
digdes (I) (II), basta mostrar que para todo
be B existe um e um 86 elemento ae A tal
que bef(|al), porque, pondo entio g(b)=a,
obtém-se uma aplicagio g:B — A tal que
ot By

Vejamos entdo que:
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1) [Ewxiste pelo menos um elemento ae A
tal que bef(]al).

De facto, se para nenhum ae 4 se tem
bef(jal), entio tem-se

be B — f(}al) para todo ae 4,
donde
be ) (B—f(al) = Nf(4—lal), por (I
—£(N(4— fa])), por (D.
Mas
N4 —ja) =9,
porque
weﬂﬂ(A— la}) implica ze 4 — ||,
"0 que é absurdo.

Quer dizer, se para nenhum aed se
tivesse bef(|al), ter-se-ia beg.

2) Nao existe mais que um elemento ae A
tal que bef(|a}).

Com efeito, se

bef(lal) e bef(la'})

onde a,a'e A e a'-~a, entio resultaria

bef(lahns({a'l) =Ff(lalNla'l) =F(9)=9,

o que é absurdo.
Por consequéncia, é valido o seguinte

TeEOREMA : Seja f uma aplicagdo de #(A)
em &(B). Para que exista uma aplicagdo g
de B em A tal que se tenha f=g-1, é ne-
cessario e suficiente que f satisfaga dsc on-
digdes (I) e (1I).

B imediato que a condigio (I) pode ser
substituida pela condigdo

I F(Ud)=Uf(4),
iel iel

para toda familia ndo vazia |Ali.1 de par-
tes de A.

Na verdade, se as condigdes (I) e (II) sédo
satisfeitas, entio

f(U4)=F(4—N(4— 4)=
=B—f(Q(A—4)=B —N(f(4— 4)=
—U(B —f(4— 4) =
=U(B — (B —f(A)) = Uf(4),

o que mostra que (I) e (IT) implicam (I') e
(II). Analogamente se vé que (I') e (II) impli-
cam (I) e (II).

Recordemos que, se @ e @ sio algebras
de BooLe completas e f é uma aplicagio de
@ em & tal que

(A a)= A f(a),
iel iel
para toda familia |ailie1 de elementos de @

f(z)=f(_a)s

para todo elemento ae@, onde por x se
designa o complemento de x,

entio diz-se que f é um homomorfismo com-
pleto de @ em @',

Ora, se A e B s#éo conjuntos nio vazios,
entiio os conjuntos #(4) e &(B) constituem
algebras de BOOLE, relativamente & intersec-
¢io, uniio e complementag¢io de conjuntos.

Podemos, por consequéncia, afirmar que,
se A e B sdo conjuntos ndo vazios e f é
uma aplicagio de &(A) em &(B), entdo
existe uma aplicagdo g de B em A tal que
f=g1, s¢e e 36 s¢ f é um homomorfismo
completo da dlgebra de BOOLE &(A) na dlge-
bra de BooLE &#(B).



