12

GAZETA DE MATEMATICA

From
e, @ = ale, )
it follows

e, ala =ale,a,
that is to say,
Calg =aia =1,.
Analogously, by (iv), one has
G0 @ = @ila,s

for some left inverse a, of a, relative to
e.; and from this it follows

(1) ta6; = €,.

Since, by (iii), one has e, =e€.%,, one
concludes that 7, = e,, as it was claimed.
In particular, from (1) it results

()] €€y = Cg .
Now, we are going to see that

€ = €p»

In fact, from (2) it follows

€a(a€s) = (eaa) s = €a ey
and

er(ere.) = (eser)ea =ep€a;
and, from (iii), it follows
ta(eats)=¢r(eae) =6z .

This means that both e, and e, are local
left identities relative to the element e,e;,
and, therefore, e, =e,, as it was to be
proved.
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Sébre funcdes de variacdo ltotal limitada

por Maria Eulalia Coutinho *

1. Em [1], pg. 602, (teor. 84), mostra-se
que, se f é uma funciio de variagiio total
limitada definida em um intervalo compacto
I de R cujos valores sio elementos de um
espago métrico, entio existem os limites de
f & esquerda e a direita de todo ponto ap
do interior de I.

Em [2], pg. 110, demonstra-se o seguinte
teorema: seja f: A=[a,b]X[c,d]C R2+R

(*) Estudante do 3.° ano do Curso de Matemdtica
e bolsista do Instituto de Fisica e Matemdtica, Recife.

uma fun¢io de variagio total limitada em A
tal que, para algum («',y)e A, as fungdes
2~ f(z,y) de [a,b] em R e y—f(,y)
de [¢,d] em R, sido de variagio total limi-
tada em [a,b] e [¢,d] respectivamente.
Entdo, qualquer que seja o ponto (2, )
do interior de A4, existem os quatro limites
«angulares» de f quando (x,y) tende para
(xps70). (i. e. existem os limites em cada
um dos quadrantes determinados pelas rectas
=&y € Yy=7p-

Para esta demonstracio é utilizada a de-
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composi¢io de Jordan de f em diferenca de
funcgdes crescentes.

O prof. Ruy Luis GoMEs sugeriu-nos
estudar a extensfio destes resultados ao caso
em que f é uma fungio definida num rectin-
gulo compacto de R2? com valores num
espago de BANACH,

O objectivo desta nota é, portanto, esta-
belecer o seguinte

TEOREMA: Segja f: A=[a,b]X[c,d]c
R2 + F, onde F ¢ um espago de Baxacn,
uma fungdo de variagdo total limitada em A
tal que, para algum (x',y')e A, as fungdes
g:[a,b]+F e h:[c,d]>F, definidas
por g(x)=1f(x,y) e h(y)=1f(x',y), sdo
de variagdo total limitada em [a,b] e [c,d]
respectivamente (). Entdo, para todo ponto
(%g,¥0) do interior de A (2) existem os limi-
tes de f quando (x,y) tende para (xg,Yp)
n08 casos seguintes :

I) (x,y)e]xo;b[><]yo,d[
II) (x,y)e]xp,b[>X]e,y¥o[
III) (x,y)e]a,xp[>X]e,yol
IV) (x,y)e]a,xo[><]yo,d[

2. Diremos que a fungio f:[a,d]X
Xle,d]=Ac k2?2 F, onde I é um es-
pacgo de BanacH, é de variacgio total limitada
em A, se existe um real M > 0 tal que,
quaisquer que sejam as sequéncias finitas estri-
tamente decrescentes (ou, o que resulta equi-
valente, quaisquer que sejam as sequéncias

(!) Pode acontecer que f seja de variaciio total
limitada sem que alguma das fun¢des g ou % o seja.
Por exemplo, seja g:[a,b]— B uma fungio que nio
é de variagiio total limitada; ponhamos f(z,y)=g(x)
pora todo (x,y)e[a,d]><[c,d]. A variagio total
de f é nula.

(?) Se (wg,y) ¢ um vértice de 4, mostra-se que
" existe o limite em um dos quadrantes; se (g, ¥o)
pertence ao interior de um lado, existem os limites
nos dois quadrantes correspondentes.

finitas estritamente crescentes), (8:)g<i<n,
(t)o<j<m de pontos de [a,b] e [c,d] res-
pectivamente, se tem

Z_“.f(-’?u1,tj+1)—f'(3s+1,tj)—

—f(Gistiv)+ (e, t)|| £ M

onde a soma é estendida a todos (¢,;) tais
que 0 LiLn—1,0LjzLm—1.

Ora, dizer que as fungdes g¢: [a,b] - I e
h: [e,d] - F, definidas por g(x) = f(x,y"
e h(y)=s(=',y), sio de variacgio total
limitada, é dizer que existe N0 tal que
as desigualdades

X NfGHY)—fEa, ) £ N

0=<i<n—1

2 @) —fE@ el 2N

0=j=m—1

sio validas quaisquer que sejam as sequén-
cias finitas estritamente decrescentes
(8Jo<i<ns(t)o<j<n de pontos de [a,b] e
[e,d] respectivamente.

Utilizaremos no que se segue o seguinte

LEMA: Sob as hipéleses do teorema, as
Jungdes x—f(x,t) de [a,b] em F e
y—f(s,y) de [c,d] em F, sdo de variagdo
total limitada em [a,b] e [c,d] respectiva-
mente quaisquer que sejam te[c,d] e se[a,b].

Com efeito, || f(8:i41,t) — f(s:,)| pode
escrever-se como

f(siv1:8) —F(Bis1,¥) — f(8:,8) +
+f(:,9) +f(8i41,¥)—=F )|

que nio excede

S (i+158) — f(Biw1,¥) —f(8:58) +
+ @)+ 11 f(si1,9)— (8,91 -
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Daqui resulta que a soma

Z I1f (841, 8) — f (s, D) ||

0<i<n—1
nio excede

2 N1, —F (8i41,9) —

0<i<n—1

_f‘(si: t)+f(3i,.’!’) ”+ Z []f(3i+l |yf) —
0<i<n—1
—fGN L DN Gisrstier) — F(Bi1,8) —

— J(8:5 441) + f(8:,8) || +
+ X G ¥)—FGH0

D=<i=n-—1

onde os t; determinam uma parti¢io finita

de [c¢,d] na qual figuram ¢ e y'.
Temos, portanto,

D Nf G ) —FfG, Dl £ M+ N,

0=i=n—1

o que prova o lema para a fun¢io a — f(z,t).
Conclusdo analoga para a funcgdo

y—=>rf,2)-

3. Vamos agora proceder a demonstragio
do teorema enunciado.

Seja (xy,y,) um ponto do interior de 4;
mostremos que, sob as hipéteses do teorema,

existe lim f(#,y) no caso I. Para
(= ¥) = (0 %0)

que tal limite exista, é necessario e suficiente
que a oscilagiio de f no ponto (zg,7p), com
respeito ao rectingulo ]ay,b[ ><]7o,d[ seja
nula. (ver [3], pg. 52, 3.14.6.).
Suponhamos que esta oscilagiio é positiva,
Isto significa que existe algum & > 0 tal que,

(1) em qualquer rectangulo

1%0,x"[ > ]y0,¥"[ S 1%, P[X1¥o,d[

ha pontos (X1,¥;) e (Xo,yg) para os quais
se tem

[[£(x1,y1) —f(x2,¥2) || >¢-

Ponhamos (3)

F@i,9) =255 Byz0,5=120,j—20,5+1}

Az;,0=125,0— %i+1,0
2
Ayzz0,5 =2 i —2,541— 20,; + 20,541

(relativa ao rectingulo 2)

2
Ay22,0=2+1,i = %,0 — Zi+1,i+1 + Z+1,0
(relativa ao rectiangulo 1).

Entio de (1) resulta que

e < |lzn — 222 || = || (211 — 212 — 201 + 202) +-
+ (212 — 210 — 299 + 220) + (201 — 202) +
+ (210 — 220) || < || Ab2 21 || + || AFez10| +
| Ay zo1 || + || Az z10]] -

Consideremos agora o rectingulo

Jxo, @' [ < 70, 9"[
com
"' Laxg, y"' LYy,

De (1) resulta ainda que existem pontos
(x5, 5),(ry,x,) deste rectingulo, tais que

e < || A3 2203 ||+ || A5 250l 41| Ay 205 || 41| Az 250 || -

Repetindo o processo, conseguimos 2n
pontos (2;,y), t=1,2,..-,2n, tais que

e < || 82 20,001 ]| + || Af2z2x—1,0]| +
+ || Ay 20,261 + || Az22k-1,01] »

para k=1,2,...,n e, portanto,

(3) Esta notagfio nos foi sugerida pelo prof. Rivaldo
Alves Corréa, pelo que agradecemos.
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ne< 2 ||A5zz0,06-1]+

1=k=n

+ X 1A8%=z0e-r,0ll + X || Ay20,20-1]l +

1<k=<n 1=k=n

+ D Aczzk-r0l| £ M+ 2N,

1<k=<n

em virtude das hip6teses do teorema e do
lema demonstrado.
Em resumo, ter-se-ia

@) ne<< M+ 2N  para todo n,

o que é absurdo.
De modo anilogo se conclui que existe

lim  f(z,y)

(@, y) = (24 95)

em cada um dos casos II, IIT e IV.

OBsErRVAGRO: Se alguns dos pontos toma-
dos (x:i,7) tém a mesma abcissa, tem.-se,
COMO 2i41,i+1 = Zi,i+1>

|2i,s — 2i,e41 || £ || 26,5 — 2i6 41— 20,5 +
+20,i+ 1|+ 20,s — 20,5 41| = || 852 25 ||+
+ || Ay 205 ||

e, por consequéncia, o resultado (2) nio 6
alterado.

Analogamente para o caso de alguns dos
(zi,y;) terem a mesma ordenada.
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Natureza da Investigacdo Operacional(*)

por Fernando de Jesus

1. Generalidades sobre a nalureza da
ciéncia e metodologia

1. 1. Caracterizacdo da ciéncia

A extensiva bibliografia referente 4 defini-
¢io ou caracterizagio da ciéncia é de tal
modo vasta e abarca pontos de vista tio
diversos e nio raras vezes contraditérios,
quae se torna extremamente dificil apresentar
uma defini¢io adequada. Verifica-se, no en-
tanto, que grande parte das dificuldades pro-
vém do facto de o significado do termo

(*) Palestra proferida no dia 8 de Janeiro de 1966
perante o Grupo de Investigagio Operacional do
Laboratério Nacional de Engenharia Civil.

«ciéneia» nio ser constante pois tem-se mo-
dificado com o decorrer dos séculos e nio
temos a certeza de que amanhd a designagiio
tenha o mesmo sentido que hoje possui.

Nio se podendo pois apresentar uma defi-
nicio inatacavel de ciéncia, é preferivel men-
cionar algumas das caracteristicas essenciais
do que se designa por ciéncia.

Num conceito dindmico, consideraremos a
ciéncia como um processo de investigagdo, isto
é, um processo para: (a) responder a ques-
tdes, (b) resolver problemas, (¢) desenvolver
processos mais eficientes para responder a
questdes e resolver problemas. Posterior-
mente faremos a distin¢éio entre questles e
problemas.

A par da investigacio cientifica é costume



