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Note sur un Lemme de Kronecker 
per Luc M. Von et 

Périt 

N o u s nous p r o p o s o n s d 'é tendre au cas 
cont inu une propos i t ion at tr ibuée à KRONE-
CKER dont l ' énoncé est l e su ivant : 

P R O P O S I T I O N . S i | I 7 n , « > l [ e s t u n e 
sui te non-décro i s sante d e rée l s posit i fs ten-
dant vers + QO , et si la suite de n o m b r e s 
rée l s j y „ , n > l { est t e l l e que la l imite 

n 
L i m 2 F,„ ex i s t e e t est finie a l o r s : 
« t ® , 

L i m U V 2 Y„ 
« t ® 

0 . 

D a n s l e c a s continn la propos i t ion d e v i e n t : 

PROPOSITION. S i g ( x ) est une fonct ion 
r e e l l e n o n - d é c r o i s s a n t e , pos i t ive t endant 
v e r s + oo (et ne s 'annulant e n aucun point) 
e t si la fonct ion ree l l e f ( x ) e s t t e l l e que la 

9{*) 
«g 
dx 

dx ex i s t e et est finie. 

e x i s t e et e s t cont inue 

l i m i t e : L i m f 
Xfco J 

A l o r s si g'(x) 

l rx 
Lim — 1 f ( x ) d x = 0 . 
M 

DÉMONSTRATION. L a propos i t ion n'est pas 
abso lument tr iviale car les inégal i tés classi-
ques sur l e s in tégra les n 'about i s sent pas . 

N o t o n s d'abord que puisque </'(») e x i s t e 
et que g ( x ) e s t non-décro i s sante , nous a v o n s 
g'(x)>o. 

L e premier p a s cons i s t e à e x p r i m e r 

X f { x ) d x d'une manière qui permotte 

d 'explo i ter l e s h y p o t h è s e s . 

D ' u n e manière év idente on a : f f(x)dx^s 
Jo 

= f I l * l g ( x ) d x . 
Jo S(œ) 

Maintenant posant : v ' dx—du-, g(x)~v; 

et en intégrant par parties : 

f " f ( x ) d x = [ g ( x ) f'£SS-dtT — 
Jo L Jo g{t) J o 

g(X) r i Q - d t -
Jo g{t) 

A j o u t a n t e t retranchant l a q u a n t i t é 

•Vf) 9(0)i 'o 9(t) 
dt nous o b t e n o n s : 

. £ ' f ( x ) d X - (g{X) - g(0)}jf ^ d t -

m d t ) 

+ j ( 0 ) f X£Vldt=- f Xg'(x)dx fX£i$-dt+ 
Jo g ( 0 Jo Jo s ( 0 

4 Ç g i ( m ) ( j ° f M d t \ d * + 

+9Ü0) f 
Jo 

9 (0 i 

^ m dt 
9(t) 
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-PKfïcH*" 
+ o f o ) r ^ rfí, 

V o <7(0 

d'ofl (puisque g et g' soot posit i fs) 

1 1 f x 

\ W ) l f ( x ) i x < 

w U ' v . ffW / 
+ 

+ g(O) r x f ( t ) 

'a g(t) 

A p p e l a n t 7(Z") e t J ( X ) l es deux parties 
du membre de droite e t p o s a n t : 

L i m l 
xi« J o 

1 f ( x ) 

'o 9Í*) 

nous observons que : 

d x = M, 

L i m ! • / ( * ) = 
-Vî« ^(oo) 

maintenant séparant l e domaine d' intégration 
de / ( X ) en d e u x part ies au point X0 nous 
obtenons : 

| / ( X ) | ^ — — f ' g' (a:) f d 11 d x -
I W J > U FF(0 I 

( * ) . / „ -7(0 

3(X) Jx. X 9(t) 

(ia? + 

L e problème rev ient donc à montrer que 
les d e u x e x p r e s s i o n s du m e m b r e de droite 
tendent s éparément vers 0 lorsque X tend 
vers + m . 

Or pour tout l ' intégrale 

f X' g' (x) ! r t Q dt\dx 
X J K ' l X g(t) \ 

ex i s t e e t e s t finie car / i -^Z. dt est tínie. 
Jo 9 ( 0 

m 

Donc 

Lim 
* t - g{X) 

D'autre p a r t : 

F V ( * ) | f 
"0 ' Jr. 

7 ( 0 
ff(0 

JCH/ 
x f ( t ) S u p f 

~\tJJJ* 
= sup ! r\ 

_ „ [ J I g(t) 

9 ( 0 

dt 

X M d t 
X, iit:)' 

l i œ Z 

j^g'(x)dx = 

( g { X ) ~ g ( X 0 ) ) . 

Maintenant divisant par g(X) puis faisant 
tendre X vers + oo nous obtenons : 

I J I M _ A _ f x m 

^ sup i r i i ^ i A - ^ 

= sup r-tiQ-dt 

A» - . oo 9 ( 0 

Maintenant faisant t endre X 0 vers » 
nous o b t e n o n s : 

L i m L i m — - — f * o 1 (*) I f Î S Ù . 
*t«xt»g(X) Jx. * [X ^(0 

^ Lim Sup I f™ fW-dt 
A t » » _ U r g(0 Ai <«<oo 

d x ^ 

= 0 . 

La dernière égalité étant déduite du fait 
que lorsque Xa tend vers l'infini le domaine 
d'intégration devient de mesure nulle. 

N o u s a v o n s donc d é m o n t r é que l e s trois 

parties c o m p o s a n t s 
1 ,-.v 

ten-

dent s é p a r é m e n t vers 0 l o r s q u e X tend 
vers -}- oo donc : 

/ f ( x ) d » ~ 0 . 
FFW 

C e qu'i l fallait démontrer . 


