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Sur quelques équaf/ons différentielles non-linéaires 
du deuxième ordre 

par Ivan Bandic 
Beograd 

1". Il s'agît de l 'équation d i f férent ie l le 

(1) F(x , y^y^y") = 0 . 
m 

E n supposant que a? a ln d imens ion / e t 
y la d imens ion v , on a indiqué par l e s y m -

p 
b o l e F(x, y, y', y") que tous les termes dn 

• 

p o l y n ô m e F sont d e dimension p et que 
F es t , en outre, h o m o g è n e se lon y, y' et y" 
d© d e g r é m . 

L'équat ion d o n n é e on n o m m e ici , pour 
plus de brièveté , l 'équat ion P du deux ième 
ordre. 

On a démontré dans l e présent travail que 
l 'équation (1) e s t intégrable par quadratures . 
E n vertn des résultats obtenus o n résout , 
ensui te , deux p r o b l è m e s : a ) On résout cer-
tains cas c o n n u s de (1) au m o y e n d'uno 
n o u v e l l e méthode , (à) On f o r m e de nouve l l e s 
c la s se s , très l arges , d 'équat ions di f férent ie l les 
intégrables d e forme (1) . 

( t . I) A u cours du travai l on appl ique 

auaai l e s dér ivées re lat ives d e M. PETBOVIC, 

[ l j . L a d é r i v é e re lat ive du ït-ième ordre d e 
la fonct ion « = u ( x ) e s t introduite au m o y e n 
d e la définit ion A„ (w) <= it<"> / u , («<"> = 
= dnu/d x"). 

D e tons l e s n o m b r e u x re lat ions entre l e s 
dér ivées re lat ives , qui en résul tent , on y a 
util isé 

A! (tt v) = A, (M) + A, (v) ; 

A. ( v ) = * , ( « ) - M * ) ; 

A, (»*) = m Aj («) ; Aa (« ) = Al (u) + A? («) ; 

A, ( e x p / w e Z a:) = e x p / A j (w)da: =• u , 

o ù u = u {x), v — v (x). 

(1. 2 ) D a n s l e travai l on a uti l isé égale-
ment l e s d é r i v é e s re la t ives partiel les du 
premier ordre de la fonct ion à deux varia-
b les indépendantes , u = u , a*a) , qu'on a 
Introduite par la définition, [ 2 ] 
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S i 6®t fonct ion d e , on arrive à la 
dér ivée re lat ive to ta le s e lon ar, 

1 du. 1 / du , à u , \ = — -, — ( - + - *s). 

(*•-£;-) 
ou bien, en vertu de la définition précédente 

V! (u)«, = A, («)„, + A, (u)*, . 

2°. L o r s q u ' o n introduit dans l e p o l y n o m e 
F de l 'équat ion (1) la nouve l l e variable 
indépendante t e t la fonct ion inconnue 
YJ =3 YI(Î) AU m o y e n d e la substitution 

(2) x = e*t, y -ne", 

et que l 'on prend en cons idérat ion les carac-
térist iques sua-ment ionnées de F , on obtient 

( 1 , 1 , [À, (*>) + * ] / * , 

[ A a ( r 1 ) + ( 2 v - i ) A 1 ( n ) + v ( « - l ) J / 1 8 ) t r e x p ( f > 0 -

E n introduisant les fonct ions z e t S par 
la substitution 

(3) A j f r H - n - ï s ; Ai)()i)-f-(2i>—15)A](*>}-)-

d'où il résul te 

( 4 ) Î ^ L ^ + S - Z 2 ) , {z? -dz\di) 

la fonct ion F devient 

(5 ) F = F { 1 , \ , z , 3 ) e x p / [ m X2 + + ( p — m n)] ci / 

D a n s ce cas l 'équation (1) s e réduit à 
l 'équation a lgébrique 

(6) . 

( 2 . 1 ) S o i t & = &(s) une solution do (6) . 
D a n s ce cas on trouve l ' intégrale généra le 
de l 'équation (1) de (2), (3) et ( 4 ) dans la 
f o r m e paramétr ique 

(7) x=clexpfP(z)dzj ^ = c 2 e x p / g P ( 2 ) d s ; 

P ( * ) « ( & ( * ) + a - * a ) - i 

où s est le paramètre . 

( 2 - 2 ) L ' in tégra le généra le d e ( l ) peut 
être expr imée , à la base d e (2), (3 ) e t (4) 
sous la forme 

(8) ; c = c 1 e x p / Q ( & ) d 3 ; 

Q ( S ) = 2» ( S ) ( 3 + Z (&) - 22 ( 3 ) ) " ! 

où & j o u e l e rô le de paramètre e t s = z ( 3 ) 
r e p r é s e n t e nne solut ion de l 'équation (6) . 

( 2 . 3) On applique ici l es résul tats obtenus 
aux quelques cas spéc iaux de l 'équation (1) . 

( 2 . 3- 1) L 'équat ion dif férent ie l le , [3 ] 

(9 ) / ( * , i j ' ) y" + ? ( * , / V ) = 0 
m f ifl̂  

appartient à la c la s se des équat ions P de 
forme (1) si 

(10) m, — m0 = 1 ; px — p0 — v — 2 i . 
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L' in tégra le g é n é r a l e de (9) on trouve , 
dans ce cas , d e (7) on 

(11) - f ( l ,1,*)//(1, 1,2). 

EXEMPLE. On d o n n e l ' éqnat ion P de 
forme (9), [ 4 ] 

(12) ( X 7 / - y ) f + Ay'* = Q, 

où viq— 1 , p0 = 'J, j J j = 2 (v — X), et la 
condit ion (10) est satisfaite . L ' intégra le géné -
ra le d e (12) est d o n n é e par (7), où 

P ( z ) = ( 1 - » ) / « ( ! + « ) * . 

( 2 . 3. 2 ) L 'équat ion di f férent ie l le 

l-a pi 
(13) / ( » . j y V + ï O 

W i 

est une équat ion P si 

(14) mj —ma = 1 , Pt,— p0 = v — \ . 

L' in tégra le généra le de (13 ) est donnée par 
les re lat ions (8), où 

(15 ) » ) / / ( ! . ! . » ) • 

EXEMPLE. On d o n n e l 'équation P de 
forme (13) , [ô ] 

(16 ) ax*y'y" + = 0, 
(ia = c o n s t . , b = const . ) 

où m0 = 1 , J0q =»* + >'> mt = 2 , pi = 2 k, 
L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e de (16) , où la condi t ion 
(14 ) e s t sat isfaite , on trouve d e (8) , où 
?(&) &/fl2r. 

( 2 . 4 ) E n uti l isant les résul tats de 2 ° , on 
ré sout ici l e p r o b l è m e b) d e 1°. 

On d o n n e l 'équat ion d i f férent ie l le 

pu Pi 
( 17) f [ x , y j ) y" + ? (x, y j / ) = 

wp m f 

= <(»(*,yly')y" + 0(x-,yiy1) . 
wQ ni 

E n supposant que 

(18 ) « ! — m 0 =- W| — « 0 = 1 ; 

P i - P o - Î i - S o - " — 

on obtient à la base d e (5) 

(19) ( / s + ¥ ) e x p / K A s + ( p , - w . v)]dt= 

= (4i 3 + 0) e x p / [ « ! i s + (?! — n, y)] d t , 

a v e c 

/ « = / ( 1 , 1 , » ) , f 

4' = + ( 1 ) 1 . Z ) . 0 = 0 ( 1 , 1 , 2 ) , 

ou bien 

(20 ) P = e x p / ( * 2 + P) d t , 

où e s t posé , pour de br ièveté 

(21 ) B = ( / S + » ) / ( * & + 0 ) ; 

« = (n , — m , ) A , p — Cïi — Pi ) — (« i - « 0 * . 

E n appl iquant l 'opérateur Vi s e lon t aux 
deux c ô t é s d e (20) , et e n tenant compte que 
Vj (P) = = 1 (S + 2 — 2a) v , {R)3 on obt ient 

(22 ) A ( S + 2 — 2S) Vi ( R . ) = « « + P • 
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F i n a l e m e n t , en é l iminant la variable & de 
(21) et (22), on arrive à l'équation d'ABEL 

(23) > | [ * ( 1 — « ) « | » - e ] S -

= (« s + (3) R (jp S — f ) , (R'-d R/d z). 

S o i t R = B(b , Ci) l ' intégral g é n é r a l e d e 
(23) . D a n s ce cas on t r o u v e do (21) 

(24 ) S ( Z , c 1 ) = [ ? - 0 ^ ( 3 , c 1 ) ] / 

/[+*(»,«,)-/] 
et l ' intégrale généra le de (17) , où la condi-
tion (18) est sat isfaite , on obtient de (2), (3)J 
(22 ) et (24 ) dans la formo paramétr ique 

(25 ) x = c . e x p f — , 

« V -

o ù * e s t l e paramètre . 

( 2 . 4 . 1 ) E n supposant que 

(26 ) i p - i ) / - f - 0 , 

l 'équation (23) se réduit à l 'équat ion l inéaire 

(27) X |>(1 ~ s ) 4 » - = 

dont l'intégrale générale est 

(28 ) R = + - L J l - u d z ) ; 

E = e x p —~ J tytodz, 

E n tenant c o m p t e que , en ver tu d e (2) 

e t (3) 

(29) z = 

et que 

(30) f ( l , l , z ) - A f { x , y , y ' ) , 

(A = a•(•">•>-?,y-'-.) 

la condi t ion (26 ) devient 

(31 ) ar y f (x , y , y') = y' (y - x t f ) f ( x , y , y') 

et l 'équation intégrable (17 ) apparaît sons la 
forme 

(32) I x y y " + y ' ( y - x y ' ) \ f ( x , y j / ) = 
m, 

= » y (X, y', y1) y" + 9 (as, y\p')j , 

où « ! — «(, = 1 , qx — qa v — 2X . 
L ' i n t é g r a l e généra le de (32 ) on trouve d e 

(25 ) où R = * R ( g , C i ) e s t d o n n é par (28) . 
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