ano xxvii— N 108104 GAZETA DE MATEMATICA

soror: (Fazeta de Matemdatica, Lda.

JULHO/DEZ. — 1966

apumistravon: A, Sd da Costa

rneoacrones: J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo

Composto na Tipografia Matemétice, Lda. — Rua Diério de Noticias, 134 - 1.° - Esq. — Telef. 36 94 49 — LISBOA

Sur quelques équations différentielles non-linéaires
du deuxiéme ordre

par Ivan Bandic
Beograd

1°. 1l s’agit de 1’équation différentielle

P
(1) F(w,@y”)= 0.

En supposant que # a la dimension % et
y la dimension v, on a indiqué par le sym-

bole F(z,y,’:q' ,¥") que tous les termes du
5

polynome F sont de dimension p et que

F est, en outre, homogéne selon y, y' et y"

de degré m.

L’équation donnée on nomme ici, pour
plus de bridveté, ’équation P dun deuxidme
ordre.

On a demontré dans le présent travail que
T'équation (1) est intégrable par quadratures.
En vertn des résultats obtenus on résout,
ensunite, deux problémes: a) On résout cer-
tains cas connus de (1) au moyen d’une
nouvelle méthode. (b) On forme de nouvelles
classes, trés larges, d’équations différentielles
intégrables de forme (1).

(1.1) Au cours du travail on applique
aussi les dérivées relatives de M. PETROVIC,

[1]. La dérivée relative du =-idme ordre de
la fonction u = u (x) est introduite au moyen
de la définition A, () = u™/u, (u™ =
=dru/da"),

De tous les nombreux relations entre les
dérivées relatives, qui en résultent, on y a
utilisé

Ay (uv) = 4 (w) + 4, (v);
5 (5) =M@ - 4E;

Ag (u) = Ay (v) + A (u);
Ay(expfudzx) = exp A (u)dx = u,

Ay (u*) = n 4y (u);

ot u=u(zx), v=uov(x).

(1. 2) Dans le travail on a utilisé égale-
ment les dérivées relatives partielles du
premier ordre de la fonction a deux varia-
bles indépendantes, u = u(xy,a3), qu'on a
introduite par la définition, [2]

1 ou
Al(“)=,=;‘ e »
¥
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Si x, est la fonction de ,;, on arrive a la
dérivée relative totale selon

Toud e 1 /0u Ju
v z‘=—w———=— ——— - f 3
1 () U da “(da:l i 0 a9 a:,)

i d""'2
(a’2 d‘l'l)

ou bien, en vertu de la définition précédente

Vi (@)e, = Ay )z, + Ay (0)s, ' .

2°. Lorsqu’on introduit dans le polynome
F de l'équation (1) la nouvelle variable
indépendante ¢ et la fonction inconnue
n=n(f) au moyen de la substitution

(2 x=e\, y=ne!,

et que I’on prend en considération les carac-
téristiques sus-mentionnées de 7', on obtient

F=F(1,1,[A () +v)/3,
[Ag (n)+(2v—2) &y (n)+v(v— 1)} /32) ™ exp (p1) -

En introduisant les fonetions z et & par
la substitation

(B) Ay(m)+v=2>z; Ay(n)+(2v—23)4(n)+
Fiye)=103,

d’ot il résulte

4) 2Z=210+:z—2%, (z'=dz|d?)

la fonetion F devient

@) F=F(,1,z,%espf[mlz+
+(p—m)]dt

Dans ce cas l’équation (1) se réduit a
I’équation algébrique

(6) F(1,1,2z,9)=0.
(2.1) Soit 2 =2(2) une solution de (6).
Dans ce cas on trouve l'intégrale générale

de I'équation (1) de (2), (3) et (4) dans la
forme parameétrique

(1) a=c,exp S P(z)dz; y=cqexpSzP(z)dz;
P(2)=(2() + 5 — 2!
ol z est le paramétre.
(2.2) L’intégrale générale de (1) peut

8tre expriméde, a la base de (2), (3) et (4)
sous la forme

(8) z=rc exp/Q(dY;
y=cqexp/z(2) Q(2)dI;
QR)=2()E +2(3) —2()"

ol 2 joue le role de paramdtre et z = z(9)
représente une solution de 1’équation (6).

(2.3) On applique ici les résanltats obtenus
aux quelques cas spéciaux de l’équation (1).

(2.3.1) L’équation différentielle, [3]

Pe Py
©)  F@.y " +e(e.ysy) =0

my my

appartient a la classe des équations P de
forme (1) si

(10) my—my=1; py —po=v—22.
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L’intégrale générale de (9) on trouve,
dans ce cas, de (7) on

(11) °()=—o@,1,2)/f(1,1,2).

ExXEMPLE.
forme (9), [4]

On donne l'égnation P de

(12) (=9 —9)y'+442=0,
ol my=1, py=v, m;=2, p;=2(v—1), etla
condition (10) est satisfaite. L’intégrale géné-
rale de (12) est donnée par (7), ol

P(z)=(1 — 2)/z(1 + 2)2.

(2. 3.2) L’équation différentielle

ra ]
(13) f(=,y,¥")y' +2(®,y,y")=0
o — S

my my
est une équation P si

(14) m—my=1, p—po=v—1>1.
L’intégrale générale de (13) est donnée par
les relations (8), ol

(15) 2(3)=—¢(1,1,2)/f1,1,5).

ExempLE. On donne l'équation P de

forme (13), [5]
(16) azdy'y' +by*=0,
(a = const., b = const.)

od mg=1, py=2+v, m=2, p,=2v.
L’intégrale générale de (16), on la condition
(14) est satisfaite, on trouve de (8), ou
z2(3)=—1>blaZ.

(2. 4) En utilisant les résultats de 2°, on
résout ici le probléme 5) de 1°.
On donne 1'équation différentielle

Pa ™
an  fle,2,8)y" +e(x,y,y)=
s 3l

Tqs L 1
= #(m,sg_»_g')y” +0(= ,.g_:_g') .

En supposant que

(18)

my —my=mny —ny=1;

P—Po=q —q=v—21,

on obtient a la base de (D)

(19) (f% + ¢)exp/Im 1z +(p—m v)]dt=
= ($% + 8)exp/[n 2 + (¢ — mv)]d¢,

avec
f=r,1,2), p=¢(1,1,2),
$=¢(1,1,2), 6=0(1,1,2),

ou bien

(20) R =exp[(az +P)dt,

ol est posé, pour de briéveté

(21) BR=(f2+9)/($3+9);
a=(ng —m)k, E=(q1 —p1) — (0 —my)v.
En appliquant 'opérateur V; selon ¢ aux

deux cotés de (20), et en tenant compte que
Vi(R).=2(% + 2z—22)V,(R). on obtient

22) 2(F4+z2—2)y(R)=2az+P.
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Finalement, en éliminant la variable 2 de
(21) et (22), on arrive & I’équation d’ABEL

(23) MNzA—2)y—0]R —
—[zA—2)f—¢ll B =
— (22 +B)RWR—F), (R =dR/dz).
Soit R = R(z,c;) l'intégral générale de
(23). Dans ce cas on trouve de (21)

(29  S@,e)=[s—0R(z,¢)]/

IR (z,e0) —F]

et Vintégrale générale de (17), ou la condi-
tion (18) est satisfaite, on obtient de (2), (3),
(22) et (24) dans la forme paramétrique

dz
25 B >
(26) =« cgexpfa(z’cl)+z_z,

2Pyt = [R(z, )P,

ol z est le paramétre.

(2. 4.1) En supposant que
(26) z(1—-2)f—¢=0,
I'équation (23) se réduit a I’équation linédaire

_(27) Mz(1—2)¢ — 0] R =

(@z+P) Y & — 1),

dont 'intégrale générale est

R=s(c1+—:'-f%wdz);
:=-exp-1-f:bmdz,
(@=(x2 + B)/[2(1 — 2) ¢ + 8]

(28)

En tenant compte que, en vertu de (2)
et (3)

(29) z=ayly,
et que
(30) f@,1,2)=A4f(x,y,¥),

x2
9(1,1,2)= A_!j‘"?(-'”)ysy'):
(4 = z(*me=pa y™)

la condition (26) devient

Bl =zye(x,9,¥)=y'(—=y)f(=,9,¥)

et I’équation intégrable (17) apparait sous la
forme

(32) leyy' +9/ - F(=,9.9) =

qe L1
=ay I'#(w,w')y” + G(m,g_:_;{')! ;

n, ny

ou ny—mny=1, ¢y —¢qy=v—2A%.
L’intégrale générale de (32) on trouve de
(25) ot R = R(z,¢,) est donné par (28).
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