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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS~DE, EXAME  DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I. 8. C. E. F. — 1.* cadeira — Mareudricas Grrais —
i.° exame de frequéncia — (1.* chamada) —
10-2-1967.

I

5671 — 1) Formalize o argumento seguinte e
estude a sua validade :

«Se o mercado ¢ livre, um s6 vendedor n3o pode
influenciar os pregos. Se um s6 vendedor n3o pode
influenciar os pregos, entdio existe um grande ndmero
de vendedores. Existe um grande mimero de vende-
dores. Liogo, o mercado é livre».

2) Considere um conjunto U= |a,b,c,---] e
uma relagio bindria S nele definida, satisfazende
408 axiomas :

Al aSb=yasb
A.2 2a8bAbSc=>aSec.

Demonstre o seguinte teorema :
T.1 aSbt=>b8a.

Se U for o conjunto dos pontos de uma recta,
como pode definir § para que se obtenha uma con-
cretizagdo da axiomdtica ? Justifique.

R: 1) Fazendo

p = o mercado € livre
q = um 86 vendedor ndo pode influenciar os pregos
r = existe um grande nimeros de vendedores

to pode for

lizar-se do modo seguinte :

0 arg

P=>q
q=r
T

- p .
O argumento € invdlido porque de p =>q e q =T

pode concluir-se p =>r mas de p=>r e r ndo €
legitimo deduzir p.

2) Para provar T.1 pode seguir-se o método de
demonstrag@o por redugdo ao absurdo. Supondo que se
tem simultineamente aSb ¢ bSa, o azioma A.2
permite concluir que aSa e o axvioma A.1 condus i
contradigdo a=a. Logo, aSb =>bSa.

Sendo P e Q pontos de uma recta a relagio S pode
ser «P estd a esquerda de Q»,

1I

5672 — 1) Seja 4 —{a:eli‘::c > .1_+1},
m n
onde m e n designam numeros naturais.
a) Ache infA e sup A. O conjunto A tem
méximo e minimo ? Porqué ?
b) Mostre que os numeros 1/n e o infd sie
pontos de acumulagio de A. O conjunto A ¢é fe-

chado ? Porqué ?
2) Calcule lim ("\/e——- 1)thean

R: 1) a) infA=0, supA =2, O conjunto A
tem o maximo x = 2 mas ndo possui minimo.
1

1 1
b) lim (—— + —-—) = — ¢ 0 € ponto de acumula-
m=m \ m n n
¢do dos numeros 1/n. O conjunto A ndo € fechado
porque 0¢ A .

2) Como

lim log (*'Y'e — 1)1/ = lim
= 00

log ('™ — 1) =

n=0 logn
= lim Iog—E—-, com E—+1, e
wee logn n3
1 i
lim Eoginhm g% — 3= -3,
s=2 [ogn n3 n=0 [ogm

P — 1)tlesn — =3
‘E‘_ﬂ(ﬁ 1) e
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5673 — 1) Calcule a soma da série
©(—1)"—n

2) Mostre que o critério de raz3o nio esclarece a
n—1

=

, mas que o critério da raiz permite concluir

natureza da série Za,, onde a,, = € Qg, =

gn—t

que ela é convergente.

¥ e A (=2)"
R: 1) A série geométrica ¥} ——— tem a soma

n
n=]

1 & 8
Sw—jcaaérfez-—n?kmaaoma S'-T' Logo

n= |

a serie proposta lem a soma S —8' = —1.

Ay, 1 Ba 4
2) fgger = =—<1 e - =23>1
AT W P %]
e portanto o critério da raziio nio permite esclarecer a

natureza da série. Como

n=1
o= 2 2o—-1 2
Tyg—y = : t‘/a!n—i e ("3_) P ﬁ

v () (@) -V/E

tem-se limr, = \/ _% <1 eportanto a série converge.
3

1 8. C. E. F. — Mateuiricas Geris — 1.* cadeira —
1.° exame de freguéncia — 2.* chamada—17-2-67.

1

5674 — 1) Utilize a demonstragio condicional
para provar a validade do argumento:

p=(@Vr)
g=>~p
&8 =)~7T
. p=d~§

2) Utilize a dlgebra dos conjuntos para simpli-
ficar a expressio:

[((An~B)U(BN~O)In(4n~0).
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R: 1) Tem de se provar entio que

P=(qQVr)

Qi SErp

8§ =)~r

P

~8
Com efeito,
1. p=(qV¥r) Prem.
2. gq=~p Prem.
3. s=~r Prem.
4. p Prem, adic.
§. qV¥r 1,4 modus ponens
6. p=~q 2, Equiv.
7. n=>~8 3, Equiv.
8. ~q 4,6 modus ponens
g 4r 5,8 silogismo disjuntivo
10. ~s 7,9 modus ponens.

2) [(AN~B)Uu(BN~C)]n(AN~C) =
=[(AN~B)n(AN~O)JU[BN~C)N(AN~C)] =
=[(AnN~C)N~BJU[(AN~C)NB] =
= (AN~C)N(~BUB) =
=(AN~C)NU =
=AN~C.

II

5675 — 1) Designe E o conjunto dos nimeros
reais e sejam x e y numeros reais quaisquer.
Definam-ge o8 ndmeros: a) dj(z,y) = |x? — ¥?|;
B) dy(x,y)=2]z—y|; ) ds(z,y)=inf |2,|z—y]|!.
Quais dos numeros dy, d» e dy definem distdncias
no conjunto R? Justifigne a resposta.

sen —
n

2) Calcule lim
n=oo M

Va —1

R: 1) d, e d; satisfazem & axiomdtica da dis-
tancia.

1
sen — sen —
2) lim — = —
] “‘/8 228, =00 e
1 1
fen — 8EN : 1
n
= lim — = [im . \
=00 o log .—1 =00 l glag a
n
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-1
i

com t—1. Portanto,

fen —

1

lim = .
log a

ne=00 n‘/;—l

I
5676 — 1) Sendo Xa, e b, séries de termos
ndo-negativos, demonstre que a condigio kA=< a,/
/b, =k, onde % e I designam nimeros positivos,
implica que as séries sGo da mesma natureza.

2) Determine o intervalo de convergénecia abso-
luta da série

i+ G2 e

De h=a,/b, vem hb,<a, donde se

o)
conelui que

Za,C=%b,C.
Lb,D=Xa,D.

De a,/b,<<k vem a,<kb, donde se tira
23, D=%b,D.
b, C=Za,C.

Em resumo,
Xa,C¢=EXEb,C.
Za,D¢<=ZXb,D.

2) Como i

M_V[I T (;?.. :ln’ =Tim [1 + (;:}.. ].._ Ve ,

o intervalo de convergéncia absoluta €

11 —1//e, 1+1)/e[.

1. 8. C. E. F. — Mareusiricas Gerais — 4.* cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informacao
(1.* chamada) — 12-6-1967.

I

5677 — 1) Considere a fangio y = f(x) com o
dominio X =[a,bd]Ulc|{U}d} e cuja imagem se
apresenta na figura junta. Resolva os problemas
seguintes:

ya D
L]
ke s i
1B |
A
;
i
1 I ]
! R :
1 1
: 1
i ]
o a b c d ;

a) Diga qual é o contradominio f(X).

b) Mostre que f(xz) ¢é continua em X e verifique
os teoremas de Dini e Weierstrass.

¢) Pode-se calcular f'(c) e f'(d)? Porqué?

d) Quais sfo os extremos locais de f(z)? E os
extremos absolutos ? Justifique.

2) Caleule Plog (x2 + = +1).

R: 1) a) Seja ee]a,b[ o ponto onde f' (e)=0.
O contradominio é f(X)= |f(c){U[f(a),f(e)]U
Ulf(d)i.

b) A imagem de f(x) mosira que a fungdo € con-
tinua em [a,b] ou seja em todos os pontos de acumu=-
lagio de X . A verificagio do teorema de Dini € ime-
diata pois o contradominio f(X) € conjunto fechado
limitado; para o teorema de Weiersirass basta nolar
que o minimo absoluto € f(c) e o maximo absoluto é
f(d).

¢) Ndo, porque ¢ e d sdo pontos isolados em X .

d) Os extremos locais sdo: minimos — f (a) e f(b)

maximo — f (e)

De acordo com a definigio de extremo local f(c) e
f(d) também sdo extremos locais (mdaximos ou minimos).
O minimo absoluto é f(c) e o maximo absoluto f(d).

2) Plog(x2+x+1) =

2x24+1
= x log (2% + x +1)-—P————-x2—+x+__1 -
x4+ 2
=xlog(x*+x+1)-P (2 — ——08 ——
9 +x+1)-P (23— )
x4 2
= xI 2 1) -2 P
xlog(x®+ x + 1) 2 R

(x+ 1/2) + 3/2
(x +1/2)2+3/4
2 (x + 1/2)
(x +1/2)* + 3/4

xlog (x3+x+1)—2x+ P

1
xlog (x24+x+4+1)—2x +—2—P
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<8t 2/y/3
i \/’31) 2x+1\?
(7% ) g

1
= xlog (x?+x+1) — 2x + -2—-Eog [(x+1/2)2+3/4] +

2x +1

3
o Sl ———,
VB e
11

5678 — 1) Considere a fungdo F (z) tal que
F(a)=F'(a) =++=F"=0 e sejam L e I,
respectivamente, o supremo e o infimo de F{i em
[@,d]. Mostre que

z( L(:: a)"

SF‘()S CEL DR

1
3 — log (1
mlenwz z + log (1 + =)

2) Calcule lim
=0 x?cos X

R: 1) Pela férmula de Taylor vem

F(x) = (x—;liw [ 4 0 (x = )]
Com a=x=b e atendendo a que
I=Fv[a+6,(x—a)l=L
vem tmediatamente o resultado.

il
x3gen — — x + log (1 + x)
x2

2) lim -
x=0 x2 cos x

x3gen — — x 4+ x — 1 x?
x2
- lim

x=0 x2cos x

eom limi = 1/2. Entio

1
x3sen — — x + log (1 +x)
<2

lim —
x=0 x2cos x

X sen — — A
x2
== [im = —1/2.
Tm=g CO8 X

11
5679 — 1) Qual é o campo de existdneia de
F v 8w R AR o i on it
' ¥ mz alcule os limites so-

brepostos para f(z,y,2) no ponte P (0,0,0).
Existe liEf(a: y¥,2)? Porqué?

=

2) Se o sistema de equagdes lineares A X = B
possui duas solugbes distintas X; e X,, prove que
aX;+ (1 —a)X, também é solugdo, qualquer que
seja a. Serve este resultade pasa mostrar que, tendo
AX = B duas solugdes distintas, existe uma infini-
dade de solugdes? Porqué?

R: 1) O campo de exiiténcia é R3 — |P|.

% i
PRI r =113

lim lim lim f (x,y,2) =1/2
x=l =0 y=0

lim lim lim f -—1
Sy (7,2

lim lim limf (x,y,z) = —1
y=0 z=0 x=0

lim lim limf (x,y,z) =—2/3
=0

) x=f ¥
lim lim limf(x,y,z) = —2/3
=0 y=0 x=0
Ndo existe limf (x,y,z) porque os limites sobre-
=0
Z=()
postos ndo sdo todos iguais.
2) Como AXy=B ¢ AX;, =B, vem

AlaXj+(1—-a)X,]=aAX;+(1-2a)AX;=
=aB+(1—-23a)B=B,

o que mosira que a Xy + (1 — a) X, também € solugio.

1. §. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 2.° Exame de
frequéncia e 2.° ponto de informagdo — (2.* cha-
mada) — 14-6-67.

I

5680 — 1) Considere a fungdo y = f(x) com o
dominio X = [a,b] e cuja imagem se apresenta na
figura junta. Resolva os problemas seguintes :

a) Diga qual é o contradominio f(z).

b) Mostre que f(z) ¢ descontinua para x =c¢,
indicando a oscilagio w (c) .
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e

¢) Calcule f'(c).
d) Quais sfo os extremos locais de f(xz)? E os
extremos absolutos ? Justifique.

= (x 5= 0)

2) Mostre que ¢ (x) = { $wi0) nio possui pri-

mitivaem ] —oo, 4+ oco.
R: 1) a) Note-se que f(c—0) =1f(c+0). Estes
limites laterais sido representados geométricamente pela

ordenada do ponto que € centro do pequeno circulo em
branco.

f(X)=[f(a),f(c—0O)[U]f(c—0),f(b)JU|f(c)!.

b) o(c)=C —f(c—0)>0 ¢ portanto f(x) ¢
descontinua para x = c.

e) fl(e)=+oco

d) O minimo local € f(a) e os maximos locais sdo
f(c) e f(b). O minimo absoluto € f(a) e o mazimo
absoluto é f (c) .

2) Supondo que existe ®(x) = P g (x) teria de ser
@ (x) continua e portanto da forma

R0
w}_{? FR(x#0)
k (x = 0).
Ora a derivada desta fungdo €

: x (x5 0)
4 (‘)"'{0(;-0)

que ndo coincide com o (x).

primitiva em | — oo, + cof.
1I

5681 — 1) Desenvolva a funcio

@ —3x+ 3
(x—1)(x—2)(z — 3)

¢ (x) =

Logo o (x) ndo possui

7

em gérie de Mac-Laurix, indicando o termo geral e o
intervalo em que é védlido o desenvolvimento.

2) Seja f(x) convexaem [a,b] e g(y) crescente
e convexa num intervalo que contém o contradominio
de f(z). Prove que g[f(x)] é convexa em [a,d].

Nota: Admita a existéncia de derivadas até a 2.*
ordem das fungdes f e g.

1 1 1 3 i
Bic = —— : e g
yhee 2 1—x+2—x 2 3-—x
1 1 1 1 1
—*‘5'1—x+-2_. X 2 1 z

it

'=M9
"
wl
DMS
/"‘"-\

M |
\._../ N’l
H
QMS
\-.._/

-

para |x|<<1.

Também se pode escrever

By 1 il
(XJ“E%("ITT 3n)"‘

2) Fazendo F (x) = g[f(x)], vem F'(x)=g'(v).
Al (x), F'(x) = g" (y) [f' (x) 2+ &' (y) £'" (x) e, como
g'(y)=0, g"(y)=0 e f'" (x)=0, tem-se F'""(x) =0,
o que prova o resul.ado.

II

2 2
682 51y onsldare i (eay L e
T —y—3

£(0,0,0)=0. Calcule £.(0,0,0), £.(0,0,0) e
f:(0,0,0).

2) Duas matrizes 4 ¢ B de ordem n diferem
apenas na j-ésima coluna. Prove que

'™ |A+B|=|4|+|B]|.

f(x,0,0)—£(0,0,0)

R.: 1) £(0,0,0)=lm

x

.ox241

== lim = + co
x=0) X
f(0 0)—=f£(0 0

£(0,0,0) = lim ©,y,9 0,0, )_

w=0 y

b o= lim — = — o0

y=0 y?
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f(0,0,2)-£(0,0,0)

£,(0,0,0) = lim
=0

Z
: 2 +1
= lim — - — 0o,
=0 z?
2) Sendo
gy vcc By 0t By ]all"‘b!: tet Byg
[A|= : ¢ |Bl=|: ! .
Agy 0 By ay, aal"'hnj"'bnn
vem
8y - 3y + b’!. oes By
[Al+|B|= : :

By, By + By <o by

23y - a;+by - 23,

|A+B|=| : : =2 (|A[+]B))
2'-5"'am+bni”’2ann|

0 que prova a proposi¢do.

LLS.CE.F.— M{Txﬂncn Gerais — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho — (4.* chamada) —
Prova escrita — 10-7-67.

5683 —1)

satisfazem & relagio z = 2'', onde z designa o
conjugado de z.

Ache todos os nimeros complexos que

R: Fazendo z s p(cost + isenf), lem-se
z = g [cos (— 6) + isen (— 0)]
e a relagdo proposta transforma-se em

plcos (—0) + isen (- 0)] =
=¢"'[ecos(n — 1) 6 + isen(n — 1)0]

que exige
p =t
m—1)0+0=2km=,
isto €,
Ik AR SR
2k =
T

A solugdo € pois z =0 ou

2k = ) 2k=
+ 18en B

% = CO8

2) Estude a convergéncia, incluindo a convergén-
cia uniforme, da série

oo —gyn
p 2 et (2- = ) .
T n z+1
a, x—3 |
R: Como lim—*. =2 i,emque a, €o
nmoo 3, X 4+ 1 |
termo geral da série associada, a série converge (abso-
x—3
{utamente) quando 2 i |< 1 e diverge quando
x
x—3 1
= =1

Ohtém-se assim o intervalo de convergéncia absolula
15/3,7[. Notando que a série é simplesmente conver-
gente para x = 5/3, ela € uniformemente eouvergente
em qualquer intervalo [a,b] com a=5/3 e b<T.

3) Prove que f(z) = xz %
XTE—

mantes interiores se —2=%=2. E extremantes
fronteiros ?
Calcule P f(z).

ndo possui extre-

—x2—2kx—4
discriminante de — x2 — 2k x —4 é A = k?—4 , tem-se
para —2=k=2, A=<0 o que implica f' (x) <0:
ndo ha pois emtremantes interiores, f (x) € decrescente
no seu campo de existéncia.

Dado que f (+ o) = f (— o) = 0, os pontos impré-
prios sdo extremantes: -+ co € minimizante ¢ — oo
¢ maximizante.

R: Como f'(x) = e o bindmie

x+k 2+km1 a
- kg
-2 (x+2 TR
2k
= log |x +2].

4) O determinante de ordem n A=|a;;| pode
ser coneiderado como fungio das n? varidveis a;.

=A,,.

Mostre que A ¢ fungdo homogénea e que
Byj
Verifique o teorema de Eurer e interprete-o na
teoria dos determinantes.

R: A € fungio homogénea de grau n pois |AA| =
== \"A . Pelo teorema de Laplace tem-se

ay A+ aaAja+ - +a; A+ - 43, =A

e vem imediatamente

- A,

da,



Com i e j mudos correntes de 1 a n vem
a;A;=naA.

5) Sende ry,r, e r; as raizes do polinémio
83 4 pz + g, ache a relagio entre p e ¢ por forma

1 1
que r3= — 4 —
ry T2
1 1
R: De rym — + — vem ryTary=ry; + 14 ¢,
n T2

€omo IyTary = — ( tem-se Ty + Is = — q . Por outro
lado, | + T2+ 13=0, ou ry+r2=—r3, € por-
tanto r3=q. Terd de serentio q@*+pq+q=0.

6) Considere o sistema de equagdes sobre o corpo
R dos mimeros reais

22} + 323+ 2+ =21=15
z] — 2} —222—22x= —5

2} + 22 —
—x} 4+ 223 + 42 4 427 =11.

S)

— al=9

Reduza-o a um sistema de equagles lineares e
mostre que S) ¢é possivel. Apresente a solucio.

R: Fazendo x}=y, (i=1,2,3,4) o sistema
transforma-se no sistema linear

2y1+3y:+ ys+ yi=15
Yi— Yr—23y—2y;=-0
2y1+2y:— y3i— ya=9

— Y1+ 2y 4+ 4ys+4y,=11.

Utilizando o método de condensagdo, vem

P8l s s T O
1 -1 -2 -2/-5
2 9 -1 -1 9
b DR R AL e W e T
ol N A B T B
57 bW iCEe5
oA | B
| —9 —100 0 0} —49 |
- 2 3 1 1: 157y —
B i 0: " ol ah
~A s DR 0l
O COSRRI0 S0 Lam st 1

-2 38 1 1! 1y
R SR
G R N T 1 |
DO S RS A ) TR A (e
-1 3 2! 1' 15-
0 S8y LB 5 08Nes
0 0 —1r 011
————————— |
L "0 g o

e vé-se que a caracleristica da matris dos coeficientes ¢
igual & caracteristica da matriz completa : o sistema
linear € possivel (indeterminado porque a caracteristica
é3).

A solugdo do sistema linear € y =1, y=4 ¢
Ys=1—y4 e o sistema proposio também € possivel
(indeterminado) com as solugdes

xg= 1 x3m 2 x3e= VYI—x1
xg= 1 Xp== 2 3=—y1I—=x}
xgw= 1 Xp=—2 Xy = \/i._-—-_x’}
= 1 Xp=—2 x3= —/1—x}
xg=—1 Xp= —2 X3 = m
xg=—1 Ty= 2 x,:-—-[/I?x_}
Xy = —1 Xp=—2 3= ¢1—xf
xg=—1 Xp= — 2 x;:-—-\/iu-—x{

E claro que lerd de ser — 1 =nusl.

I. 8. C. E. F. — Mateuiricas Gerais — 1,* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho — 2.* chamada —
Prova escrita — 13-7-67.

5684 — 1) Sejam

X = (33‘1’3'-"2;"',3..)

Y = (Ya5¥29°2" 2 ¥a)

pontos de R". Mostre que a rela¢fo bindria
X=2¥=x=y (f=1,3,---,2)

¢ relaglo de ordem parcial mas nfo ¢é relagio de

ordem. j
Introduzindo a adigdo

X+ Y= ( + Y12+ Y2, %+ Y)
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e a multiplicacio por um escalar

1 X = (lzlﬂleJI"J)"zu)]

prove que sdo verificadas as propriedades seguintes :

o) Xi 2N AX=2:=X+ X2+ 1,

oy X=TNI>=aX =2 F.

R: A relagdo € reflexiva, anti-siméirica e transi-
tiva e portanto € relagdo de ordem parcial. Ndo € rela-
¢do de ordem pois ndo € tricotémica.

A demonstragdo das propriedades a) e b) € imediata.

2) Calcule:

sén x -+ coBx — e

a lim
) we=() x?

b) Pax2(1+4 x8)i,
R.: a) Utilisando duas vezes a regra de Cauchy,
vem :

#en X + co8 x — &* CcOf X — §en X — &

z' -l -
:‘-’:II x2 x:-n: 2x
— §EN X — CcO8 X — &*
= lim =—1.
x==l) 2

b) Px?(14x8)é=P x? (144 xb+6 x1044x15 4 x%) =
= P (xz+4x7 +6x124+4 xn_,.,n)_

x3 x8 Gxis 2,13
et I it bk Y IR b e
3 2-} 13+ 9+
x23

— + C.
+23+

3) A substituigfo x = ¢y = e converte f(x,y)

em g (¢,u) =f(¢,e"). Se [ satisfaz i relagio
W N ) o.f

= 0

c)x'+y6’+maz+yay ’
g d*yg

98 T

mostre

que g satisfaz a -

. 68 af - of .
R.: a" = dx e ax X

g, *f L Slf
dt‘-v)xza = S ei»

FT Y,
T T i dx

o€ ol ki of

= g 2 /

Ju  Qy oy

X

GAZETA DE MATEMA'I ICA

e _

Juz

Pl L,
oy? il oy ?
zf f

"jy’ 7+ g

Y-
ay
Logo,
g [l et ki
—_— x* +
ow?  gx? dy?
f £
g
ay ay
4) Seja P () polinémio inteiro em z. O resto
da divisdo por z—3 é 4 e, na divisfio por =z + 3,
oresto é 5. Qual é o resto da divisdo de P (z) por
22 — 97 Justifique.

et

¥ =0

R.: P(z) =(22—9Q(z) + (Az + B)
P(3)m . . 8AFE
P(—3)=-3A+B

e portanto
3A+B=4
{—3A+B=5
que da
A=—-1/6 ¢ B=9/2.
O resto € —%z%—%.

5) Ache a matriz A4 que satisfaz 4 seguinte
equagiio matricial :

[ ] Vsl aTs, ik
[ ] [ S K e e

-l Tl sl ls sl
[ )

6) Utilize a teoria dos determinantes para deduzir
a condi¢fio para que as rectas
A;:B‘f-B‘y-l- 01—0
Az + Boy + Cr =0

R R LT I

An:c'}'Bny‘l' Cx‘=0

-

sejam concorrentes.
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R.: A caracteristica de Ay By terd de ser
AAII Bﬂ

igual a 2 e portanto a matriz dos coeficientes tera de
possuir um menor de 2.° ordem significativo. Para

fizar ideias, seja A = A \:,eo O teorema de
2
Rouché da imediatamente as condtgws 5
A, By C Ay By G
A, B, C|=0,---,]As B, C3|=0.
AJ Bl CS An Bn Cn
I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 4.2 cadeira —

Exame final (Epoca de Outubro) — Prova escrita
— 3-10-1967.

5685 — 1) Considere o conjunto universal R? e
seja A o subconjunto de R? tal que A = |(z,y):
3 + 4 y2 << 4|. Indique o interior de 4, o exterior
de 4 eo conjunto derivado de 4. O conjunto 4 ¢
aberto?  fechado? Porqué? Acompanhe a resolucio
do problema com a respectiva interpretagio geomé-
trica.

R.: intA=A; ext A=R2—|(x,y):x2+4y2=4|;
A= i(x,y): X+ 4y <4l
O conjunto A € aberto porque A = int A .

2) Resolva os problemas seguintes :

a) Desenvolva = em série de poténclas Qo
N 1—2

(sugestdo: exprima = em fungdo de y). Para que
valores de = ¢ vilido o desenvolvimento ? Justifique.

b) Calcule P cosz:arctg (senz).

R.: a) De y=1‘ vem

o f

n+1
e e | L, o [ e n
=iy = By - R ()
e o desenvolvimento é valido para |\|—‘-—~|<1
ou x<<1/2.
b) Pcosx-aretg (sen x) =
2 sen x - cos x

= sen X - arclg (senx) — % P T—;— -
sen? x

31
= sen x - arclg (sen x) — o log (14 sen?x) + C.

3) Utilize a teoria das fungdes implicitas para
achar os extremos da fun¢do y (x) definida por
zy?—yxt—2a3=0 (a>0).

R.: O extremante terd de salisfazer as condigies
f(x,y) =0
fl(x,y) =0
fl(x,¥) 50

Ora a solugdo do sistema

{f(x,y) =xy?—yx2—2a3=0
fi(x,y) =y?—2xy=0

€ { s ; que satisfaz & condigdo f] (a,2a) 0.
y=2a

i dy 3 a2y faa (x,¥)
end a5 =V, vem ax: = — ‘]—3'—(;?)— e por-
dzy fii(a,22) 42
s (dﬂ).= ol I T T R T e

y (x) atinge o minimo y = 2a para x =a.

4) Ache o valor de % por forma que uma das
raizes da equagio 23— Tz + k=0 seja o dobro de
uma das outras.

R.: Designando por z;,z, e z3 as raizesda equa-
¢do, as formulas de Girard e a condigio duda permitem
escrever

7y =2z,

Zy+Za+2zg=0

Z1Zp iy = — k

Z]_ﬂgzz .
323—}—23=0 ‘e
222%’-2(—323): -k z§=k,’6.

Substituindo z, = "Vk/& na equagdo, vem

5 —
k k
——1T —+ k=0
6 \/e %

que did k = +6.

5) Seja A4 uma matriz quadrada tal que
A" =0(neN). Mostre que (I—A)' =171+ A+
+ AZ 4 - 4 A",

R.: Tem-se I—A)(I+ A+ A2+ .- + A" )=
=(I+A+A2+..-+'A1) (I — A) =1, o queprova
a proposigdo.

6) Determine a e & por forma que o sistema de
equagdes lineares

@y + xp— xy = 0
Qaxy 4+ 2+ 223 +axy; =0
-y +3xy+4xy=0

I3 —
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seja possivel indeferminado de gran 2. Ache nesse
caso a solug@o do sistema.

R. 1 1 =1 -1

Para que o sistema seja possivel indeterminado de
grau 2 terd de ser a =3 e b= 0. A solugio serd
Xg= —3xy—4dxy

entdo
{x;-4x3+5x.

1. S. C. E. F. — Matemdrioas Gerais — 1.* cadeira —
Exame final —Epoca de Outubro (Prova escrita)—
10-10-1967.

5686 — Prove que a série

i (_l)n—l [ﬂ"’ — eln—1) r]—!

me=]

¢ convergente se e 86 s¢ © >0 e tem por soma

e 1"

R: O termo geral da série pode escrever-se na forma
1 1
e = L)t 38, 000 Z ) e e
e n=1 e
éa sé'r:c geométrica de razdo — 1/e* (convergente se e
* 86 s¢ *>0), a soma da serie proposta €

glr—1)x

Ay 1 1
T T VO o T
2) BSeja
/2 (z < 0)

f(@)=1P)(0=xx1)
1(z>1)

onde P (zx) é um polinémio do 3.° grau. Escolha
P (z) por forma que f(x) e f' (x) sejam continuas
para todo o x real.

R: Tomando P (x)=ax3+bx?+ex+d, a
continuidade de f(x) em x=0 e x=1 obriga a

tomar d=0¢ a+b4+c=1. Come
1/2 (x < 0)
flf(x) =43ax24+2bx+}c(0=x=1)
0(x>1)

a continuidade de f' (x) traduz-se nas relagies c=1/2
e3a+2b4+1/2=0
Tem-se entiio a = —3(2, b=2, ¢=1/2 ¢ d=0.

3) Calcule:

¥ log (1 + =)

1 =
%) .“.’E[x(1+w) ' ]
5 logd= )

x (1 + log2x)
R: a) Com limi =12, tem-se
xm=l

zag(1+x)]=

i o | x —Aax?
=x$‘[x(1+x} J'

I B 1 1+l
-x:’; x (1+x) X

i
+>.:l=—1;2.

i $
x‘:;l [x 1+ x) >

== [ -
P

b) Fazendo logx = t, vem

log® x 3 o e t )
x (1 + log® x) 1+ t2 1+
R
3 2109( + ) +

log* x
e

1
—?lag (1+log?x) + C.

4) Considere

= (z +y)
xwﬂlg( ( zFy)

0 (m-=y)

F(z,y) =
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Caleule F7/,(0,0) e F,, (0,0).

F (x,0) - F (0,0)
x
F&x,y)-FO,y) _

X
F(0,y)—F(0,0)
y
F —-F 1
(x,y)—F (x,_(])= S xX
y 2x
F.(0,y) —F.(0,0)
5
= lim sen “:}. = sen (-—. -}) = —1

F:r f! ,0) ¥ F',(0,0) =

o

R: F.(0,0) = tim 0,

F.(0,y) = lim
x==l}

Ty

0

=y sen

1

F.(0,0) = lim
y=0

Fy (x,0) = lim
y=0

F.,(0,0) = lim
ye=Ai}

F’, (0,0) = lim
e}

A ™ X = .4

i e

5) Seja A= |ay ag - a,,|. Qual é o valor de
Gy Gz =+ O,

Gy Gyn = Gy,
Ay Gz -+ @g, | ? Justifique.
a3y dazz *-* Gy,

By Quy = &y,
gy Gz -*c Gy

R.: 331 8z v 8y | = (—1)""a.
231 Aag - 3y,

Bpp By v Ay,
a4 34z ot 8y,

6) Ache um sistema fundamental de solugdes para
o sistema homogéneo

o+ o+ wm+ z+ 25=0
3y +2x+ @z 4+ w—3m;=0
irz+2£3+2-l|,+6:t5=-0

S5z 4 4zz+3x3+3£4—+ x5 =0,

R.: Condensando a matriz dos coeficientes integrada
na matriz-completa, tem-se

T ¢ 1 i

1 :0-—-
e BT e
NSTEEaERo N i 0
MR T e L

]

-1 1 1 1 1l

|

o o o
| I
ek
| I
B B2 D
| |
B N
| |
[~ - B -]

S ooCcoc oo oeC
l

L

o0 Q-
(=}
(=]
<
=]

|5 0 0 0 0

A caracteristica da matriz dos coeficientes € 2 e o
grau de indeterminagio do sistema ¢ 3. Tomando as
inedgnitas ndo-principais X3, x4 e x5 € fdeil construir
um sistema fundamental de solugdes.

Fazendo x3 =1, x4 =0 e x5 =0 obtém-se x; = 1
e x=—2; para x3=0, x4=1 ¢ x3=0 vem
x3=1 ¢ x3 = — 2; finalmente, com x3 =0, x4 =0
e x;=1 resulta x4y =5 € xp=—6,

O sistema fundamental de solugies € pois

X, = {1 —2 10,0, K= {1 =201 0

Xy (548 0:0 1]

Qualquer solugdo do sistema se pode escrever na forma
X = oy Xy + a2 X3 + a3 X3 e portanto a solugio geral
do sistema pode apresentar-se na forma

Xy = ay + ap+ Day
X, = —2&1—2l3—6a;
Xy = @y

| x4 = L33

Xp = a3 .

Enunciados e solugbes dos N.°* 5671 a 5686
de Fernando de Jesus
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temente para que a «Gazeta de Matematica» se torne cada vez mais interessante e atil.



