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ANTOLOGIA

Investigacdes sobre os Fundamentos da Teoria
dos Conjuntos, I(7)

por E. Zermelo
Gottingen

A teoria dos conjuntos é o ramo da mate-
méatica ao qual incumbe investigar matema-
ticamente os cenceitos fundamentais de ni-
mero, ordem e fungio na sua simplicidade
primitiva e desenvolver, por esse meio, 08
os fundamentos l6gicos da Aritmética e da
Analise. A teoria dos conjuntos constitui
portanto uma componente indispensavel da
ciéncia matematica. Todavia, actunalmente, a
propria existéncia desta disciplina parece jus-
tamente ameagada por certas contradigdes ou
«antinomias» que se podem deduzir dos seus
principios os quais sio, na aparéncia, leis do
pensamento. Nio se encontrou até ao pre-
sente uma solugdo inteiramente satisfatéria
para estas contradigdes. Em particular, em
face da «antinomia de RusseLL» do «conjunto
de todos os conjuntos que nido sio elementos
de si mesmos»(!) parece hoje ja ndo ser

(*) Tradogido da Introdugfio e do § 1, por A. Vaz
Fzereina, para uma série de ligdes dedicadas aos fun-
damentos da teoria dos conjuntos feitas na Faculdade
de Ciéncias de Lisboa ao abrigo do Plano Intercalar
de Fomento — 1967. O original, intitulado Untersu-
chungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. I, foi
publicado em 1908, Math. Ann. 65 (1908) pp. 261-281.

(') B. Russerr «The principles of Mathematics»
vol. I, pp. 366-368, 101-107.

N. do T.: A «antinomia de RusseLL» foi descoberta
praticamente ao mesmo tempo por Zerurro e RusseLs
independentemente um do outro. Porém, Zesuzro nio
publicon os seus resultados na ocasifo.

admissivel associar a um conceito lbgica-
mente definivel arbitrario, um «conjunto» ou
aclasse» como sua «extensdio». A definicao
original de CanTOR de «conjunto» como «um
agrupamento num todo de objectos definidos,
bem distintos, da nossa intuicio ou do nosso
pensamento» (1) carece portanto, em todo o
caso, de uma restrigio. Nio foi, contudo,
coroada de éxito nenhuma tentativa de
substituir esta defini¢do por outra igualmente
simples que nio dé lugar a tais inconve-
nientes. Nestas condi¢des, nio temos actual-
mente outra alternativa que nio seja a de
percorrer o caminho em sentido inverso e,
partindo da «teoria dos conjuntos» histdrica-
mente existente, procurar os principios que
sio necessarios como fundamento a esta dis-
ciplina matematica. O problema deve ser re-
solvido de maneira que os principios sejam
suficientemente restritos por forma a excluir
todas as contradi¢des e, por outro lado, su-
ficientemeunte ‘gerais para que tudo o que é
valioso nesta teoria possa ser conservado.

Neste trabalho pretendo mostrar como se
pode deduzir de um pequeno nimero de de-
fini¢des e de sete «Principios» ou ¢Axiomas»,
aparentemente independentes, a totalidade da
teoria criada por G. CaxTor e R. DEDEKIND.
A ulterior questio, mais filoséfica, da origem

(1) G. Caxroxr, Math. Annalen Bd 46, p. 481.
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e do dominio de validade destes principios
nio sera aqui discutida. Apesar de ser certa-
mente um ponto muito importante, n&o
consegui estabelecer rigorosamente a «nio
contradicio» dos meus axiomas pelo que
tive, em vez disso, de me limitar & indicagio
ocasional de que as cantinomias» conhecidas
desaparecem todas se se toma como base os
principios aqui propostos. Espero pelo menos
ter feito assim um qtil trabalho preparatoério
para ulteriores investigagdes, relativas a estes
profundos problemas.

Este artigo compreende os axiomas e as
suas consequéncias mais imediatas e uma
teoria da equivaléncia neles baseada a qual
permite evitar o uso formal de nimeros car-
dinais. Esta em preparacio um segundo ar-
tigo que devera desenvolver conjuntamente
a teoria da boa ordenacio e suas aplicagbes
aos conjuntos finitos e aos principios da
Aritmética.

§ 1 — Defini¢Ses fundamentais e axiomas

1. A teoria dos conjuntos diz respeito
a um e«dominio (Bereich)» 2 de objectos
que designamos simplesmente por <«coisas
(Dinge)» ; alguns destes objectos sio con-
juntos (Mengen). Quando dois simbolos a e
b designam a mesma coisa escrevemos a = b;
escrevemos a=/~b no caso contrario. Se uma
coisa a pertence ao dominio B, dizemos que
a «eoxister. Deste modo, diremos que «exis-
tem coisas numa classe f > se B contém pelo
menos um individuo desta classe.

2. Entre as coisas do dominio existem
certas «relagdes fundamentais (Grundbeziehun-
gen)» da forma aeb. Quando a relagio
acb entre duas coisas a e b & valida, di-
zemos que «a 6 elemento (Element) do con-
junto b» ou que «b contém a como elemento»
ou ainda que «b possni o elemento a». Se

uma coisa & possai como elemento outra
coisa @, b é um conjunto. Reciprocamente,
salvo um fnico caso (Axioma II), todo o
conjunto possui pelo menos um elemento.

3. Se cada x de um conjunto 3 é também
elemento do conjunto N, i. e. se de ¢ M
pode sempre deduzir-se x:N, dizemos que
«M é subconjunto (Untermenge) de N» e es-
crevemos M C N(!). Tem-se sempre M C M
e doe MC N e NC R segue-se sempre
M c E. Dois conjuntos M, N dizem-se adis-
Juntos (Elementenfremd)» se nio tém ele-
mentos «comunsy, i. e., se nenhum elemento
de M & simultineamente elemento de N.

4. Uma questio ou assercio ¢ diz-se
«definida (definit)» se a sua validade ou nao
validade se pode decidir sem arbitrariedade
a partir das relagdes fundamentais do domi-
nio por meio dos axiomas e das leis l6gicas
universais. Do mesmo modo, um «predicado
(Klassenaussage)» ¢ (x), no qual o termo
variavel # pode tomar como valor qualquer
individuo de uma classe ®, dir-se-i «defi-
nido» se ele é definido para cada wm dos
individuos « da classe R separadamente.
Assim, a questido se acb ou nio e a questéo
se M C N ou nio, sio sempre definidas.

As relagbes fundamentais do nosso domi-
nio B estiio sujeitas aos «axiomas» ou apos-
tulados» que viio seguir-se.

AXioMA 1 — Se cada elemento de um con-
junto M é também elemento de N e reciproca-
mente, tendo-se, portanto, MCN e NcM

(1) Este sinal de inclusio foi introduzide por
E. Scarbper («Vorslesungen tiber Algebra der Logik»
Bd.I). O sr. G. Praxo e, seguindo-o, B. Russerr, Wa-
TEHEAD € outros, utilizam para o mesmo fim o sinal ;).

N. T.: O ginal a que a nota (') se refere ndo é o
sinal C que figura nesta tradugfio. A tipografia nio
possui o tipo correspondente ao sinal, semelhante a
uma sobreposigio de C e =, que Zermrro utiliza.
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simultineamente, entdo M=N. Abreviada-
mente : cada conjunto ¢ determinado pelos seus
elementos.
(Axioma da Determinag¢do (Bes-
timmtheit))(*)

O conjunto que contém exactamente os
elementos a, b, ¢, ., r sera designado
muitas vezes, de maneira abreviada, por
LT Rl e A R

AxioMA 11— Existe um conjunto (impré-
prio), o cconjunto vazio (Nullmenge)» O, que
ndo possui elementos. Se a é uma coisa do
dominio, existe um conjunto |a| cujo unico
elemento é a. Se a, b sdo duas coisas do do-
minio, existe wm comjunto |a, b| cujos ele-
mentos sdo precisamente a e b.

(Axioma dos Conjuntos Elemen-
tares (Llementarmengen))

5. Segundo 1 os «conjuntos elementares»
{a| e |a, b| sio sempre univocamente de-
terminados pelos seus elementos e existe
um 86 «conjunto vazio». A questio se a =0
ou ndo 6 sempre definida (N.° 4) visto ser
equivalente & questio se a: | b | oun nio.

6. O conjunto vazio é subconjunto de
cada conjunto M, O C M; um subconjunto
de M distinto de M e de O dir-se-2 uma
«parte (Teil)» de M. Os conjuntos O e |a|
nio possuem partes.

Axioma 11— Se o predicado € (x) € defi-
nido para cada elemento de um conjunto M , M
possui um subconjunto M ¢ que é constituido
precisamente pelos elementos x de M para os
quais € (x) é verdadeiro.

(Azxioma da Seleccdo (Ausson-
derung))

(*) N. do T.: Este axioma ¢ conhecido também por
«azioma da extensionalidades.
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[Por permitir amplamente a defini¢cio de
novos conjuntos, este axioma III constitui,
em certa medida, um substituto para a defi-
nicio geral de conjunto citada na introdugio
e rejeitada por ser insustentivel. O axioma
distingue-se da definicio pelas limitacdes que
passamos a indicar. Em primeiro lugar, por
meio deste axioma nunca é possivel definir
conjuntos de maneira independente mas sd-
mente como subconjuntos obtidos por se-
leccdo a partir de conjuntos préviamente
dados. Ficam por isso excluidas constru-
¢bes contraditérias tais como «o conjunto
de todos os conjuntos» ou «conjunto de
todos os nimeros ordinais» e também os
aparadoxos ultrafinitos» segundo a expressio
do sr. G. HesseNBERG («Grundbegriffe der
Mengenlehre» XXIV). Em segundo lugar,
como o critério definidor € (x) tem de ser
adefinido» no sentido que precisamos no
n.° 4, i. e. como, para todo elemento = de M,
a validade ou ndo validade de €& (=) tem de
ser determinada (exclusivamente) a partir das
arelactes fundamentais» do dominio, s@o
igualmente suprimidos pelo nosso ponto de
vista critérios tais como «definivel por meio
de um numero finito de palavras» e com eles
a «antinomia de RICHARD» ou o «paradoxo
da designagiio finita» (HessenBera, loc.
cit. XXIII, cf., por outro lado, J. KoNia,
Math. Ann. Bd. 61, p. 156). Isto implica
também que, em rigor, antes de cada apli-
cagio do nosso axioma III se deve sempre
demonstrar que o respectivo critério € () é
«definido». Assim sucedera no que se segue
todas as vezes que isso nio seja inteiramente
evidente. ]

7. Se Mic M, M possni um subcon-
junto M — M, designado por «(conjunio)
complementar (Komplementirmenge) de M;»
e constituido precisamente pelos elementos
de M que ndo sio elementos de M. O con-
junto complementar de M— M, é M,.

O complementar de M;— M é o conjunto
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vazio 0 e o complementar de cada «parte»
de M (n.° 6) é ainda uma «parte» de M .

8. Se M e N sio dois conjuntos, os ele-
mentos de M que sdo simultineamente ele-
mentos de N, constituem acordo com III um
subconjunto D de M, o qual é também sub-
conjunto de N e agrupa os elementos comuns
a M e N. Este conjunto D sera chamado
ccomponente comum (gemeinsame Bestand-
teil)» ou «interseccdo (Durchschnitt)» de
M e N, e designado por [M, N].

Se Mc N, [M, N]—Mese N—0 ou se
M e N sao «disjuntos» (n.° 3), [M, N]=0.

9. Do mesmo modo, dados varios com-
juntos M, N, R, ., existe uma «inter-
secgio» D=—[M, N, R, ...]. Seja T
um conjunto qualquer cujos elementos sio
também conjuntos, segundo III a cada coisa
a corresponde entio um certo subconjunto
T. < T constitnido pelos elementos de 7" dos
quais a é elemento. Estad por conseguinte de-
finido para cada a, se 7, — T ou nio, isto
é, se a é (ou nio) elemento comum a todos
os elementos de 7', por forma que, sendo A
um elemento qualquer de 7', os elementos a
de A tais que 7,=—1T constituem um sub-
conjunto D de A que agrupa todos estes ele-
mentos comuns. Este conjunto D sera cha-
mado «intersec¢io dos elementos de 7» e
designado por D 7'. Se os elementos de 7’
nio possuem elementos comuns é D 7T'=—0;
isto sucede, p. ex., sempre que um elemento
de 7' é vazio ou nio é um conjunto.

10. TeoreEma. Cada conjunto M possui
pelo menos um subconjunto M, que ndo é
elemento de M .

DemoNsTRAGRO, Para cada elemento x
de M, esta definido se xex ou nio (a pos-
sibilidade de se ter #:=x nao é, em principio,
excluida pelos nossos axiomas). Seja entio

M o subconjunto de M que, de acordo
com III, contém os elementos de M para os
quais xex ndo tem lugar; M, ndo pode ser
elemento de M. Com efeito, tem-se M, M,
ou ndo M,z M,. Se a primeira destas al-
ternativas fosse valida, A/, possuiria um ele-
mento x— M tal que xex o que estaz em
contradigdo com a definigio de I/, . Tem-se,
pois, seguramente ndo M, M, e, por conse-
guinte, se M, fosse elemento de M, M, seria
também elemento de M,, o que foi agora
mesmo excluido.

Conclui-se do teorema que as coisas x do
dominio B nio podem ser elementos de um
mesmo conjunto o que significa que o do-
minio B ndo é um conjunto; fica assim
afastada pelo nosso ponto de vista a canti-
nomia de RussELL».

Axioma IV. A cada conjunto T est asso-
ciado um conjunte 1T (o «conjunto poténecia
(Potentzmenge)» de T)| cujos elementos sdo
precisamente os subconjuntos de T .

(Azioma do Conjunto Poténcia
(Potentzmenge))

Axioms V. A cada conjunto T estd asso-
ciado um comjunto ST (o «conjunto reuniio
(Vereinigungsmenge)» de T) cujos elementos
sdo precisamente os elementos dos elementos
de T.

(Axioma da Reunido (Verein-
igung))

11. Se nenhum elemento de 7' é distinto
de O, tem-se naturalmente ST =0. Se
T'=|M,N,R,--.-} onde M,N,R,-..- sio
conjuntos, escreve-se também & 7'= M +
+ N+ R+ --- o chama-sea G T a «soma
(Summe) dos conjuntos M, N, R -.-», inde-
pendentemente do facto de eles possuirem ou
nio elementos comuns. Tem-se sempre
M=M+0=M+M=M4+M+M+....
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12. A cadigio (Addition)» de conjuntos
acabada de definir gosa das propriedades
«comutativa» e «associativa»:

MA4N = N+M, M+(N+R)=(M+N)+R.

Finalmente, é valida para a «soma» e «in-
terseccio» (N.° 8) a lei «distributiva», na
dupla forma

[M+N,R]=[M,R]+[N, R]
[M,N]+R=[M+R,N+ R)].

A demonstragio faz-se utilizando I, e
consiste em mostrar que cada elemento do
conjunto do primeiro membro é simultinea-
mente elemento do conjunto que figura no
segundo membro e reciprocamente (1).

13. Introdugdo do Produto. Seja M um
conjunto nio vazio e @ um elemento qualquer
de M; a questio se M = }|a| ou ndo, é de-
finida de acordo com o n.° b. Por conseguinte,
a questdo se um dado conjunto possui um e
um 86 elemento ou ndo, é sempre definida.

Seja entio 7' um conjunto cujos ele-
mentos M, N, R, ... sio conjuntos disjuntos
dois a dois, & S; um subconjunto qualquer
da sua reuniio & 7. E entio definida, para
cada elemento M de 7', a questdo se a in-
tersecciio [M, S;] possui um tnico elemento
ou nio. Deste modo, os elementos de 7' que
tdm em comum com S; precisamente um
elemento constituem um certo subconjunto
7, de T e 6 definida a questdo se 7} =T
ou nio. Os subconjuntos §; &7 que tém
em comum com cada elemento de 7' exacta-
mente um elemento, constituem, pois, se-
gundo III, um conjunto P 7" que (atendendo

(1) A teoria completa desta eadi¢fio» e desta amul-
tiplicagio (Multiplication)» encontra-se em «<Algebra
der Logiks Bd. I de E. ScaripEr.
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a IIT e IV) é um subconjunto de UGS 7T
e sera designado por «conjunto enlace
(Verbindungsmenge) de 7» ou por «produto
(Produkt) dos conjuntes M,N,R,..- (de
Ty».8 '={M,N}| ou T=|M,N,R},
escreve-se abreviadamente P T = M N om
PTr=MNR.

Para garantir que um produlo de vdarios
conjuntos s6 é vazio se algum dos factores é
vazio, necessitamos de outro axioma.

Axioma VI. Se T é wum conjunto cujos
elementos sdo conjuntos ndo vazios e mitua-
mente disjuntos, a sua reunido, &T possui
pelo menos um subconjunto S, que tem em
comum com cada elemento de I ewactamente
um elemento.

(Axioma da Escolha (Auswahl))

Pode exprimir-se o conteiido deste axioma
dizendo que é sempre possivel escolher de
cada elemento M,N,R,..- de 7, um ele-
mento m,n,r,-.., respectivamente, e
agrupar estes elementos num conjunto S ().

[Os axiomas ji mencionados sio suficientes,
como veremos, para deduzir todos os teo-
remas essenciais da teoria geral dos con-
juntos. Porém, para assegurar a existéncia
de conjuntos «infinitos» («unendlichers
Mengen) necessitamos ainda do seguinte
axioma que, no que respeita ao essencial, é
devido ao sr. R. DEDEKIND (3).]

(1) Sobre a legitimidade deste axioma, cf. o meun
artigo Math. Ann. Bd. 65, p. 107-128 em cujo § 2,
p- 111 e seguintes, é discutida a literatura relativa a
este assunto.

() «Was sind und was sollen die Zahlen ?» N.° 66.
A «demonstragiio» deste Principio feita pelo sr. Dz~
pERIND @& partir da existéncia do aconjunto de todas
as coisas pensdveiss, nfio pode satisfazer visto que,
do nosso ponto de vista, o dominio B ndo é um con-
unto (N.° 10).
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Axioma VII. No dominio existe pelo menos
um eonjunto Z que contém O e que, além
disso, contém com cada elemenio a o corres-
pondente conjunto |al|.

(Axioma do Infinito (des Unend-

lichen))

14vi (). Seja Z um conjunto nas con-
digdes de VII; a questio se Z; possui a
mesma propriedade que Z ou nio, é definida
para cada subeconjunto Z; de Z. Com
efeito, para cada «:¢Z;, a questio se
{alcZ, ou nido é definida, e 05 elementos
a de Z, tais que |a|:Z; constitnem um
subconjunto Z{ de Z, para o qual é definido
se Zj{ = Z; ou nio. Deste modo, o8 subcon-
juntos Z; de Z que possuem a referida
propriedade sio elementos de um conjunto
T'cilZ e asua intersecgio (N.°9) Z,=D 7
gosa ainda da mesma propriedade. Com efeito,
por um lado, 0 é um elemento comum a todos
os elementos Z; de 7' e, por outro lado,
se a 6 um elemento comum a todos estes
Zy,|a| também é elemento comum a todos
eles, sendo portanto igualmente elemento
de Zo.

Seja agora Z' um conjunto qualquer pos-
suindo a propriedade em referéncia; a Z'
esta também associado um subconjunto mi-
mimo Z; gosando da mencionada proprie-
dade, tal como a Z estava associado Zj.
Porém, a intersecgiio [Z,, Z§] que é subcon-
junto de Z e 7’ possui necessariamente a
propriedade em questio e contém entio 7,
por ser subconjunto de Z e Z; por ser
subconjunto de Z;. Tem-se, por conse-
guinte, atendendo a I,[Z;,Zg]l= 7= 2,

(1) Os indices VI ou VII apostos ao n.* de um teo-
rema exprimem que o axioma VI ou o axioma VII
intervém explicita ou implicitamente na dedug@o.

e, portanto, Z, ¢ subconjunto de todos os
possiveis conjuntos Z , nido sendo necessario
para tirar esta conclusiio supor que esses
conjuntos Z constituem um conjunto. O con-
junto Z, possui os elementos 0, {0}, |{0}},
etc. e pode ser designado por «sucessiio na-
tural (Zahlenreihe)» visto que os seus ele-
mentos podem ser interpretados como cor-
respondendo ‘aos numerais (*). Z, constitui o
exemplo mais simples de um conjunto «in-
finito numeravel (abzihlbar unendlichen)»
(N.° 36).

Nota: Nao traduzimos o § 2 (e ultimo)
do artigo de ZerMELO, intitulado «Teoria da
Equivaléncia (Theorie der Aquivalenz)», por
ter menos interesse como documento para
ilustrar estas ligdes dedicadas aos funda-
mentos da teoria dos conjuntos.

ZrrMELO define uma nogio de equivaléncia

(Aquivalenz) entre conjuntos i custa de uma
nocéio prévia de aplicagio (injectiva) de um
conjunto M sobre um conjunto N disjunto
de M (Abbildung von M auf N) e deduz
em seguida alguns teoremas que tornariam
facil reconstituir a parte mais significativa da
teoria de CaNTOR dos numeros cardinais.
Entre estes teoremas figura o teorema de
CAnTOR (que relaciona a cardinalidade de
um conjunto com a eardinalidade do conjunto
das partes desse conjunto) e um principio
geral da escolha que permite levantar no
Axioma VI a restricio que exige que os
elementos de 7" sejam disjuntos.

O artigo tem anexa a data «Chesiéres, 30
de Julho de 1907».

(*) N.do T.: — No texto figura «Zahlzeichen» cujo
significado literal é «salgarismo». Naturalmente a tra-
dugio literal nfio corresponde neste caso a ideia do
autor. Optdmos pela expressio «numerals, tomando
esta palavra como designagio de andimero natural
no sentido intuitivo ou primitivo».



