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Nota a um problema de Markov

por J. Marques Henriques

O seguinie problema, originariamente de-
vido a A. A. Markov (1856-1922), embora
de simples formulacdo, foi o ponto de par-
tida de um dos capitulos centrais de toda a
Teoria das Probabilidades e dos Processos
Estocasticos : o das cadeias (e dos processos)
de Margov. O objectivo desta Nota é, além
de chamar a atenciio para o seu interesse
histérico, apresentar o sem enunciado e so-
ln¢do completa.

PropLEMA: Um dado «ideal» (i. e., com
iguais probabilidades — portanto todas igunais

a 1/6 — de saida de cada uma das faces) é
langado = vezes. Qual é a probabilidade

Pa(v) v=0,1,2,3) de que a soma das faces
saidas nos » lancamentos dividida por 4 tenha
v por resto? Por outras palavras: se de-

n
Eignarmos por X: z XP a soma dOB va-
p=1
lores saidos em cada um dos n langamentos,
qual é a probabilidade p, (v) tal que

pa(v)=P (X=vmod 4)?

Como se v@, a formulacio deste problema é
muito simples. O mesmo, porém, se nio pode
dizer da sua resolugio, como veremos abaixo.
Uma formula¢io mais geral deste problema
ainda é possivel (cf. Ricarter [2, A III. 5.10]),
admitindo que o dado nio é cideal» mas
antes «viciado», i. e. tem diferentes proba-
bilidades de saida de cada uma das faces;
este caso 6 de solugio um pouco mais tra-
balhosa, mas analoga, e por isso nio o apre-
sentaremos aqui. Além disso, o caso do dado
«ideal» permite a verificagio imediata de
que lim p,(v) =1/4 (limite tomado no sen-
n—=00

tido da Analise), o que é de todo intuitivo
devido a igual probabilidade de saida de cada
uma das faces e portanto de obtencdo, no
limite para um ndmero infinito de langa-
mentos, de iguais probabilidades para as con-
gruéncias das somas dos valores saidos em
cada lancamento.

Para solucionar o nosso problema, come-
cemos por calcular, por métodos elementares,
os varios valores de p,(v) para n=1 e
n=—2. No caso de um s6 lancamento do
dado teremos :

P(X, =k)==1/6

(k=1,...,6) e portanto, da tabela se-
seguinte :

k P(X; = k) v
1 1/6 1
2 1/6 2
3 1/6 3
4 1/6 0
5 1/6 1
6 1/6 2

concluimos (pela classica férmula de LAPLACE)
que

1) Pi(O)==py @) =1]C
(1) =p(2)=1/3
(Evidentemente que Z p1(vy=1). Agora,

com n — 2, teremos -
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(ky,k9—=1,...,6), e portanto para os 36 .P(X,=v—3mod4)=p,_;(0)n, +
pares de valores (X, Xj) L DB S A @R+
1,1) @, 6,1) +Pa-1(@) -3,
1,2 (2,2 6,2)
& . 5 onde m,. ;=p;(v—j), ou, no caso de v —j
(1,6) (2,6) 6,6) ser negativo se toma =, _j=p(v—j+4)

vém os seguintes valores de v:

208508192 08
SEORET S22 &30
QI 130 A
TR UNRE N 2
2880001 .2 3
G L P A S

pelo que (usando de novo a férmula de
LAPLACE):

p2(0)=p,(2)=9/36
pa(1)— 8/36
p2(3)=—10/36

(De novo, 2 pa(v)=1, como alias deveria
v

ser). Agora, para resolver o problema para '

qualquer valor natural de » teremos de esta-
belecer uma férmula de recorréncia que,
depois de devidamente resolvida, nos dara a
expressio analitica desejada de p.(v). De
facto,

Pa(V)=P(X=vmod 4)=

n=1
— P( > XPEOmodde) - P(Xp=vmod4)+

=1

n—1
+P(E Xpelmodai)-

p=1

- n—1
. P(X,=v— 1mod4) + P( D A’F=2m0d4).
p=1
n—1
. P(X.=v—2mod4) + P( > XPEamou) ;

P

uma vez que v—j -+4 é agora o nimero
positivo mais pequeno que com v —j 6 con-
gruente mod 4. Temos portanto:

3
(©)) Pa ()= 2 TooiPa-10)

i=0
(v,j=0,1,2,3).

Quer dizer, se designarmos por p. o
vector do espago euclideano a 4 dimensdes
cujas componentes sio p.(v) (v=0,1,2,3),
i. e.

| 2»(0)

(D)
P=1 pa (@)
| pa(3).]
vira entfio
(4) = A Pn-1>

onde 4 é uma matriz quadrada de ordem 4,
cujos elementos a,; sdo precisamente «,_; =
= P(Xp;=v—j mod 4)=p,(v—j mod 4).
Mas estes valores ja sio nossos conhecidos
do caso n=—1, nomeadamente

PO = (B)—1/6
n(D)=p(2)=1/3

Logo, teremos :

"1/6 1/6 1/3 1/37
1/3 1/6 1/6 1/3
4=11/3 1/3 1/6 1/6
l1/6 1/3 1/3 176l
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OBSERVAGRO: A primeira coluna da matriz
A é precisamente o vector p; e as outras
obtém.se dela substituindo sucessivamente
cada elemento pelo sen antecedente e o pri-
meiro pelo tltime. A matriz A é uma matriz
de MAREOV, i. e. a soma dos elementos de
uma linha é a unidade, e, mais do que isso,
é uma matriz duplamente estocdstica, assim
chamada pelo facto de a soma dos elementos
de qualquer linha ou coluna dar sempre a
unidade.

Ora, de (4) concluimos que

(6) pa=A2pp_g=.-=A""1p=A"p,,

onde

Po—

o T e [ O

E agora, de (3) e de (4) conclui-se imedia-
tamente que

1 1 1 1
VA VLA e PN M
i g g

5
= E n®J,

pr=0
onde I & a matriz identidade de ordem 4 e
T L0 30 O

o 1900 0
s et TR
100 '1 04

é uma matriz ciclica de ordem 4 (J*=1).
(A nossa terminologia segue aqui a de
ZurmUHL [4, pg. 270), diferindo ligeiramente
da usada por VICENTE GONQALVES [3, p. 228].)
Portanto (cf. [4, pg. 270, Teorema 6]), os
valores préprios de J sio as rafzes de fn-
dice 4 da unidade, i. e.

m,.#32"""“=co.13E isenﬂ,

2 T 2
onde ¢ é a unidade imaginaria (2= —1) e
v—0,1,2,3. Além disso os vectores
préprios de J,y,, sendo por definigio tais
que

Jyu= Wy Yy y

terio de ser os vectores

1)
Wy y A%
¥ (=071, 2 5}

»

Yr—
Wo

Os valores préprios de A siéo entdo

5
Ay == z 1 (U)w;,,,:

r=0
1 1 y 1 ; il s
—_— _|_ 2T k4 gtk + _,es'n'tku
6 3 ¥ 3 6
(k=0,1,2,3), e assim, em virtude de e™2=
=cos /2 + isenw/2—1,
1 1 1 1
A = e iV e =2k B
gl T L

ou, mais explicitamente,

a1
1
g=———(1—¢
I
1 . o7
7"&:_6(14-"‘):121

onde a barra denota o complexo conjugado
de J)3. De modo semelhante obtém-se os
vectores proprios de A que correspondem a
estes valores préprios. Sio eles:

:L‘|=(1,1,1,1)’

wg=(1,—7,—1,7
®) bsmailad Mip.. A

¢4=(1:':)_13'-’£)’9
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onde a pelica denota a operacéo de transpo-
sicio vectorial. Ora, como

zx,._‘(ni 0,0,0)=4p4, vem po__——zm

1=1

E de (6) concluimos que

) 1
Pr=Ar1(Apy) = A~ 1(4 - Do) =
i

1 1

=—Ar-1(Q Adz)=—A"- 1D hx)—
4 i 4 L
1 1 9

= __Al*ﬂ (Z ); A a?;): - A"'zz )‘i F
4 L 4 i

:‘.-i:i-gl?xt_

Daqui tiramos a seguinte expressio do vector
Pn, em fungéo dos valores e vectores préprios
(conhecidos) da matriz 4 :

1
=—ay =

9 » i

1
?2-1'2+ 47‘4-'-'?4:

pois que i; =1 e l3=0. Mas como

1 —i=t/§e-i?‘
(o) ()
14+i=V2e g

— 2 cos = -'senf-
4_} : 4)’

sai

12*[__(1 —z):l (1 (‘”)".
(cos (— —) + i sen ."4"))

Ay = [— %(1 - o z)]n= (—1r Vf)

T . aw
- (cos — + isen — ).
g 8 fk)

De modo que

335 e (— %-) [(1 — éyap +

Ecos(— ?—f—)
4
2sen(—-n—w) 3

A0 8]

—2cos(—nw/4)
| —2sen(—nw/4)

+ireg=(— Y2

E, finalmente, a solugio do problema de
MARgKOV é:

[ 2.(0)7] [17]
_| p(1) ¢ Al |
i P2 | 4]1 i
L 2.(3) Lahn
i nr\ |
cos| — —
ks )
sen(—ﬂ)
1 2\ 4
+§(_ 6 i
-—cos(——)

Para 2 =1 e n= 2 obtemos imediatamente
os valores a que tinhamos chegado em (1)
e (2). Para n =3 obtemos, a partir de

e de
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os valores
556 55
0)=  — 1) = . N —
r5(0) 216 ,25(1) 516 »5(2)
53

' 53
=-—,ps(3)=2—, com X, p5 (v)=1.

216 16

Como tinhamos afirmado de inicio, os valores
de p.(v) tendem alternadamente para o li-
mite 1/4, independente de v. Isso é agora
evidente a partir de (10), pois que por
(—V2/6)* -0, ao passarmos ao limite, a
segunda parcela do lado direito de (10) tende
para o vector zero. Iiste resultado 6, alias,
susceptivel de uma justificagio heuristica,
pois, sendo o dado ideal (como consideramos
na formulag¢édo do problema), no limite para
um ntmero infinito de lancamentos obtém-se
uma simetria para as 4 diferentes con-
gruéncias possiveis, pelo que se devera ter
pn(¥) - 1/4, para qualquer v (este racio-
cinio 6, porém, falso no caso de o dado ser
viciado, e.g. se s6 forem positivas as proba-
bilidades de obtencio de faces com um ni-
mero par de pontos). Teriamos chegado ainda
ao mesmo resultado, observando que a matriz
A define uma aplicagio de contracgio no

sub-espaco do vulgar espaco métrico eucli-
deano a 4 dimensdes formado pelos possiveis
vectores p, (de coordenadas 0 Zp,(v) L1,
com Xp,(v)==1). Felo teorema de BaNacH
relativo aos pontos fixos, devera haver um e
um s6 ponto fixo, que logo se vé ser o vector
cujas 4 coordenadas sio todas iguais a 1/4.

Nora. A sucessio |p,;2=—0,1,2,...}
dos vectores p, constitui um dos exemplos
mais simples de uma sucessio de distribuicdes
de prebabilidade em que cada uma delas de-
pende apenas da precedente p,_;, tal como
nom processo iterativo simples |p.;n =
=0,1,...} é portanto um exemplo, extre-
mamente simples, de uma cadeia de MArRKOV.
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Pari-mutuel betting

by John J. Wiorkowski
Chicago

Pari-mutuel betting is a form of betting on
horses in which those who bet on the win-
ning horse share the total amount bet on all
horses less a small per cent which is paid
to the management. Considering that statis-
ticians and mathematicians have always been
particularly interested in gambling systems,
it is surprising that pari-mutuel betting has

received such sparse attention. This lack of
attention is perhaps attributable to the inhe-
rent difficulty of determining the actual pro-
bability that a horse will win a race, since
this probability depends on the other horses
in the race, the conditions of the track, and
a plethora of other factors. To circumvent
this difficulty, let us suppose that the better



