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Médulo de compresibilidad :

Consideremos una transformacién (no ne-
cesariamente adiabatica) definida por una re-
lacién funcional entre la presion y el volamen.

Podemos definir, para dicha transforma-
cién, un médulo de compresibilidad en la
forma usual :

Bosues 28

(16) 5

Es evidente que se verifica la relacitn :
(17) B=—pE. (p)

Si se trata de un gas perfecto y la trans-
formacién es adiabaticas obtendremos, apli-
cando (8), la conocida relacion :

(18) B=yp

Onskrvaciox : El presente trabajo fué rea-
lizado, en su mayor parte, en 1961, en el
Instituato de Calculo Aplicado de la Univer-
sidad del Zulia (Maracaibo), cuando el pri-
mero de los autores era Director de dicho
Instituto.
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Primeira pedéria positiva duma cénica

por F. Peres Rodrigues (*)

Considere-se uma coénica qualquer e um
ponto fixo, 0, do seu plano. Sem perda de
generalidade no que se vai seguir, pode
sempre escolher-se um sistema de eixos orto-
gonais (x,y) paralelos aos eixos da cénica
e com origem no ponto O.

Neste sistema de eixos, a equagido matrieial
da cénica em coordenadas cartesianas homo-
géneas escreve-se :

(*) Engenheiro especialista do LNEC, Lisboa.

(1) f(m,y,t)E[mytJ-[A 0 D]-l:x]=0.
0 C E Y
D E F t

A recta genérica tangente 4 cénica no ponto
de coordenadas homogéneas (x,%,?) tem
por equacido matricial :

(2) [.Tyt]-[u]:ﬂ
v
w

em que (u,v,w) se podem considerar as
suas coordenadas tangenciais homogéneas.
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A comparacio de (1) e (2) permite es-
crever :

(3) ul=k-TA 0 D]-Tx
27 2 2] 1]
W D E F ¢

em que . é uma constante finita nio nula.
De (3) pode obter-se sucessivamente :

o 1 4 0 D u’]
t D E F w -

e.:
®) [myt}=%-[uvw]-[§ o d i
/2 B D

A substituicio de (4) e (D) em (1) conduz a
equacgido matricial da cénica em coordenadas
tangenciais homogéneas :

(6) flu,v,w)y=[uvw]-

-4 0 DJ1-u]=0.
i34 L]
D E F w
Por defini¢ido, a primeira pedaria positiva da
cénica (1) relativa ao ponto 0, origem das
coordenadas, é o lugar geométrico dos pés
das perpendiculares tiradas do ponto 0 para
as tangentes (2) & cénica(!). Assim, se se
designar por (z,y) as coordenadas carte-
sianas da pedaria, deveriio verificar-se entre

(1) A peddria positiva de ordem = duma curva,
relativa a um ponto do seu plano, é, por definigio, a
primeira peddria positiva da peddria positiva de
ordem n — 1 dessa curva, relativa a esse ponto.

Igualmente se define peddria negativa de ordem »n,
a partir da primeira peddria negativa dessa curva,
relativa a um ponto do seu plano, que é, como se
sabe, a envolvente das perpendiculares as extremi-
dades dos raios vectores tirados desse ponto para
todos os pontos da curva.

estas coordenadas e as coordenadas tangen-
ciais homogéneas da cénica, as relacdes :

7 i__l__ 32+?}2 ‘_(22-'-9'2}
O ¥ % uxr+oy w

que mostram ser u, v e w proporcionais

respectivamente a =, y e — (2?4 3?),
isto é:

u=Ka

v=Ky
() w=—K@2+y?).

A substitui¢do de (8) em (6) permite obter
a equagiio matricial da pedéiria em coorde-
nadas cartesianas:

) F,y)=[ry — (=2 + )]

-4 0 Dyl x =0.
D . E F — (=2 + »?)

Fazendo :

(10) A 0 DYyl=[a b d
[o c E] [b c e]
D E F & 9 o

a definigio de matiiz inversa implica, aparte
um factor constante que se elimina quando
da substituigio em (6) ou (9), as seguintes
igualdades :

a=CF—E? =—CD
c=AF—D? f=AC.

A substitui¢io de (11) em (6) permite escrever
a equagio da conica em coordenadas tangen-
ciais homogéneas :

flu,v,w)=au?42buv +cv?+

(12)
+2duw+2evw + ful—=0;

e, a mesma substituigio em (9), a equagio da
pedaria em coordenadas cartesianas:
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(13) F(z,y)=ax2+42bzxy+cy? —2(dx-}-ey)-
(22499 + f(a? + 22 = 0

verificando-se ser esta curva uma ciclica com
um ponto duplo na origem.

Se a cdnica tiver o centro a distinecia finita,
isto é, for centrada, o parimetro f definido
em (11) ndo pode ser nulo e a equacio (13)
da pedéria representa uma quartica bicircalar
tendo a origem por ponto duplo. Na fig. 1

Fig. 1

apresenta-se, como exemplo, a pediria duma
hipérbole relativamente a um dos seus pon-
tos (1).

Se a conica tiver o centro a distincia infi-
nita, isto é, se for do género parabola, pode

(') A discussfo do mimero de pontos comuns i
conica e & peddria e a sua determinagfo, feita com
base no estudo conjunto da ednica, da sua evoluta e
da sua hipérbole de Aronudmivs relativa A origem,
saiem fora do Ambito deste artigo.
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considerar-se, sem perda de generalidade, a
sua directriz prépria paralela ao eixo dos y
e assim, por ser nulo o parimetro A, as
expressdes (11) assumem os valores parti-
culares :

a=—CF— E2 d=—CD
(14 b=DE e=0
e—-— D2 f——- .

A substituigio de (14) em (12) permite
escrever a equaciio da paribola considerada,
em coordenadas tangenciais homogéneas :

(15) f(u,v,w)=au?}2buvtcr?}2duw=0

e a substituigio de (14) em (13) a equagiio
da pedéaria correspondente, em coordenadas
cartesianas :

(16) Fl,y)=aax?++2bxy +
+cy2—2dx(2? + 32)=0

que representa uma cubica circular tendo a
erigem por ponto duplo. Na fig. 2 apresen-
ta-se como exemplo a pedaria duma parabola
relativamente a um ponto exterior.

Fig. 2
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Os coeficientes angulares m das tangentes
3 pedaria na origem, ponto duplo, obtém-se
a partir das expressdes (13) e (16), cal-
culando :

m= lim s

z, y=0 ax

(17)

resultando de ambas a mesma equaciio:

(18) em24+2bm-ta=0.

Por outro lado, as equagdes das tangentes
A conica tiradas da origem, obtém-se fazendo
em (12) e (15) w =0, vindo indistintamente :
(19) aul +2buv+ cv2=0;
os seus coeficientes angulares sio, por defi-
nigdo :
U

my = ——
8 v

(20)

que substituidos em (19) conduzem a:
@1

A comparacio de (18) e (21) mostra que
as raizes das duas equagdes estio ligadas
pela relacdo:

am?—2bmy; +c=0.

1

m=——— ——

@2) o
0 que prova serem as tangentes a pedaria no
ponto duplo, normais as tangentes tiradas
deste ponto &4 coénica, qualquer que seja o
sen género.

Os binémios discriminantes das equagdes
(18) e (21) sdo iguais e tem por valor:
(23) d=b2—ac
podendo, de acordo com as expressdes (11)
© (14), tomar a forma:

(24) §=—FA
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em que A é o valor do determinante asso-
ciado & matriz da cénica (1).

Para F'A < 0 existem duas tangentes reais
e distintas, sendo o ponto O exterior & cénica
e um ponto duplo da pedaria (fig. 2), que
por ser o cruzamento de dois ramos, se de-
nomina nodo. Para F=—0 existem ainda
duas tangentes reais mas coincidentes e o
ponto O pertence simultineamente 4 cénica
e a pedaria, sendo em relacio a esta curva,
um ponto de reversio de 1.* espécie on cera-
téide (fig. 1).

Finalmente para FA >0, as duas tan-
gentes tornam-se imaginarias, sendo o ponto
O interior & c6nica e um ponto duplo isolado
da pedaria (fig. 3).

Fig. 3

RESUMO

Deduz-se, a partir da equnagido matricial
duma cénica em coordenadas cartesianas
homogéneas, a equagio da sua primeira

A

pedaria positiva em relagio i origem, estu-
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dando-se a natareza desta curva em funcgio
da natureza da coénica. Estuda-se ainda as
caracteristicas da origem, ponto duplo da

pedaria, atendendo a4 sua posigio relativa-
mente & cénica.

RESUME

On déduit, basée sur 1’équation matricielle
d’une conique écrite en coordonnées carté-
siennes homogénes, 1'équation de sa premiére
podaire positive par rapport a4 l'origine, et
étudie la nature de cette courbe en fonction
de la nature de la conique. On étudie aussi
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les caractéristiques de l’origine, point double
de la podaire, prenant en attention sa position
par rapport A la conique.

SUMMARY

Based on the matricial equation of a conic
in homogeneous cartesian coordinates, the
equation of its first positive pedal in relation
to the origin is deduced, and the nature of
this curve in function of the nature of the
conic studied. The characteristics of the
origin (double point of the pedal) are also
studied taking in account its position in rela-
tion to the coniec.

Note on Jacobi endomorphisms

by José Morgado

Instituto de Matemdtica,
Universidade Federal de Pernambuco, Erasil

1. In a recent paper [1], B. M. Pur-
TASWAMAIAH studied the Jacobi endomor-
phisms of an arbitrary group G, i. e., the
endomorphisms ¢ satisfying the condition

(1) (ad) ey ((be)ya)y((ca)d)y =1

for all a,b,c in G,

a® being the image of ¢ under ¢ and 1
being the neuntral element of G'.

It is clear that the trivial endomorphism
8 defined by a’=1 for every aeG, is a
JacoBr endomorphism. A group G which
admits a non trivial Jacosr endomorphism
is said to be a Jacobi group.

Some assertions contained in [1] are not
true.

Thus, for instance, it is asserted ([1],

\

Lemma 1) that a group G has a (non tri-
vial) Jacosl endomorphism o if and only if

n|2¢2 4+ ¢ and a"b” =b"a’
for all a,b in G

where n denotes the exponent of G (i. e., n
is the least positive integer such that a"=1
for every e G ([2], p. 108)).

Or this is not true, as one concludes from
the following

ExampLE 1. Let G be the additive group

of all rational numbers and let o be the
endomorphism of G defined by

g (x) = n-%-a: for every xeG.



