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With the help of (3. 3) and (3. 4), the result
(3. 1) follows immediately.

Formula (3. 2) can be derived »with the
help of (2. 2)in the same manner.

I am thankfal to Principal Dr. S. M.
Das Guera for the facilities he provided
to me.
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El operador elasticidad y las transformaciones
adiabaticas de los gases perfectos

por Alberto Sdez (1) y José Gallego-Diaz (2)

Continuando con el estudio y la bisqueda
de aplicaciones del operador elasticidad en
diversas ramas de la Ciencia, [1], [2], pre-
sentamos en esta Nota un ejemplo sencillo
de la posibilidad de aplicar el concepto de
elasticidad de una funcién, [3], a las trans-
formaciones adiabaticas de los gases per-
fectos, obtiniendo diversas expresiones para
las capacidades calorificas molares en fun-
ci6n de las elasticidades de la presion y de
la temperatura absoluta.

Célculo de la elasticidad de la presidn,
respecto del volumen, en una trans—
formacién adiabatica de un gas per-
fecto.

Diferenciando la ecuacién de estado de los
gases perfectos, referida a un mol, se obtiene:

1)) T 22V + Vdp
R

(1) Profesor Titular de la Escuela de Fisica y Ma-
temdticas de la Universidad Central de Venezuela,
Caracas.

(2) Fallecido en Caracas, en febrero de 1965.

en donde R es la constante universal de los
gases perfectos.

La forma diferencial del Primer Principio
de Termodinamica, aplicado a un gas per-
focto es, [4]:

) dQ=C,dT+pdV

en donde C, es la capacidad calorifica a vo-
lomen constante de un mol de gas. Por la
propria d_{eﬁnici()n de gas perfecto, C, es in-
dependiente de la temperatura absoluta.

Combinando las dos expresiones anteriores
se obtiene :

C,+R C,
8) dg—E el vd
3 dQ B P + ™ p

En una transformacién adiabatica (que su-
pondremos reversible) sera :

4 (C.+R)pdV+C Vip=0

Durante la transformacién adiabatica, la
presién es una bien conocida funcién del vo-
lumen, que seria facil de deducir si ello fuera
necesario para nuestros fines.
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Aplicando el operador elasticidad, se
obtiene la elasticidad de la presién respecto
del volumen que viene expresada, [3], asi:

®) G (p)=— 2 2.
p

Conviene advertir que el subindice se in-
cluye solo para indicar que, en este caso,
estamos tomando al volumen como variable
independiente. No se trata, pués, de una
elasticidad parcial.

Tambien conviene recordar que la elas-
ticidad es un parametro adimensional, per-
maneciendo invariante aunque cambiemos las
unidades con las que medimos la presién y
el volamen.

De (4) se deduce:

C,+ R

0) E.(p)=—

Definiendo, como en [4]:

R
1 T, [
@ X (04

resulta finalmente :

Eo (p)=—1

Para los gases perfectos, C, no depende
tampoco de la presién ni del volamen, [5],
por lo que sera una constante y tambien lo
gerd y. Por tanto, las transformaciones que

‘nos ocupan son isoelasticas.

Sea C, la capacidad calorifica a presién
constante de un mol de gas perfecto.
Es facil demonstrar, [4], que se verifica :

&
9 2 =4
®) il
con lo cual:
&
9 E,(p) = ——

o
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Tambien es inmediato ver que de (6) y (9')
se deduce la relacion de Mayer :

O, — G w='R

Expresiones para las capacidades calori-
ficas molares.

De la ecucién (6) se deduce inmediata-
mente :

1

(10) Gl e i
1+ E,(p)

y, mediante la ecuacion (9'), se obtiene

(11) Oesipp EalB)

Tambien podemos considerar, durante la
transformacion adiabatica, que la tempera-
tura absoluta es fancién del volumen. La
elasticidad de la temperatura respecto del
volumen podria calcular-se signiendo un pro-
cedimiento paralelo al empleado anterior-
mente, pero estimamos mas interesante rea-
lizarlo haciendo uso de algunas de las reglas
operativas del calculo de elasticidades.

La ecuacién de estado de los gases per-
fectos, referida a un mol, es:

;)
12 Pesion ¥
(12) i

Apliquemos a los dos miembros el ope-
rador elasticidad (respecto de la variable in-
dependiente V) y, en virtud de la regla de
la elasticidad de un producto de dos funcio-
nes, resulta [3]:

(13) E.(T)= E.(V)+ E.(p))—1 +
+ B, (p)=1—7

Por consiguiente, se obtienen las siguien-
tes nuevas expresicnes de las capacidades
calorificas molares:
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1
14 O = R
(14) %, (T)
(15) C,=R E.(p) __ R E.(1)—1
E, (T) 2 (T)

Médulo de compresibilidad:

Consideremos una transformacién (no ne-
cesariamente adiabética) definida por una re-
lacién funcional entre la presién y el volamen.

Podemos definir, para dicha transforma-
cién, un moédulo de compresibilidad en la
forma usual :

Bz FrIP

(16) i

Es evidente que se verifica la relacién :

17 B= —pE. (p)

Si se trata de un gas perfecto y la trans-
formacién es adiabaticas obtendremos, apli-

cando (8), la conocida relacién :

(18) B=yp

Osservaciox : El presente trabajo fué rea-
lizado, en su mayor parte, en 1961, en el
Instituto de Caleulo Aplicado de la Univer-
sidad del Zulia (Maracaibo), cuando el pri-
mero de los autores era Director de dicho
Instituto.
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Primeira pedéria positiva duma cénica

por F. Peres Rodrigues (¥)

Considere-se uma cénica qualquer e um
ponto fixo, 0, do seu plano. Sem perda de
generalidade no que se vai seguir, pode
sempre escolher-se um sistema de eixos orto-
gonais (x,y) paralelos aos eixos da cénica
e com origem no ponto 0.

Neste sistema de eixos, a equacio matrieial
da ebénica em coordenadas cartesianas homo-
géneas escreve-se :

(*) Engenheiro especialista do LNEC, Lisboa.

(1) f(.r,y,t)e[myt}-[A 0 D:I-l:x]=0.
0 C E Y
D E F t

A recta genérica tangente i cénica no ponto
de coordenadas homogéneas (x,y,?) tem
por equacido matricial :

@) [.z'yt]-[u]:()
v
w

em que (u,v,w) se podem considerar as
suas coordenadas tangenciais homogéneas.
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A comparagio de (1) e (2) permite es-
crever :

(3) Ll e e G I T
Ms£iiH
w BT T t

em que % 6 uma constante finita nio nula.
De (3) pode obter-se sucessivamente :

x 1 4 0 D1 u
ezl s e 2]
t DK F w

.

®) [myﬂ==%~[uvuﬂ-[g > g]'ﬂ
D E F

A substituicio de (4) e (5) em (1) conduz a

equagdo matricial da conica em coordenadas
tangenciais homogéneas :

(6) flu,v,w)y=[vvw].

<4 0 D} 1-Tu]=0.
BEIRH
D B F w
Por defini¢ao, a primeira pedaria positiva da
c6nica (1) relativa ao ponto 0, origem das
coordenadas, é o lugar geométrico dos pés
das perpendiculares tiradas do ponto 0 para
as tangentes (2) a coénica(l). Assim, se se
designar por (x,y) as coordenadas carte-
sianas da pedaria, deverio verificar-se entre

(1) A peddria positiva de ordem »n duma curva,
relativa a um ponto do seu plano, é, por definigiio, a
primeira peddria positiva da peddria positiva de
ordem n — 1 dessa curva, relativa a esse ponto.

Igualmente se define peddria negativa de ordem =,
a partir da primeira peddria negativa dessa curva,
relativa a um ponto do seu plano, que é, como se
sabe, a envolvente das perpendiculares as extremi-
dades dos raios vectores tirados desse ponto para
todos os pontos da carva.

estas coordenadas e as coordenadas tangen-
ciais homogéneas da cénica, as relacgdes:

(T) ﬁ_l_ m2 +?/2 oo (zg +yﬂ)
¥ u ux+vy w

gque mostram ser w, v e w proporcionais

respectivamente a =, y e — (22 +3?),
isto é:

u=Kax

v=Ky
(8) w=— K (224 3?).

A substituigio de (8) em(6) permite obter
a equaciio matricial da pedaria em coorde-
nadas cartesianas :

9) F(z,y)=[ry — (@2 +y?)]-

A4 0 DT x =0.
e af i
p £ rl L-@ip

Fazendo :

(10) A 0 DYy l—[a b d
[003] [bce]
T d e f

a definigio de matiiz inversa implica, aparte
um factor constante que se elimina quando
da substituicio em (6) ou (9), as seguintes
igualdades :

a=CF—E2 d=—CD
c=AF—D* f=AC.

A substitui¢ao de (11) em (6) permite escrever
a equacio da cénica em coordenadas tangen-
ciais homogéneas :

flu,v,w)y=au2+2buv +cv2+

(12)
+2duw +2evw + fuw?=0;

e, a mesma substituigio em (9), a equagio da
pedaria em coordenadas cartesianas :
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(13) F(z,y)=ax242bzxy-tcy? —2(dz-}-ey)-
(@ +99) + (= + g3 =0

verificando-se ser esta curva uma ciclica com
um pounto duplo na origem.

Se a cénica tiver o centro a distincia finita,
isto é, for centrada, o pardmetro f definido
em (11) néo pode ser nulo e a equagio (13)
da pedaria representa uma quartica bicircular
tendo a origem por pento duplo. Na fig. 1

Fig. 1

apresenta-se, como exemplo, a pedaria duma
hipérbole relativamente a um dos seus pon-
tos (1).

Se a conica tiver o centro a distancia infi-
nita, isto é, se for do género parabola, pode

(') A discussfo do nimero de pontos comuns a
conica e & peddria e a sua determinagfo, feita com
base no estudo conjunto da cdnica, da sua evoluta e
da sua hipérbole de ArorLrénivs relativa 3 origem,
saiem fora do @mbito deste artigo.
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considerar-se, sem perda de generalidade, a
sua directriz préopria paralela ao eixo dos y
e assim, por ser nulo o parimetro A, as
expressdes (11) assumem os valores parti-
culares :

a=CF— E? d——CD
(14) b=DE e—1)
c=— D02 =1

A substituicio de (14) em (12) permite
escrever a equacio da parabola considerada,
em coordenadas tangenciais homogéneas :

(15) f(u,v,w)=au2+2buv+tcrv2|2duw=0

e a substituicio de (14) em (13) a equagiio
da pedéria correspondente, em coordenadas
cartesianas :

(16) Fe,y)=aa?42bxy +
+ey2—2dx (a2 + »2)=0
que representa uma cibica circular tendo a
erigem por ponto duplo. Na fig. 2 apresen-
ta-se como exemplo a pedaria duma parabola
relativamente a um ponto exterior.

Fig. 2
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Os coeficientes angulares m das tangentes
a pedaria na origem, ponto duplo, obtém-se
a partir das expressdes (13) e (16), cal-
culando :

m= lim <
z,y=0 &

(17

resultando de ambas a mesma equagio :

(18) em?2+2bm-+a=0.

Por outro lado, as equagdes das tangentes
A cbnica tiradas da origem, obtdm-se fazendo
em (12) e (15) w =0, vindo indistintamente :
(19) au?l +2buv 4+ cr2=0;
o8 seus coeficientes angulares sdo, por defi-
nigdo :

u
My i
v

(20

que substituidos em (19) conduzem a:
@

A comparagiio de (18) e (21) mostra que
as raizes das duas equagdes estio ligadas
pela relagéo:

am‘f—?bml +¢=0.

(22)

o que prova serem as tangentes & pedaria no
ponto duplo, normais as tangentes tiradas
deste ponto 4 coénica, qualquer que seja o
sen género.

Os binémios discriminantes das equagdes
(18) e (21) sio iguais e tem por valor:
(23) d=0b—ac
podendo, de acordo com as expressdes (11)
e (14), tomar a forma:

(24) =—FA
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em que A é o valor do determinante asso-
ciado a4 matriz da coénica (1).

Para F A < O existem duas tangentes reais
e distintas, sendo o ponto O exterior & cénica
e um ponto duplo da pedaria (fig. 2), que
por ser o cruzamento de dois ramos, se de-
nomina nodo. Para F-=—=0 existem ainda
duas tangentes reais mas coincidentes e o
ponto O pertence simultineamente & cénica
e a pedaria, sendo em relacio a esta ecurva,
um ponto de reversio de 1.% espécie ou cera-
toide (fig. 1).

Finalmente para FA >0, as duas tan-
gentes tornam-se imaginarias, sendo o ponto
O interior &4 cénica e um ponto duplo isolado
da pedaria (fig. 3).

Fig. 3

RESUMO

Deduz-se, a partir da equacio matricial
duma coénica em coordenadas cartesianas
homogéneas, a equagio da sma primeira

-

pedaria positiva em relagio & origem, estu-



