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existe weM tal que aLw. Se M for
cofinal em A, entio M+— A+ e A admite
supremo se, ® 86 se M admite supremo.

Lema 9. Para toda parte A de E existe

M cofinal em A tal que M seja parcialmente
bem ordenado.

DemonsTRAGRO. Seja &, o conjunto das
partes parcialmente bem ordenadas contidas
em A. Pelo lema 8 e pela 1.* forma do
teorema de ZORN existe um elemento Me &,
maximal em &, munido da (4)-inclusdo.
Resta apenas, mostrar que M ¢ cofinal em
A. Se M nio f6sse cofinal éem A, entio

para todo ae A — M se teria aeM# , logo
M ) |a] seria parcialmente bem ordenado e
MU |ajc A, porém isto é absurdo visto
que M é maximal em &,.

Do lema 9 deduz-se:

Prorosigio 5. Seja (£, £) um sistema
ordenado. As seguintes condi¢des abaixo sdo
equivalentes

(BI) To6da parte bem ordenada de # possui
uma cota superior (resp. admite supremo);

(TT) Téoda parte totalmente ordenada de %
possui uma cota superior (resp. admite su-
premo).

OBseErvagio. Se X,YcC+W, entio
Xc+Y ou YctX. Seja ¥ um conjunto
cujos elementos sio partes de /2. Com res-
peito a (+)-inclusio & & totalmente orde-
nado se, e 86 se & for filtrante.

10. Do lema 7, por relativisagiio, re-
sulta:

CorovrAriO 5. Seja (£,f, £) um sis-
tema crescente tal que tGda parte nio vazia
e bem ordenada de £ admita supremo.
Para todo we £ tal que w < f(w) existe
meE tal que w<<m e f(m)=m.

No corolario acima, a hip6tese w < f(w)
é essencial como mostra o seguinte exem-
plo: seja As=|(z,3)|(z,9)e ExE o z=yl;
se f 6 uma funcio de £ para 7 a qual
nio admite ponto fixo, entdo (F,f,Az) é
um sistema crescente tal que tGda parte ndo
vazia e totatmente ordenada de / admite
supremo.

CoroLiric 6. Seja (E,f, £) um sis-
tema crescente tal que 7/ seja finito. Se F
possui primeiro elemento ou se existe um
elemento we £ tal que w < f(w), entio f
possui ponto fixo.

Sobre a determinacdo do contradominio
de certas funcdes de maltrizes

por G. N. de Oliveira
Coimbra

1. Seja & um conjunto de matrizes e &
um conjunto arbitrario. Seja y=—f(4) uma
«fungio» que toma valores em & quando A
percorre &. Suporemos que f pode ser
multivalente, isto é, que a cada matriz 4
podem corresponder varios elementos de &.

Designemos por (&) o contradominio de

f, isto é, (&) é o subconjunto de ¥ defi-

nido por

yeFH(S)>34eS tal que y é um dos
elementos de ¥ que f faz corresponder a A .
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O problema que aqui nos propomos tratar
6 o da determinaciio de #/(3) para varias
concretizacdes de G, & e f. Problemas
deste tipo tém, ultimamente, sido tratados
por varios autores embora nem sempre se
lhes tenha dado esta formulacio. Formu-
lagdes bastante semelhantes podem encon-
trar-se em [8] e [16]. Vejamos alguns
exemplos.

Seja & o conjunto das matrizes simétricas
reais de ordem =n. Seja ¥ o conjunto das
sequéneias y = (A1, -+, An 3@y 44+, a,) oM
que 08 A; e a; sio numeros reais e se supde
que A XN ---XN1,. Além disso, dois ele-
mentos de ¥ que 86 difiram pela ordem dos
a; nio sdo considerados distintos. Definamos
agora uma fungéio f em G e que toma va-
lores em & do seguinte modo :

“san) = f(4)

se @ 86 se A;,---,A, 830 o8 valores préprios
de A e ay,---,a, sio os elementos prin-
cipais de A. Pbde-se agora o problems:
determinar o contradominio desta funcio.

PMyerrstnzag,--

Sejam @, ---,a, 08 DUMEros a;,---,a,
mas escritos por uma tal ordem que
a;> ---,N a,. De acordo com Mirsky [14]
y€5(S) se e 86 se

k k
NatIh (k=1,..-

i=]1 iw]

’n)!

verificando-se a igualdade para ' =n.

Gragas a este resultado, dado um elemento
y de ¥, podemos sempre decidir se y per-
tence ou nio a %(35).

Seja agora C uma matriz complexa, fixa
do tipo k><k. Designemos por G o con-
junto de todas as matrizes complexas, qua-
dradas, de ordem = (n > k) cuja submatriz
contida nas primeiras % linhas e % colunas
é¢ C. Seja ¥ o conjunto de todos os poli-
némios de coeficientes complexos, de grau
n e primeiro coeficiente unitario. Finalmente

seja f a seguinte funcio: se 4eG, f(4)
6 o polinémio caracteristico de A. Qual
o contradominio de f'? A solugdo deste pro-
blema, que aqui ndo apresentamos por ser
demasiado longa, pode encontrar-se em [20]
e [21].

Como estes dois exemplos deixam ver, um
sem nimero de problemas do tipo conside-
rado acima pode ser formulado, Como vere-
mos, muitos deles sio extremamente dificeis
e entio, em vez da determinagio de #(6),
podemos, simplesmente, procurar algumas
propriedades deste conjunto. Assim pode-se
perguntar: sera ¥,(G) conexou, convexo,
limitado etc., sempre que estas no¢des tenham
sentido em #. Podemos ainda procurar sub-
conjuntos & de & tais que ¥ C F(G) ou
FNFH(SG)=®, onde P representa o con-
junto vazio, etc.

Em [15] e [16] encontram-se interessantes
exposicdes de problemas deste tipo. Estes
dois artigos contém uma boa parte dos resul-
tados conhecidos na altura em que foram
publicados. No presente trabalho concentra-
remos a nossa atenciio nos casos em que &
é o conjunto das matrizes estocasticas de
ordem n ou o conjunto das matrizes dupla-
mente estocasticas da mesma ordem.

2. Uma matriz 4 =/[a;;] do tipo n><n
diz-se estocastica se

a;jéo e 2a51‘=1
k=1

(7 =1,--c,m).

Estas matrizes t8m importantes aplicactes
no Calculo das Probabilidades. Seja entio
S o conjunto das matrizes estocasticas de
ordem n e ¥ o conjunto dos nimeros com-
plexos. Seja f(4) = um (qualquer) valor
proprio de A. Neste caso especial designa-
remos ¥ (G) por M,. Segue-se pois que
ze M, se e s6 se existe uma matriz estocis-
tica de ordem = de que z é uma das raizes
caracteristicas. O problema da determinagéo
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de M, resulta dum outro um pouco mais
geral, mas que a este se reduz, posto por
KoLmogorov em 1937 (veja-se [10]). Se z
é raiz caracteristica da matriz estocastica
A =[a;;], satisfard num sistema de equagdes
do tipo

(i-:],, "3“)3

n
XL = 2 a;; &;
i=1

com um, pelo menos, dos z; diferente de
zero. Sendo |x,| = max|x;|, teremos
i

212 D a5 £ Fa
i=1 T

e portanto a regiio M, esta contida no cir-
culo de centro na origem e raio 1. Este pri-
meiro resultado obteve-se com grande facili-
dade mas a determinaciio completa de Jf,
foi um problema bastante dificil resolvido em
1951 por KarpeLEVIC [9]. Mostrou este
autor que M, é a regido limitada pelos
pontos do circulo unitirio da forma e'>"7,
em que a e b sio dois inteiros quaisquer
tais que O L a<b Ln, e ainda por certos
arcos (de equacdes complicadas, pelo que as
nio reproduzimos) ligando aqueles pontos.

Em 1949 SULEIMANOVA propds um outro
problema de certo modo parecido com este:
& é o mesmo do problema anterior, ¥ é o
conjunto das sequéncias (2;,---,2,) em que
0s z; sao numeros complexos, sendo irrele-
vante a ordem por que se encontram escritos
e f(A)=(z1,--,2x) 80 © BO 80 2y, ,2,
sio os n valores préprios de A.

No seu primeiro artigo sobre o assunto
SULEIMANOVA determinou parte de #(G),
que neste caso designaremos por 9%7,, mas
o problema continna até hoje sem solugao
completa.

Uma condigdo necessaria para que
(21 +++ ,2,) €0, tira-se imediatamente. Com

efeito, suponhamos que (zy,:--,2,) =1 (4)
com AeS. Teremos (zf,---,zk)=f(4*)
para qualquer inteiro positivo 4. Como o
traco de A* tem de ser nio negativo, por
A* nio poder ter elementos negativos,
teremos

Zz’i‘éo

=1

e 52 s ion)s

Sabe-se que se o0s z; forem reais e se
n £ 4 aquela condigio é também suficiente.
Porém para n >4, mesmo que 0s z; sejam
reais, aquela condi¢iio ja nfo é suficiente.
Com efeito, nio é dificil provar que nio
existe nenhuma matriz estocastica de 5.? or-
dem com as raizes caracteristicas 1,1, —1/2,
—3/4, —3/4 embora estes nimeros satisfa-
cam a condigiio acima. Este exemplo deve-se
a H. PErFECT © podem encontrar-se porme-
nores em [19] e [24].

fm [19] introduzimos um processo para
atacar este problema que conduziu a resul-
tados novos com bastante simplicidade. Esse
processo baseia-se na transformagiio L que
a seguir definimos.

Seja A uma matriz arbitraria do tipo
n>Xn, X outra matriz do tipo <1 e ¢
um nimero complexo. Prolonguemos 4 com

4Y . . . .
a coluna , a direita e com uma linha
q

de zeros, em baixo. Designemos por B =
matriz assim obtida. Seja 7' uma matriz
qualquer nio singular do tipo (n><1)><
><(n+1) e

B,=TBT™.

X
Representaremos [5; por Lg-") (4) e cha-
mar-lhe-emos transformada 7. de A.
Seja agora A4; = [z] e

X;
A= I,( i+i)

(Aa (‘::1;"‘7"_1)
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em que X; e 7 sdo matrizes de tipo con-
veniente. Claro que as raizes caracteristicas
de A, sido os nimeros z;,---,2z, (a0 passar-
mos de A; a A;,; «introduzimos» a raiz
caracteristica z;,;) e 4, apresenta-se assim
como extremo duma ccadeia»

Al!"':Ai;'“)An

em que A; é do tipo 7><7 e cada matriz é
uma transformada 7. da anterior. A ideia
do método & construir A4, e depois investi-
gar em que condi¢des se pode dispor das
matrizes X; e 7; ((=1,...,n —1) por
forma que A, seja estocastica. Uma das
dificuldades aparentes do método é o apare-
cimento da inversade 7; (i=1,...,n—1)
no decorrer do processo. Felizmente foi-nos
possivel provar que toda a matriz A4, se
pode «construir» pelo método acima usando
s6 matrizes 7; do tipo

T R W~ 6 5T

Ty i

| a® af...apd 1
e efectuando, por vezes, certas permutacdes
de linhas e as mesmas permutagdes de
colunas em certas matrizes intermédias A4;.
A inversa de 7 obtém-se, trocando simples-
mente o sinal aos aj.‘) (j=1,.--,%2). Néo
é também dificil mostrar que se tomarmos
A; =[1] e as matrizes 7; por forma que

2 a:_g.") =1

j=1

a matriz A, ¢é tal que a soma dos elementos
de qualquer das suas linhas é 1. Para que
seja estocastica s6 temos, pois, a preo-
cupar-nos com a nio negatividade dos seus
elementos! A titulo de exemplo damos uma
proposicio que se pode obter imediatamente

com a transformagio I. e que tem como
consequéncia quase imediata um outro teo-
rema apresentado em [25] por H. Perrect
com uma demonsiragio bastante mais com-
plicada.

TeoreMA 1. Seja A = [a;j] uma malriz
estocdstica de ordem n. Seja A um nimero
negativo e suponhamos que A tem um elemento
diagonal, 8y, por exemplo, tal que |\ ZLay . E
entdo possivel construir uma matriz estocdstica
B deordem n-}-1 cujas raizes caracteristicas
sdo as de A e o numero A. Além disso os
primeiros n elementos diagonais de B coin-
cidem com 08 correspondentes de A @ excepgdo
do da linha k que é axyx -+ 1; o ultimo ele-
mento diagonal de B é 0.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos, para fixar
ideias, que L =mn. Seja 7 a matriz T} atras
definida para ¢{=n com o:(l”) = “Ln—)l =)
e aM=1. Sendo S uma matriz do tipo
(n4-1)><(n41), TS T obtém-se somando

a ultima linha de S a peniltima e depois
subtraindo a sua ultima coluna da penul-

tima. Seja

ay - a0

C=|
1 P £ R |

em que todos es elementos da tltima coluna
siio nulos a excep¢io dos dois iltimos. A
matriz TCT™ é a matriz B cuja existén-
cia se afirma no teorema.

A transformac¢io 7. admite numa generali-
zacio natural: antes de se achar a transfor-
mada mediante 7' prolongue-se 4 com uma
matriz do tipo (n - %)><Zk colocada & direita
e preencham-se com zeros os lugares vagos
em baixo para que se obtenha uma matriz
quadrada. O uso desta generalizagio da trans-
formacio L é de particular utilidade para
o estudo da construgio de matrizes estocas-
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ticas com raizes caracteristicas complexas.
Tanto quanto nés sabemos o primeiro resul-
tado neste caso (para = >3) é o seguinte

TeoreEmA 2. Se¢ja A = [a;;] uma matriz
estocdstica de ordem n. Sejam p e q nime-
ros reais ¢ i=V—1. Suponkamos que A
tem um menor principal

l‘a” a"]

_8gr sy

tal que |p| L arr, 845 € | Q| £ 8sr, 855 . Entdo
a partir de A pode construir-se uma matriz
estocdstica de ordem n -+ 2 cujas raizes carac-

teristicas sdo as de A e ainda 03 nimeros
ptiq.

A demonstracio do teorema 1 deixa adi-
vinhar a demonstracio deste. Para porme-
nores veja-se [19].

3. Se tanto 4 como AT sdo estocas-
ticas diremos que A é duplamente estocastica.
Ter-se-a pois neste caso

a.»_,-l_:.O

n

E Ak = 1
Jewm]
Da=1
k=1

[t =12 ;).

Se nas defini¢gdes de M, e o%, substituirmos
«matriz estocastica» por «matriz duplamente
estocastica» obtemos duas novas regides que
designaremos por D, e 2, respectivamente.
Nenhuma destas duas regides é completa-
mente conhecida embora haja um conheci-
mento parcial das suas naturezas (veja-se[18]).
Claro que

DeciM e D C R,

Uma via que seria interessante explorar
seria a da procura de relacdes entre D, e
M, por um lado e 92, e 2%, por outro
(veja-se [19], Capitulo III).

A transformagio 7., embora niio pareca
tdo apropriada para o estudo de matrizes
duplamente estocasticas como para o de
matrizes estocasticas, pode contudo conduzir
a resultados de interesse como mostramos
em [19].

4, Chamaremos matriz de permutagio a
toda a matriz que possa ser obtida da iden-
tidade por conveniente permuta de linhas.
Em 1946 Birgnorr demonstrou o seguinte

TeEOREMA 3, Se A ¢ uma matriz dupla-
mente estocdstica entdo pode representar-se na
sequinta forma

A=).1Pi+--'+}.um

em que Py,... Py sdo matrizes de permuta-

¢do e },++-,An 8do mumeros reais salisfa-
m

zendo 0 e Zli=1.
fm1

Pode acerca deste Teorema perguntar-se
se ha alguma relagio entre o nimero m e a
ordem n da matriz, por exemplo. Demons-
traram MirsgY e Farauar ([17]) que se pode
sempre supor m Zn? —2n + 2 e que este
limite é o melhor possivel.

As matrizes duplamente estocasticas t8m
sido objecto de numerosos estudos sobretudo
no que diz respeito as suas propriedades
combinatérias. Certos problemas de Analise
Combinatéria levam & consideragio duma
fungio de matriz bastante interessante: o
permanente (veja-se [27]). A definigcio de
permanente é muito semelhante &4 de deter-
minante : adicionem-se todos os termos da
matriz; o resultado chama-se permanente.
Portanto a diferenca entre permanente e de-
terminante consiste em que na formacio da-
quele ndio se troca o sinal aos termos im-
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pares. Apesar da semelhanga das defini¢des
as propriedades sio bastante diferentes. Com
efeito algumas propriedades do determinante
mantém-se no caso do permanente mas
outras, fundamentais, faltam completamente.
Por exemplo a regra de LAPLACE mantém-se:
o permanente duma matriz é igual 3 soma
dos produtos que se obtém multiplicando os
permanentes de todos os menores contidos
em % linhas (ou colunas) pelos permanentes
dos respectivos menores complementares. Ao
contrario do determinante, o permanente néo
é em geral multiplicativo, isto é, em geral
tem-se perm (A B)=~perm 4 - perm B (onde
o simbolo perm X designa o permanente de
X). Como 6 sabido, se adicionarmos a uma
linha (coluna) duma matriz quadrada outra
linha (coluna) multiplicada por uma constante
o determinante nio se altera. Infelizmente
isto ndo é verdade para o permanente o que
bastante dificulta o seu calculo.

Pode também pensar-se se ni#o existird
uma regra uniforme de troeca de sinais dos
elementos duma matriz de tal modo que se
obtenha uma nova matriz cujo determinante
seja o permanente da inicial, Se existisse te-
rfamos assim reduzido o estudo do perma-
nente ao do determinante. Porém, para ma-
trizes de ordem superior a dois, PoLyva
mostrou que tal regra nido existe (veja-se
[12]). Mais do que isso, segundo MARCUS e
Minc [11], ndo existe nenhum operador
linear sobre o espago das matrizes do tipo
n><n(n > 2) tal que o permanente da trans-
formada duma matriz seja igual ao determi-
nante da matriz de que se partiu.

Seja agora 4 uma matriz duplamente es-
tocastica. A partir do Teorema de BIRKHOFF
ndo é dificil provar que perm A4 >0. Na
realidade sabe-se que se A4 ¢é duplamente
estocastica e tem % valores préprios de mé-
dulo 1 entio

1
erm A
. 2 W—h iy’

e se além disso A é indecomponivel ter-se-a

perm A4 > (i)n
n

A consideracio da funcio permanente
conduziu a um famoso problema do tipo
mencionado no paragrafo 1: determinar o
contradominio da fungéo perm A quando A4
percorre o conjunto de todas as matrizes
duplamente estocasticas de ordem =.
Prova-se com facilidade que devera ser
perm A 21 e a respeito do limite inferior
existe a seguinte conjectura (com mais de
40 anos mas ainda por resolver) devida a
VAN DER WAERDEN :

!
permA;%,

verificando-se o sinal igual se e s6 se 4 6 a

: e 1
matriz com todos os elementos iguais a — .
n

Os principais estudos sobre esta conjectura
devem-se a M. MArcuUS e seus colaboradores.
Dois dos mais interessantes resultados
obtidos sio os seguintes [13]:

I. Se A, minimiza perm A e se todos
os elementos de 4, sido positivos entdo A,
é a matriz com todos os elementos iguais a

il (que designaremos por .J,).
n

II. Se A=~.J, e A pertence a uma vi-
zinhanga suficientemente pequena de .J,
ter-se-a

perm A > perm J,.

De acordo com o primeiro resultado a
conjectura de VAN DER WAERDEN ficaria re-
solvida pela afirmativa se fosse possivel
provar que para cada matriz duplamente
estocastica com alguns elementos nulos
existe uma com todos os elementos positivos
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e permanente inferior. Isso conseguir-se.ia
se para cada matriz 4 com elementos nulos
fosse possivel construir uma matriz B (ambas
duplamente estocasticas) tal que A B tivesse
todos os elementos positivos e

perm (A B) < perm A.

Dentro deste contexto talvez valha a pena
citar o seguinte resultado de BruaLpr [4]:

Se A e B sio duas matrizes nio nega-
tivas (ndo necessariamente duplamente esto-
casticas) ter-se-a

perm (4 B) > perm A4 . perm B

5. Embora as diferengas entre as pro-
priedades do determinante e do permanente
sejam grandes, a importincia do polinémio
det (zE — A) (onde E ¢é a identidade da
mesma ordem de A) na teoria das matrizes
sugere a consideragio do polinémio f(z)=—
= perm(z E — A). Assim BRENNER @ BRUALDI
provaram que as raizes de f(z), quando 4
6 uma matriz duplamente estocastica, estio
dentro ou sobre a fronteira do circulo
|z] £1[2]. E notivel a coincidéncia com a
mesma propriedade das rafzes de
det(z £ — 4).

Como dissemos atras quando A ¢ dupla-
mente estocastica tem-se perm.A4 >0 e por-
tanto se n & par sera f(0) >0 e se n ¢
impar sera f(0)<<0. A respeito de f(1)
mostraram BrRUALDI e NEwMAN que f(1)X 0.
Se A 6 simétrica sabe-se que é com certeza
f(1)>0, desde que a matriz ndo tenha
nenhum elemento diagonal igual a 1. Uma
outra conjectura ainda pendente é a se-
guinte :

Se n ¢ par e A (que continuamos a supor
duplamente estocdstica) é irredutivel, f(z) ndo
tem raizes reais. Se, sob as mesmas hipdteses
a respeito de A ,n ¢é impar, f(z) tem uma e
uma 86 raiz real.

Se nas definigbes das regides M, ,o%, , D,
e 9, substituirmos «raiz caracteristica» por
«raiz do polinémio perm (z /Z — A)» obtemos
outras quatro regides que designaremos res-
pectivamente por M;,a%,,D; e 9,. Ne-
nhuma destas regides foi, até agora, deter-
minada.

A consideragio do permanente e do poli-
némio f(z)=—=perm(zE — A4) leva a muitos
problemas do tipo exposto no paragrafo 1,
envolvendo aquele polinémio ou as snas rafzes.
Assim pode por-se o problema: sob que con-
digdes 08 nimeros Aj,:--,A, © @y, ---,a,
podem ser respectivamente as raizes do po-
linémio f(z)=—=perm(zE — A) e os ele-
mentos diagonais duma matriz real e simé-
trica A?

Claro que numerosos problemas deste tipo
se podem enunciar. Em [22] encontra-se o
primeiro resultado nesta direcc¢éio com o

TEOREMA 4. Para que o0s numeros
Jys+erdy € ay,---,a, possam ser respecti-
vamente as raizes do polindmzo f(z)=
—perm(zE — A) e os elementos principais
duma matriz A (qualquer) é necessdario e su-
Jiciente que

ﬁh:zﬂ:al.

T | i=1

Se esta condigdo se verifica e tanto os a;
como 08 A sdo reais, A pode escolher-se real.

SUMMARY

This is an expository paper where we are
concerned with the following problem : let &
be a set of matrices, ¥ an arbitrary set and
f a function from & into &; determine the
range of this function. We treated mainly
the case in which & is the set of stochastic
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or doubly-stochastic matrices of order =.
A survey of some known results is given
and attention is called for some up to now
unsolved problems.
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