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is idempotent. Let ¢r A denote the trace
of A. Then (1) gives

trd;=trdiag(l,---,1,0,...,0)=n;.

On the other hand we have tr £ = 2 trA;
i1

and so n= D, n;.
i=1

We show now that &) implies ¢). This has
been proved by Diokovic, LANGFORD and
others (see [3], where a stronger result due
to R. C. THompsoN is mentioned). For the
sake of completeness we repeat a proof here.

Let 2f?, ... ,a:f.? be a basis for the range

of A;. Let « be any n dimensional vector.
We have

e—FEx= 2 A;x

which proves that any = can be expressed
as a linear combination of the vectors

m
2, e, (=1, ,m). As 3 m=n,

=1
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the number of these vectors is exactly =
and so they must be linearly independent.
It follows that any a can be expressed uni-

quely in the form = D, @; with a; belon-
i=1
ging to the range of A4;, namely x;— A;x.
Therefore A4;A4;x=0 (i=£j,x arbitrary)
and so A4; 4;=0 (i5£)).
Finally we show that ¢) implies a).

Multiplying ) 4;— E by A; we get
i=1
A} = 4;
and the proof is complete
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S6bre os teoremas de Zorn, de Zermelo
e de Bernstein-Cantor

por Constantino M. de Barros
Instituto de Mateméitica da Universidade Federal Fluminense, Brasil

Os teoremas referidos acima sio deduzidos
facilmente de um bem conhecido lema que
assegura a existéncia de partes bem orde-
nadas compativeis com uma funcio dada.
De passagem da-se uma demonstragio sim-
plificada désse lema.

1. Sejam E e I conjuntos. Uma relagdo
univoca de F para F é um subconjunto f

do produto cartesiano X >< I tal que se
(,9),(@,y)ef e z=x', entio y=y'.
Diz-se que f é uma fun¢do de E para F
se f é uma relacio univoca de £ para F
verificando a seguinte condi¢iio suplementar :
para todo xe E existe pelo menos um yeF
tal que (z,y)ef. Se f é uma fungio de
E para F, entio para todo xeF existe
um Wnico elemento de #', indicado por
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f(z), tal que (x,f(x))ef. Uma aplicagdo
é um terno (I, f,FE) tal que f seja uma
funcio de K para /. Uma fungio f de F
para I7, resp. uma aplicagio (I7,f, I),
é dita bijetiva se para todo ye [ existe um
unico elemento xe P tal que y = f(x).

Diz-se que £ ¢é uma relacio de ordem
sobre o conjunto £ se < é um subcon-
junto de K >< E satisfazendo os trds seguin-
tes axiomas :

(RO1) Se weFE, entio x Lx;
(RO2) Se x<y e y<z, entdo x Lz;
(R03) Se <y e y L, entio x Ly,

onde x < y significa (x,y)e <.

Seja (£, <) um sistema ordenado, isto
é, £ 6 uma relagio de ordem sébre L.
Para cada xe E ple-se

A,=]«,xz]=|w|lweE e wLx|.

Por A indica-se a fung¢io de £ para
B(E) tal que A(x)=A. se xeL. Por
B(E) nota-se o conjunto formado por todas
as partes de £ .

Prorosigio 1. Se £ é uma relagio de
ordem sébre Z, entio existe uma unica
fungio A de E para (3(F) tal que

(FO01) Se xe E, entio x e A., onde
A=A we):

(FO2) Se (x,y)e EXE e xel,, entio
A-C Ay

(FO3) Se (x,y)e EX<E e A, =A,,
entio ¢ =y;

(F04) Se (z,y)e EXE, entio z <Ly

se, e sbmente se xeA,.

Reciprocamente, se A ¢ uma fungio de X
para [3(E) satisfazendo (FF01), (F02) e
(F 03), entio existe uma tnica relagio de
ordem < sdébre E tal que A (x)=A,=
=]« ,x] para todo e K.

Seja ae £. Diz-se que a é maximal se
o conjunto {x|xe X e a<az| é vazio. Seja
Xc E. Diz-se que a ¢é uma cota superior
(resp. inferior) de X se xZa (resp. aLwx)
para todo xe X. Diz-se que a é primeiro
elemento de X se ae X e a é cota inferior
de X. Indica-se por X+ o conjunto das
cotas superiores de X . Designa-se por Pri
a relagio univoca de (3(E) para E tal que
(X,a)ePri se, e sbmente se a é primeiro
elemento de X. Diz-se que X possui pri-
meiro elemento se existe ae /X tal que
(X,a)e Pri. Indica-se por Sup a relacgio
univoca de (3(£) para E tal que (X, a)eSup
gse, e 80 se (Xt,a)ePri. Diz-se que X
admite supremo se existe seZ tal que
(X,s8)eSup. Se X admite supremo indica-
-8e por SupX o elemento de X tal que
(X,SupX)eSup e diz-se que SupX é o
supremo de X.

Seja K um subconjunto de /. Diz-se
que K é bem ordenado (por ) se todo o
subconjunto X de K possui primeiro ele-
mento. Portanto X é bem ordenado se, e
s6 se para todo X C K existe weX tal
que we n A

ze X

Diz-se que (£, <) é bem ordenado se £
é bem ordenado por .

Por (3, (E) indica-se a colecio constituida
por todas as partes nio vazias de £Z. Uma
fungdo escolha s6bre E é uma fungio o de
B, (£) para E tal que o(X)e X para todo
Xep, (B).

2. Seja (E,f, <) tal que (E,f,E)
seja uma aplica¢io e (X, £) seja um sis-
tema ordenado.

Lema 1. Se (x,a)eE < E verifica
(Ch) x£La ou f(a)<Lx,
entdo (x,a) verifica também a eondigdo:

(Nf) se a<x, entdo f(a) Zx.
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Se além do mais a £ f(a), entdo
(O el X on X 2 A

Reciprocamente, se um par (x,a)eE<E
verifica (Nf) e (C), entdo (x,a) satis-
Jaz (C).

DemoNsTRAGQRO. (CY)=(N”). Se a< x,
entio. # L a, logo f(a) L= por (CV).

(C")=(C). De facto, se £ a, entio
a £ f(a) £Lx. A reciproca é trivial.

Lema 2. Se (x,a)e EXE satisfaz a
condi¢do (Cf), e se xf(x), entdo (f(x),a)
também sattisfaz (C").

DemoNsTRAGRO. Se x<a, entio f(x)ZLa
pelo lema 1. Se w=—a, entio f(a)Zf(x).
Se f(a)Lx, entio f(a)Lx L f(x). Logo
f(@)La on f(a) LS ().

Seja K uma parte de E. Para cada sub-
conjunto A4 de K se escrevera

CiA=|z|xeK ose ae A, entio x~a
ou f(a)L=i,

CtA=|z|xzeK ese aed, entio 2 ~a
ou a Lz},

N£A=za7|a:eﬁf e se aed e a<lux,
entio f(a)Zx|.

Tem-se
CLA=EKNC:A e NNFA=KNN;:A.

Do lema 1 resulta: C4 A c Nt AN Ck A.
Se além do mais a.~ f(a) para todo ae 4,
entdo CxA=NtANCxA.

Lema 3. Se AcKcCE, entdo

(C1) Se w ¢é primeiro elemento de K,
entdo weCxk;

(C1) Se BcCkA, se B admite supremo
e s¢ (SupB)eK, entdo (SupB)eCkA.

DemoxstrAGAO de (C2). De fato, seja
aeK. Se a é uma cota superior de B,
entio (SupB)<La. Se a nao 6 cota supe-
rior de B, entdo existe xe B tal que x £ a,
logo f(a) £ «. Portanto f(a) L« < Sup B.
Consequentemente (Sup B)<La ou f(a)<
Z Sup B. Logo (SupB)e CL A .

Uma parte K de F sera dita uma corrente
em w se (K ,w) satisfazer os trés axiomas
seguintes :

(C1) f(K)cK;

(C2) wek;

(C3) Se Ac £ ese A admite supremo,
entio (Sup d)e K.

Se além do mais (A ,w) satisfizer
(C4) Se we K, entio w L=z,

diz-se que A é uma corrente de origem w.
Para todo weFE tem-se: () E 6 uma
corrente em w; (i) a intersecdio de todas
as correntes em w ¢ uma corrente em w .
Por K[w] indica-se a intersegéio de todas
as correntes em w e K [w] sera dita a
a corrente gerada por w.

Da definigio de KX [w] resulta o seguinte
prineipio de indugédo: se XCFE ese K[w]NX
é uma corrente em w, entio K[w]cC X.

Diz-se que (E,f, <) é uma dilatagdo se
(E, £) é um sistema ordenado e f é uma
funcio de £ para F tal que

(D) Se xze E, entio x £ f(x);

ou equivalentemente

(D) Se weE, entio [w,—[=|z|xe L
e w Zx} 6 uma corrente em w.

Se (E,f,«) é uma dilatagio e we E,
entio K[w]C[w,—~[, logo w é primeiro
elemento de K [w]. Portanto K[w] é uma
corrente de origem w.
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Lema 4. Seja (E,f, £) é uma dilatagdo
Se weE e se K[w]C N'K[w], entdo
K|[w] é uma parte bem ordenadade (E, £).

DeMONSTRAGAO. Seja X c K[w] tal que
X=£¢, onde ¢ 6o conjunto vazio. Suponha-
mos que X ndo possui primeiro elemento.
Entdio X" NX=¢, onde X~ é a parte de
E formada por todas as cotas- inferiores
de X.

(@) Seja ae X, entio a < x para todo
xzeX, logo f(a)Lax para todo xeX.
Consequentemente f(a)e X~ .

() we X~ visto que w 6 o primeiro ele-
mento de A [w].

(¢) Seja Ac X tal que A admita su-
premo. Entio para todo xeX se tem
(Sup 4) £ 2. Logo (Sup A)e X™.

De (a), (b) e (c) resulta que X = K[w],
logo X = ¢, o que é absurdo.

Lema 5. Se (E,f,Z) é uma dilatagdo,
entdo K[w]c C'K[w].

DemoxsTrRAGXO. Em virtude dos lemas 2
e3se ae K[w], entdo o conjunto (K [w]). =
= |x|xre K[w], *La ou f(a)Lx| éuma
corrente em w. Portanto K[w]= (K[w]).

Dos lemas 4 e 5 e do fato de €' K[w]C

c N K[w] resulta

Prorosigio 2. Se (£,f,) é uma dila-
tacio e se we E, entio A[w] é uma parte
bem ordenada de £. Além do mais w é o
primeiro elemento de K[w]e f(m)=me K[w]
se K[w] admite supremo e m = Sup K[w].

CoroLirio 1 (do ponto fixo para dilata-
¢des). Se (E,f,~) é uma dilatacio e se
téda parte bem ordenada de E admite
supremo, entio para cada we £ existe
mekE tal que w<Zm e f(m)=m.

3. TeoremMA DE ZorwN (1.* forma). Seja
(E,Z) um sistema ordenado tal que toda
parte bem ordenada de E admite supremo.
Entdo para todo weE existe um elemento
maximal meE tal que w -~ m.

DemoxsTRAGRO. Seja f a fungio de E
para E definida pela formula :

F)= {a: se x 6 maximal,

c(]Jx,—[) se ¥ ndo é maximal,

onde ¢ é uma funcio escolha sGbre F.
O teorema resulta do corolario 1.

4. Seja ¢ uma fungdo escolha sébre E.
Indica-se por o a fungdo de f(E) para
E(F) definida pela seguinte formula: se
Xc E, entio

~ E se X=F,
=y

XUle(E—X)| se X£E,
onde /' — X = |w|weFE e wé¢X|. Tem-se
que (B(F), 3, C) é6 uma dilatacio Seja
K, [¢] a corrente gerada pelo conjunto vazio.
Por K] se indicari o conjunto K, [¢]—
— |E|l. Se xeFE, por A. se indicara a
reuniio de todos os conjuntos Ye K7 tais
que x¢ Y. Em virtude de definicio de AL re-
sulta :

©) Se
w YL

YeK;, entio x¢ Y se, o s6

Prorosigio 3. Para todo xzeE existe
um tnico subconjunto de E, indicado por
A%, tal que

(I*1) Azek’;
(IX2) e AL
(I*3) o(BE—A)==.

Além do maisse Ye K, entdo Y=Agx_vy).
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DemoxsTRAGAO. As propriedades (I*1) e
(I* 2) sdo consequéncias da caracterizagio de
AL por intermédio de (O]) e de definicio de
K,[¢]. Resta mostrar apenas (I*3). Se
Az U je(E—A2)| = E, entio x=c(E— A7)
pois z¢AL. Se c(AN)eKk: e x¢ac(A),
entio ;(A:) c AL, em virtude da definigio
de A% ; logo o(F — AZ)e AL o que é absurdo.

Seja Y tal que YeK., x¢Y e o(E—Y)=
= . Da definicio de A e de (I*2) resulta
gue s eEivetiNa  IFoE AL del (1% 1) e do
lemma 1 resulta que o (¥)cC AL, logo
o(E — Y)e AL, portanto ¢ (£ — Y)=~a pois
x¢ A, porém isto contraria a hip6tese
6(E—Y)=wx, logo Y=A;.

Se YeK; e se z=c(£— YY), entido
xe Y, logo Y= A’ pela unicidade.

CoroLiriO 2. Se x,ye k', entio

(0;) x¢A} se, e 86 88 A} C A,
(0O,) xeA, se, e 8688 A,CA,,

onde A, =AZU {x|.

CoroLARIO 3. Seja ¢ uma fungdo escolha
sGbre E. Se c* é a funcio de K para £
tal que ¢*(Y)=0c(E—Y) se Ye K, e A*
é a funcdo de £ para K tal que A*(x)=A3
se xel, entio ¢* & bijetiva e A* é a
inversa de <*, isto 6, c*A*(x)=ax se
xeE o A*c*(Y)=Y se Ye K.

TEOREMA DE ZERMELO. JSeja ¢ uma fun-
¢do escolha sobre K . Entdo existe uma unica
relagdo de boa ordem . sobre E tal que:
(i) K3 é o conjunto cujos elementos sdo da
forma ]« ,x[, onde xeE; ou (ii) ¢(E —[«
«~,Xx[)=x para todo xeE. Além do mais
A*(x) =]« ,x[ para todo xeE, ¢(E-Y)
é o primeiro elemento de E —Y se Y eK:
e A:(g)=¢ .

Pondo-se = <y se
A* ser bi-

DemoxsTrAGXO.
(®,y)e Ex<E o Al CA;, de

jetiva resulta que ~ é uma rela¢io de boa
ordem sébre .

A unicidade é consequéncia do lema 6
abaixo aplicado &4 K—=K_[¢] e &

K'=A*(#)U|E} em (B(E),s,C).

Leua 6. Seja (E,) um sistema orde-
nado tal que toda a parte bem ordenada
admita supremo. Seja f uma fungdo de E
para E. Se weE, entdo existe no mdximo
um subconjunto K de E tal que

(1) K é uma corrente de origem em w.

(2) Se xe K, entdo xZ1i(x); ae
(x,9)e K <K e xLyLf(x), entdo x=y
ou y="1(x); )

(3) K ¢ bem ordenado ;

(4) Se peK e p=f(p), entdo xZp
para todo xeK.

Se além do mais x ~ f(x) para todo xeE,
entdo K[w] é a tdnica parte de E verifi-
cando as condicies (1), (2), (3) e (4) acima.

DemMoNxsTRAGXO. Seja X' uma outra
corrente de origem w. Tem-se K C K'.
De fato, em caso contrario K— K'=£¢.
Néste caso seja ¢ o primeiro elemento de
K—K', o qual existe visto que K é bem
ordenado. Seja A} (K)=|re K o x<gi.
Da defini¢io de ¢ resulta A (K)C KNA'.
Seja s=—Sup Aj (X). Das duas uma: s<gq
oun 8=gq.

Caso 1. Seja s << q. Como s < g < f(s)
é impossivel, entdo f(s)<Zq, pois ¢, f(s)e K
e K é bem ordenado. Ora f(s) < ¢ implica
f(8)=s em virtude da definicio de s e de
(2). Se f(s)=¢q, entio ¢g—1(3)e K', pois
seK', o que também é absurdo pois
qge K— K'.

Caso 2. Seja s=gqg. Orda Aj(K)c X'
e K' é uma corrente, logo ge K', pois
g=38, mas ge K — K'. Portanto &ste
segundo caso é impossivel.
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Conseqiiéntemente A — K' = ¢ . Portanto
K c K'. Pelas mesmas razdes K'C K.

Das proposigdes 1, 2 e do lema 5 resulta
que K = K[w] satisfaz (1), (2) e (3). Resta
apenas demonstrar (4). Se pe K[w] e
p=f(p), entio [w, p] é6 uma corrente em
w, logo K[w]cC[w,p].

5. Diz-se que (F,f,2) é um sistema
crescente se (F ,-) é6 um sistema ordenado
e f é uma fungio de E para E tal que

(FC) Be (z,y)e EXE e -y, entio
JF@Z1@-

Lema 7 (do ponto fixo para fungdes cres-
centes). Se (E,f,.7) é um sistema crescente
e toda parte bem ordenada de E admite su-
premo, entdo existe me E tal que m = f(m).

DeMONSTRAGXO. Seja W= |z |xek e
xZ f(x)}. O conjunto W é uma corrente
de origem O = Supg¢. Aplicando o coro-
lario 1 & (W, fw, £w), onde fy (x)=1f(x)
para todo zeF o Zp—=(W<W)NnZ,
resulta que existe um elemento mel tal
que m = f(m).

TEOREMA DE BERNSTEIN-CANTOR. Sejam
F,g,E) e (E,h,F) aplicagies injetivas,
i.e,8 x,x6E, s¢ y,yeF ese g(x)=
=g(x') ¢ h(y)=h(y), entdo x=x' ¢
y=yY'. Entdo existe uma funcdo bijetiva f
de E para F.

DemoNsTRAGRO. Seja 0 a fungiio de [ (F)
para [3(Z) tal que para todo Xef () se
tenha 0(X)=C(k(C(g(X)))), onde C(Y)=
=FE—Y se YC E. O terno ((X),0,C)
é um sistema crescente. Pelo lema 7 existe
um elemento %, €f3(K) tal que 08 (X)) = E,.
Seja F; = g(Ey); entio C(E)=h(C(F)).
Seja f a fungido de K para I tal que para
todo xe £ se tenha f(x)=g(x) se xe X,
e h(f(x))=a se xze C(E;). Da definicio

de f e do fato de g e / serem injetivas
decorre que f é bijetiva.

6. Nas demonstragdes acima, dadas para
os teoremas de ZoORN, de ZERMELO e de
BERNSTEIN-CANTOR usou-se fragmento (pro-
posicio 2 e lemas 6, 7) do seguinte resultado
basico :

TEOREMA DA EXTRAGAO DE PARTES BEM
ORDENADAS E DO PONTO FIX0. Se¢ja (E,f,2)
uma dilatagdo ou um sistema crescente. Se
toda parte bem ordenada de E admite su-
premo, enldo eriste uma unica parte de E,
indicada por K, tal que (K,w) verifica as
condigdes (1), (2), (3) e (4) do lema G, onde
w=_8up ¢ . Além do mais f(SupK)=SupK.

7. Seja (E,Z) um sistema ordenado.
Seja X um subconjunto de £ . Diz-se
que X 6

(t.o0.) totalmente ardenado se para todo
(2,2')e X><X se tenha 22« ou 2'Za:

(p. b.0.) parcialmente bem ordenado se
toda parte totalmente ordenada nido vazia
contida em X possui primeiro elemento ;

(f.d.) filtrante (& direita) se para todo
(z',2")e(X >< X) existe um elemento xe X
tal que ' L= e &' <.

Por X¥ indica-se o subconjunto de &
constituido por todos os elementos ye F
tais que y < = para todo xeX. Tem-se

Xz,
Por C#, (resp. ) indica-se a relacgio

de ordem sdébre (%) definida do seguinte
modo :

XcH Y ge, 086 88 XC Y o Y—XCXT.

(resp. XcCt+Y 8¢, e 86 se XC Y e

Y— X=Xt
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A relacio de ordem ¥ (resp. ™) sera
chamada a (df)-tnclusdo (resp. (3)-inclusdo)
associada a (F,).

Prorosigio 4. Seja ¥ um conjunto cujos
elementos s@o partes de . Se # ¢ filtrante
pela (3f)-inclusio (resp. pela (-4 )-inclusio),
entdo & admite supremo com respeito a

H (resp. 1) o

Sup F=(U ¥) (resp. Sup F—(U¥)),
+ +

onde Sup & (resp. Sup &) indica o supremo
de & com respeito a (4f)-inclusio (resp.
(3 )-inclusio).

DEMONSTRAGRO. Seja X= U #.

(@) Tem-se X, cHx para todo X,e#.
De facto, seja we X — X,, entdo existe
Xge# tal que we Xg, porém & 6 filtrante
pela (3f)-inclusio, logo existe Xye& tal
que X, C#XT e we Xy — X, . Conseqiién-

temente weXi*, portanto X, cx,
(b) Seja W uma parte de F tal que

X cHw para todo X,e&. Seja w um
elemento de W — X; para todo X,€& se

tem: we W — X,, logo we’ ;ﬁ:, portanto
we X¥, Conseqiiéntemente X cHFw.

Lema 8. Seja & wum coniunto cujos ele-
mentos sdo partes parcialmente bem ordenadas
(resp. totalmente ordenadas) de E munido de
Z . Se & é filtrante pela (4)-inclusdo, entdo
(U= .S:";p F e S:;ip F ¢ parcialmente bem

ordenado (resp. totalmente ordenado).

DemoxsTRACA0. Em virtude da proposi-
¢io 4 resta apenas mostrar que (U¥) 6
parcialmente bem ordenado (resp. totalmente
ordenado). Seja X=(U¥#). Seja H uma

parte totalmente ordenada nio vazia de E
e tal que HcC X. Existe X e& tal que
HN Xa=~¢. Seja a o primeiro elemento
HN X.. Tem-se que a é também primeiro
elemento de H. Com efeito, para todo
wel existe Xge¥ tal que X, C#Xﬁ; e
e Xg, pois & ¢ filtrante pela (4)-inclusdo.
Das duas uma: e X, ou ze Xg— X,. Se
entdo aZx. Se weXg— X,,

X ¥ Xg, portanto

asx, pois a,rxrell e H é totalmente
ordenado.

xe Xz,

entio « <4 a pois

CoroLARIO 4. Seja ¥ um conjunto cujos
elementos sio partes bem ordenadas de X
munido de <« . Se & 6 filtrante pela
(+)-inclusio, entdo (U&) = Sup & e (Sup ¥)

+ -

é uma parte bem ordenado de K.

8. TeoreEMA DE ZORN (2.* forma). Seja
(E, £) um sistema ordenado tal que toda
parte bem ordenada de E possui uma cota
superior. Entdo para todo wel existe um
elemento maximal meE tal que w < m.

DeMoONSTRAGRO. Seja &, o conjunto for-
mado por tédas as partes bem ordenadas
de E que tém w por cota inferior. Do
corolario 4 resulta que &, munido de C*
satisfaz a seguinte condigdo: se FC &, e
# é bem ordenado pela (+)-inclusio, entio
X:S_EPET e Xed,. Da 1.* forma do teo-

rema de ZORN resulta que existe Me &,
maximal em &, munido da (+)-incluszo.
Logo M=M \J |w| se w fér cota superior
de M. Portanto M+=—|m} e me N. Con-
seqiiéntemente w ~<m e m ¢ maximal em
(E,2).

9. Seja (£,<) um sistema ordenado.
Se M e A sio partes de K diz-se que M
é cofinalem A se M C A e para cada ae 4
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existe weM tal que aLw. Se M for
cofinal em A, entio M+— A+ e A admite
supremo se, ® 86 se M admite supremo.

Lema 9. Para toda parte A de E existe

M cofinal em A tal que M seja parcialmente
bem ordenado.

DemonsTRAGRO. Seja &, o conjunto das
partes parcialmente bem ordenadas contidas
em A. Pelo lema 8 e pela 1.* forma do
teorema de ZORN existe um elemento Me &,
maximal em &, munido da (4)-inclusdo.
Resta apenas, mostrar que M ¢ cofinal em
A. Se M nio f6sse cofinal éem A, entio

para todo ae A — M se teria aeM# , logo
M ) |a] seria parcialmente bem ordenado e
MU |ajc A, porém isto é absurdo visto
que M é maximal em &,.

Do lema 9 deduz-se:

Prorosigio 5. Seja (£, £) um sistema
ordenado. As seguintes condi¢des abaixo sdo
equivalentes

(BI) To6da parte bem ordenada de # possui
uma cota superior (resp. admite supremo);

(TT) Téoda parte totalmente ordenada de %
possui uma cota superior (resp. admite su-
premo).

OBseErvagio. Se X,YcC+W, entio
Xc+Y ou YctX. Seja ¥ um conjunto
cujos elementos sio partes de /2. Com res-
peito a (+)-inclusio & & totalmente orde-
nado se, e 86 se & for filtrante.

10. Do lema 7, por relativisagiio, re-
sulta:

CorovrAriO 5. Seja (£,f, £) um sis-
tema crescente tal que tGda parte nio vazia
e bem ordenada de £ admita supremo.
Para todo we £ tal que w < f(w) existe
meE tal que w<<m e f(m)=m.

No corolario acima, a hip6tese w < f(w)
é essencial como mostra o seguinte exem-
plo: seja As=|(z,3)|(z,9)e ExE o z=yl;
se f 6 uma funcio de £ para 7 a qual
nio admite ponto fixo, entdo (F,f,Az) é
um sistema crescente tal que tGda parte ndo
vazia e totatmente ordenada de / admite
supremo.

CoroLiric 6. Seja (E,f, £) um sis-
tema crescente tal que 7/ seja finito. Se F
possui primeiro elemento ou se existe um
elemento we £ tal que w < f(w), entio f
possui ponto fixo.

Sobre a determinacdo do contradominio
de certas funcdes de maltrizes

por G. N. de Oliveira
Coimbra

1. Seja & um conjunto de matrizes e &
um conjunto arbitrario. Seja y=—f(4) uma
«fungio» que toma valores em & quando A
percorre &. Suporemos que f pode ser
multivalente, isto é, que a cada matriz 4
podem corresponder varios elementos de &.

Designemos por (&) o contradominio de

f, isto é, (&) é o subconjunto de ¥ defi-

nido por

yeFH(S)>34eS tal que y é um dos
elementos de ¥ que f faz corresponder a A .




