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Pelo teorema 1, concluimos que ¢ é um
idempotente e, por consequéncia, tem-gse, em
virtude de (4),

i=ili{=zxazra=zayzay=—
=ze,ayzeay=—tayiay=—
=RYRY==€,0.=—0¢, .

Isto significa que, para cada elemento,
existe uma tdnica identidade local, e tal iden-
tidade é idempotente.

Sejam agora e, e e, asidentidades locais
de a e b, respectivamente.

Entéo, em virtude da condigiio (II), tem-se,
atendendo & idempoténcia de e, o e,

CaCaCp—E,8,—8Cp 8y =—Ep s 8,4,
€a 6y 05 == 0, €, ==} 6, =6} €y 8, == 106, €3,

quer dizer, e. e e, sio identidades locais
do elemento e;e,, sendo, por consequdncia,

€a—2¢E€p »
Concluimos assim que existe em S um

elemento neutro e—e,—e, .
Ora, de (i) resulta que, para cada a

existe um elemento a’=&, tal que aa' =
=da=e, isto 6, S é um grupo, como
queriamos provar.

E facil ver que as condigdes (/) e )
sio independentes em semigrupos regulares
a esquerda e a direita.

Assim, seja S=]0,2,4| o semigrupo
acima considerado e seja 7' um semigrupo
com mais de um elemento, em que a ope-
ragdo ¢ definida por

xy=y quaisquer que sejam z,ye 7.

Tanto S como 7' siio semigrupos regu-
lares 4 esquerda e & direita e, além disso,
S verifica a condi¢gio (I7) e ndo a condigio
(I), enquanto que 7" verifica a condig@o (1)
e nio a condigio (I7).
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Regularidade segundo Von Neumann
e regularidade & esquerda e & direita em semigrupos

por Maria Eulélia Coutinho (*)

1. Introducgéo

Seja & um semigrupo.

Diz-se que S é regular (no sentido de
Vo~ NEUMANN) se, para todo ae S, existe
algum ze S tal que

aza=a.

(*) Estudante do Mestrado no Instituto de Mate-
mética da Universidade Federal de Pernambuco.

Diz-se que S é regular & direita, se, para
todo ae S, existe algum xe S tal que

aar = a.

Diz-se que § é regular & esquerda se, para
todo ae S, existe algum yeS tal que

yaa =a.

Em recente seminario realizado no Instituto
de Matemaética, o Prof. Jost MORGADO pés a
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questio de relacionar a regularidade segundo
Vox NEUMANN com a regularidade & esquerda
e a direita em semigrupos. O objectivo desta
nota é precisamente estudar tais relagdes.

2. Seja S um semigrupo regular.
Entio para todo aeS existe ye S tal
que

(1) aya=a © yay=y.

Realmente, supondo aza=a, seja y=xazx;
teremos

aya=azrara—=azra=a

yay =rararar =rarar =rax=1p.

Um elemento y e S diz-se um nverso rela-
tivo de a se verifica (1). Para cada ae S,
se X é o conjunto de todos os elementos
xeS tais que axa=a, entio o conjunto
Y de todos os inversos relativos de a 6

Y=Xa4‘f.

De facto, se ye Y, de aya=a resulta
que ye X ede yay = y resultaque ye XaX,
donde YS XaX. '

Por outro lado, seja ye Xa X, isto é,

y==xax/, com ara=a=ax'a.

Tem-se entio

aya=azrax’a=aad'a=a

yay=xax'araxr’ =xraxazx' =y,

ou seja, y €Y, donde resulta, como preten-
diamos, XaXC 7.

TeorEMA 1. Seja S um semigrupo regu-
lar @ esquerda e & direita. Entdo,’

(i) Para todo elemento aeS existe um e um
86 inverso relativo a' de a que comula
com a.

(i) Se D ¢ o conjunto de todos os elementos
x6S taisque aax=a ese E docon-
Junto de todos os elemenios yeS tais
que yaa=a, entdo o conjunto I de todos
o0s tnversos relativos de a é precisamente

I=DaE.

DEy.:

.

(#) Como S é regular a esquerda e a
direita, para todo ae S existem =,y e S tais
que

aaxr—=a=—yaa.

Logo,
ya=yaaxr=awx,
donde

2) axa=yaa=a= aaz==aya.
Pondo a'==yax, tem-se, utilizando (2),

ada=ayara=ara—a

daa =yarayaxr —yayar = yaxr =a'

e ainda, novamente utilizando (2),
aad'—ayazr=yaar=yaza=ada.
Suponhamos agora que a' é um inverso

relativo de a que comuta com a, isto 6,
tem-se

aad'a=a e a'aad'=a"
aad'—=a"a.

Teremos
d'a=a"'ada=a"aaa = aad'aa = ad,
e, portanto,
aa'=a"a=aa'=ad a,

donde finalmente

a'=a"aa"'=a'aad'=a'aa = a'.
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Observemos que a' é qualquer elemento
de EalD, e, por isso, ficou demonstrado
que, para cada aeS, o conjunto EalbD
tem aum tunico elemento e que este elemento
é precisamente o tunico inverso relativo de a
comutavel com a: EalD = |a'|.

() Seja agora um elemento zeDalk,
isto é,

z=xay, com aax=a=yaa.
Entdo, utilizando (2), vira
aza=azaya=aya=a
24z = xayaray = raxray = ray =z,

logo, zel, o que prova que Da EC /.

Para mostrar a inclusio inversa, seja ¢ um
elemento qualquer de 7, isto 6,

ata=a e tat=1t;

e consideremos os elementos
x=tna e y=aat.

Teremos entiv

aaxr —aataad =aaa =aa'a=a=
=ad'aa=a'ataa=yaa,

donde e D e ye K. Mas
t=tat=tadat=tad ad'at==xay,
o que prova que teDalk, como preten-

dfamos.

3. Diz-se que um semigrupo regular S
tem a propriedade do inverso se todo ele-
mento a de S tem um e um s inverso
relativo a'.

Um semigrupo regular & esquerda e a direita
ndo tem mnecessariamente a propriedade do
inverso, em virtude de, em geral, haver con-
juntos da forma DaFZ com mais de um
elemento.

Por exemplo, seja S um semigrupo com
mais de um elemento em que o produto é
definido por

Y=gz Max,yeS.

S é evidentemente regular i esquerda e a
direita, em virtude de ser raxx =z Wz ,ye S
e, no entanto, para cada ae S tem-se axra=a
e rax=ux para todo xe S, e, portanto,
S ndo tem a propriedade do inverso.

Por outro lado, um semigrupo com a pro-
priedade do inverso ndo é necessariamente
regular & esquerda e & direita.

Por exemplo, consideremos as seguintes
aplicagdes do conjunto {0,1,2| em s=i
mesmo :

e(0)=:¢(1) =¢(2)=0

«(0) =a(1)=0, a(2)=1
EO)=p@1)=0, p@=2
70)=7(2)=0, 7(1)=1
3(0)=4(2)=0, i(1)=2

e seja S o semigrupo formado pelo conjunto
{e,x,B,7,6! munido da operacio de com-
posicio de aplicagdes.

Verifica-se facilmente que este semigrupo
tem a propriedade do inverso; representando
por &' o inverse relativo do elewento £e .S,
tem-se

dmt, fmp, =y, a=3, 3 =a.

No entanto, S nio é regular a esquerda
nem & direita, pois

afkaat=mti=c=te=taata,

para todo £eS.
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Do teorema 1, resulta que, se um semi-
grupo S com a propriedade do inverso é
regular 4 esquerda e a direita, entio todo
ae S comuta com o seu inverso relativo a'
Por outro lado, se S tem a propriedade
do inverso e se todo elemento de S comuta
com o seu inverso relativo, entio S 6
evidentemente regular & esquerda e & direita,
pois

aaa=ada=a e daa=ada=a.

Podemos resumir as consideracdes feitas
enunciando o seguinte

TeEorREMA 2. Um semigrupo reqular & es-
querda e & direita tem a propriedade do inverso
se e somente se o conjunio DakE contém um
dnico elemento.

Um semigrupe S com a propriedade do
inverso é reqular & esquerda e & direila se e
somente se cada elemento de S comuta com
sew inverso relativo.

4. E claro que todo semigrupo regular a
esquerda e a direita é regular (ver (2)), mas
a reciproca ndo é valida. Assim, o semigrupo
de aplicagdes acima considerado 6 regular e
ndo é regular A esquerda nem é regular a
direita. Também o semigrupo multiplicativo
das matrizes 2><2 com elementos num
corpo é regular mas niio é regular i esquerda
nem regular & direita (visto que tem elementos
nilpotentes ndo nulos).

Vamos estabelecer o seguinte

TeOREMA 3. Um semigrupo regular S é
regular & esquerda e & direita, se e sbmente se,
para cada aeS, algum dos zeS para os
quais se tem aza=a é tal que

az = 2282,

Dem. A condigdo é suficiente, pois se

aza=a © az=2a2,
teremos, pondo y = z2a,
yaa=1z22a%=22aa=aza=a,
e teremos também

aaz=az2a?2=az-.-za2=2202.za2 =
=z2qa.az-a2=22a-22a2.a® =

=z2a.22a%.a=z2a.a-a=22a%=a,

o que prova ser S regular i esquerda e &
direita.

A condicéo é necessaria, pois, se S é re-
gular 4 esquerda e & direita, entéio, de acordo
com o teorema 1, para cada ae S existe um
ze S que comute com a e para o qual se
tem

a=aza=zaa.
Logo
az=za==z.zaa=22a2,

o que completa a prova.

Uma proposi¢iio analoga pode ser estabe-
lecida substituindo no teorema 3 a condicdo
az=z2a2 por za = a2:22.
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