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NOTA DE AULA

Sobre semigrupos regulares & esquerda e & direits

por José Morgado

Institoto de Matemitica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. Introdugéo

Diz-se que o semigrupo § é regular &
esquerda, se, para todo ae S, existe algum
xze S tal que

(1) raa=a.

Diz-se que S 6 regular a direita, se, para
todo ae S, existe algum ye S tal que

2) aay=a.

Na revista The American Mathematical
Monthly, vol 72 (1965), p. 1021, foi pro-
posto por MiICHAEL GEMIGNANI o seguinte
exercicio :

Seja § um semigrupo regular a esquerda
e & direita. Mostre que:

() Todo elemento ae S tem pelo menos
uma identidade local, i. e., para todo ae S
existe algum elemento ¢, e .S tal que

= ae, = Qaj;

(©) Para todo elemento aeS existe pelo
menos um elemento inverso, i. e., para todo
ae S existe algum &,e S tal que

Dby =ta,

onde e, designa alguma identidade local
de a.
Na mesma revista, vol. 74 (1967), p. 325,

6 publicada a seguinte solugéo de D. Dawsox :

¢

(Y Fazendo

G=ra=yxaay=ay,

vem
el =TAA=A=aay=ae,.
(¢¢) Fazendo

bop=zxxa =xay=ayy,

vem
boa=zraa=xa=e,=ay=aayy=ab,.

Nesta nota daremos condi¢cdes necessirias
o suficientes parea que um semigrupo regular
a esquerda e a direita seja um grupo.

2. Observagdes

1) E interessante notar que as condigdes (%)
e (i) sdo suficientes para que um semigrupo S
seja regular @ esquerda e & direita.

Na verdade, se S satisfaz 4s condicBes
(?) e (&), tem-se '

bhaa=¢,a=a=ae,=aab,,

o que prova (1) e (2) com z=y=2,.

2) Num semigrupo regular & esquerda e
a direita S, pode acontecer que ndo exista
inverso do elemento a com respeito a uma dada
identidade local e, de a.
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Seja, por exemplo, S=|0,2,4] e seja
a operagdo definida em S o produto de
inteiros médulo 6. Como se tem

aaa —a para todo ae S,

3

o semigrupo S ¢ regular 4 esquerda e &
direita. Verifica-se que 4 ¢ identidade local
de 0 e, no entanto, nfio existe inverso de ()
com respeito a 4.

3) Num semigrupo regular & esquerda e
a direita, pode acontecer que uma identidade
local ndo seja idempotente.

Assim, no exemplo anterior, o elemento 2
é uma identidade local de 0 e n#o é idem-
potente.

A este respeito podemos estabelecer o
seguinte

TeoreEMA 1: Se S é um semigrupo regular
& esquerda e & direita e se o elemento eeS
é uma identidade local, entdo e é idempotente
se e 56 se existem em S elementos a e x
tais que
(3) ea=ae=48a, 6=Xxa.

Dem. Com efeito, se e é idempotente,
entfio as condicgdes (3) siio satisfeitas, pondo
a=ax=e¢. Inversamente, se as condigdes
(3) sdo satisfeitas, entio tem-se

ee=Tae=aa=~c,

como se pretendia mostrar,

Em particular, se & e y sio tais gue
raa=a=aay, entdio a identidade local
de a dada por e, = xa-—ay ¢ idempotente.

3. Grupos encarados como semigrupos
regulares 3 esquerda e a direila

Ha semigrupos regulares 4 esquerda e &

direita que possuem elemento neutro e, no

entanto, ndo sdo grupos. O semigrupo

8§ =10,2,4] acima considerado é um exem-
plo de um tal semigrupo; o elemento neutro
6 4. Este semigrupo tem dois elementos
idempotentes, 0 o 4.

Do teorema anterior resulta imediatamente
o seguinte

CoroLir1O. Um semigrupo regular a
esquerda e & direita é um grupo, se e s6
se contém um unico idempotente.

Uma outra caracterizagio de um grupo
como semigrupo regular A esquerda e a
direita é dada pelo seguinte

TeoreMa 2. E condigllo necessiria e sufi-
ciente para que um semigrupe regqular &
esquerda e & direila S seja um grupo que

(I) Para cada aeS, se e, éuma idenli-
dade local de a e i é uma identidade local
de e,, entdo erista inverso de e, relativo a i;

(II) Se a,beS e e, e e, sdo identida-
des locais de a e b, respectivamente, enido

0,0, = €,8;.

Dem. As condigdes (1) e (II) sdo eviden-
temente necessarias. Vejamos que sdo tam-
bém suficientes.

Seja, com efeito, a um elemento qualquer
de S e sejam x e y elementos de S
tais que

Taa=a=—aay.

Entio sabemos que o elemento e, = ra=
=ay 6 uma identidade local de a. Se ¢
designa tamhém uma identidade local de a,
tem-se

tey=1ay=ay=¢,=xa=aai=_¢ei,

0 que mostra que 7 é também uma identi-
dade local de e,.
Daqui resulta, pela condi¢io (II), que

existe algum elemento ze S tal que

(4) (=gt =—r 0.
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Pelo teorema 1, concluimos que ¢ é um
idempotente e, por consequéncia, tem-se, em
virtude de (4),

i=tft=—zxazxa=—zayzray=—
=zeAYzeay=—tayiay=—
=RYAY==€,6,=—¢,.

Isto significa que, para cada elemento,
existe uma fnica identidade local, e tal iden-
tidade é idempotente.

Sejam agora e, e e, asidentidades locais
de a e b, respectivamente.

Entéo, em virtude da condicéo (II), tem-se,
atendendo & idempoténcia de e, e e,

CrCalp=—E€,8,——Cp Ly =—E€p0584,

CaChCh==E, E,=—=E€} €, =€, 6,6,==€,€,;,

quer dizer, e, e e; sio identidades locais
do elemento e;e,, sendo, por consequdncia,

a=—8h .

Conecluimos astim que existe em S um
elemento neutro e—e, —e, .
Ora, de (i#t) resulta que, para cada a

existe um elemento a’'=0b, tal que aa’' =
=ada=e, isto 6, S é um grupo, como
queriamos provar.

E facil ver que as condigdes (/) e (II)
sio independentes em semigrupos regulares
a esquerda e a direita.

Agsim, seja S=]0,2,4| o semigrupo
acima considerado e seja 7' um semigrupo
com mais de um elemento, em que a ope-
ragio 6 definida por

@y =y quaisquer que sejam z,ye 7.

Tanto S como 7' sio semigrupos regu-
lares a esquerda e a direita e, além disso,
S verifica a condigio (//) e nio a condigio
(Z), enquanto que 7" verifica a condigio (I)
e niio a condigio (I7).
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Regularidade segundo Von Neumann
e regularidade & esquerda e & direila em semigrupos

por Maria Eulélia Coulinho (*)

1. Introdugéo

Seja S um semigrupo.

Diz-se que S é regular (no sentido de
Vox NEUMANN) se, para todo ae S, existe
algum ze S tal que

aza=a4a.

(*) Estudante do Mestrado no Instituto de Mate-
mdtica da Universidade Federal de Pernambuco.

Diz-se que S ¢é regular a direita, se, para
todo ae S, existe algum xe S tal que

aar = a.

Diz-se que S 6 regular & esquerda se, para
todo ae S, existe algum ye S tal que

yaa=a.

Em recente seminario realizado no Instituto
de Matemética, o Prof. José MorRcADO pGs a



