GAZETA DE MATEMATICA

3. O caso de ideais bilaterais de Re S
pode ser tratado de modo semelhante ao
caso dos ideais direitos.

Seja R um anel qualquer e seja a um
elemento de /. Se existe um inteiro nio
nulo m tal que

maealk + Ra+ X RakR,

(onde por X Ra R designamos uma soma de
um ntmero finito de elementos da forma
zay, com x,yekR), chamaremos semzor-
dem do elemento @ ao menor inteiro posi-
tivo p. tal que que

paacall + Ra+ ZRa k.

Se n#io existe um tal inteiro nfio nulo m,
diremos que a semiordem de a é zero.

Mostra-se que, se
maeall 4 Ra-+ZRakR,

entio a semiordem de a divide m.
De um modo inteiramente analogo ao visto
anteriormente se estabelece o seguinte

TEOREMA 2: E condigdlo necessdria e su-
Jiciente para que todo ideal bilateral de R® S
seja soma directa de um ideal bilateral de R
e um tdeal bilateral de S, que todo elemento
de R®S tenha componentes cujas semiordens
sejam primas entre si.
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Sobre espacos normados de dimensédo finila

por Menuel Arala Chaves (')

Temos essencialmente em vista com este
artigo apresentar uma demonstragio «cele-
mentar» do seguinte resultado classico
— num espago vectorial real de dimensdo fi-
nita todas as mormas sdo equivalenies — o
ainda indicar algumas consequéncias impor-
tantes deste resultado.

Normalmente, num curso ou tratado de
Andlise estes resultados surgem apés desen-
volvimentos que tornam possivel uma de-
monstragio mais curta do que a que apre-
sentamos (cf., p. ex.°, [1—5.9.1]). No
entanto, atendendo ao condicionalismo actual
das nossas licenciaturas, pareceu-nos de in-
teresse redigir uma demonstragio do resul-
tado indicado que se torne acessivel a um
leitor com preparagio equivalente & dada na
cadeira de Mateméticas Gerais. I neste sen-
tido mais preciso que entendemos o qualifi-

cativo de «elementar» que acima demos a
demonstragiio apresentada. Ainda com o
objectivo de nada pressupormos do leitor,
além do que é tratado na cadeira de Mate-
maticas Gerais, comegamos por indicar al-
gumas defini¢gdes e propriedades de que ne-
cessitamos.

§1. Espagos normados, convergéncis,
continuidade, normas equivalentes

(1) Uma norma sobre um espago vectorial
real(?) £ ¢é uma fungdo real de dominio
E,z — | 2| com as seguintes propriedades:

(1) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura.
(2) IX possivel definir, mais geralmente, norma em
espacos vectoriais sobre outros corpos.
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I) para todoo xeE,| x| x0;
II) para todo o ze E,| x| =0 se e 86
se & =0g; 4

IIT) para todo o (z,y)e E?2,|z+|y|l &L

Zllzll +llglls
IV) para todo o xeE 6 todoo relft,
A2l =|a]-[[=] -

O espago %, munido da norma x — || z||
diz-se um espago normado (notagao: (&, [ ]).

(2) ExemprLos: Sobre R™ qualquer das
trés seguintes fun¢des é uma norma :

(#1500 @) > sUP | &[5 (@15 200 #m) —
:.ixl| + .- +|-7"m'.
e o
(a’l"" ,;Em)—r'l,/a;'?-!- San +3:;2”,

Sobre o espago vectorial real C((0,1], &)
das fungdes reais continuas de dominio [0,1],
a aplicagio f — sup|f(x)|,ze[0,1], é uma
norma.

(3) Diz-se que uma sucessdo (2p), ¢y,
em (E,||||), converge para xye E ou que tem
limite x; (notacio: (a,)p,enx — xp; oOu
lim(z,), e y=1ap) se a sucessdo real
(|2, — @ |[)p e ¥ convergir para o nimero
real 0. Toda a sucessio parcial de uma
sucessio convergente ainda é convergente
(e para o mesmo limite).

(4) Uma sucessdo (z,),.y diz-se de
Cauchy, se, para todo o nimero real ¢ >0,
existir um ndmero natural ¢, tal que,
quaisquer que sejam 7 e s maiores que ¢,
seja ||a, — x| < ¢ - (@p)p o v diz-se limitada
88 (||@p]])pe v for limitada.

(3) Se (ap)pen,(bp)pexy 840 sucessdes
reais convergentes respectivamente para a
@ b ese (@)pex © (Yp)pen 840 sucessdes
convergentes (em £,|||]) respectivamente
para e y, entdo (a,x, + bp¥p)p e x 6 uma
sucessiio convergente para ax + by . (Basta
utilizar as propriedades (1)-IIT e (1)-IV),

(6) Se (p)pen—a, também (||@p[[)pen—
— ||z]||. (Atenda-se a que de (1)-III resulta
@p]| = l|& + (# — @) [| < || 2 || + || 2o — ||
ou [z —|lz|| L[|z, — ).

(7) Diz-se que f & continua no ponto
xpe £ (sendo f uma aplicagio do espago
vectorial normado (Z,||||) no espago vecto-
rial normado (F,||||*)) se, para todo o mimero
real ¢ >0, existir um ndimero real ¢ >0,
de tal modo que, para todo o ze £ que sa-
tisfaca a ||@ — x| <d se tenha | f(x)—
—f(=g)|[*<e. E f diz-se continua se for
continua em todos os pontos de E.

(8) Uma bijecgio do espago vectorial
normado (X ,||]) sobre o espago vectorial
normado (/7| ||*) diz-se bicontinua se for
uma aplicagdo continua e se a sua aplicagio
inversa também for uma aplicagio continua
(de (F,|/[|*) sobre (Z,]|]).

Seguindo raciocinios idénticos aos utili-
zados para fungdes reais de variavel real
conclui-se imediatamente que :’

(9) A composta de duas aplicagBes f e
g, a primeira continua em x; e a segunda
continua em f(x,), é uma fungéo g o f con-
tinua em ;.

(10) Se (xp)pen >y © 86 f:E I 6
continua em x,, entio (f(@p))pey — f () -

(11) Dunas normas |||| e |[||* sobre um
mesmo espago vectorial E dizem-se equiva-
lentes (1) se existirem dois ndmeros reais &
e’ K tais que, para todo o xe F,

el <kllz]* e [lz|* < K]

(1) E ficil provar que a relagio assim definida no
conjunto das normas sobre um espacgo vectorial E ¢
uma relagio de equivaléncia, isto é, provar que: 1)
uma norma é equivalente a si propria; 2) se ||ll; é
equivalente a || || também || ||, é equivalentea [|[|;;
3) se |||l € equivalente a || ||z e se |||z é equiva-
lente a || ||3 também ]|/1|1 ¢ equivalente a | ||s.
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O significado desta definigio pode ser
melhor compreendido a partir das seguintes
duas proposicdes ((12) e (13)):

(12) Asnormas ||| e |||*, sobre £, sio
equivalentes se e s6 se a aplicagio I de
(#£,]|]) sobre (E,|*), definida por
I(x)==a, for bicontinua.

A demonstracio de que / é bicontinua se
as normas forem equivalentes ¢ imediata.
Provemos entio o reciproco. A nidio exis-
téncia de um nimero KA nas condigdes de
(11) implica a existéncia, para cada pe N,
de um vector x,, diferente de 0., com
@, ||* > p?-||ap||- (Se nao existisse um tal
x, para um certo pe N, seria, para todo o
xeE,|x||* Lp2 |x|). A sacessio (Yp)pey =
= (xp/p || ®p||)pe~x converge para O, relati-
vamente a_norma |||/, perque, para todo o
PeE,|gll=lwlp- o =1/p; mas
(yp)pex nio converge relativamente a4 norma
[[[|*, visto que, para todo o pe N, #||*=
=z |[*/p - |z |l >p-

A existéncia de uma sucessio em /', nas
condicbes indicadas, permite afirmar que I
ndo é continua (se atendermos a (10)). Ana-
logamente se mostraria que a nio-existéncia
de um / nas condigdes de (11) implica que
[-! nio é continua.

De (10) e da demonstragio de (12) resalta
imediatamente que :

(13) Dadas duas normas |||| e ||||* sobre
I/, o conjunto das sucessdes convergentes
em (X,|]) é igual ao conjunto das su-
cessUes convergentes em (K ,|[|*) se e 56
se a8 duas normas forem equivalentes; se
esta condicio for satisfeita, cada sucessio
convergente tem o mesmo limite em (%, ||||)

e em (Z,]]]").

(14) Dadas duas normas equivalentes
[[|ly e |||l sobre E e duas normas equiva-
lentes ||||]i e |||z sobre 7, uma aplicacdo
f:E — I é continua em a e £ relativamente

a |||l e [||li se e 86 se o for relativamente

a |z e [Hlz -
Isto resulta imediatamente de (9) e (12).

Oss. 1 — Dados um espago vectorial £ de
dimenséo finita (ndo nula) — m — , uma base
(1, ,6n) de E e uma func¢io f tomando
valores em / (e de dominio X), existem
m funcdes reais — fi, .., f.. — (de dominio
X) tais que, para todo o z(:X),f(x)=

Y fi(x) - e;. Chamar-lhes-emos as «fungdes
re=l

coordenadas» de [ relativamente a base fi-
xada. Note-se que a aplicaciio f — (f),-+-,/m)
é linear.

Ops. 2 — Salvo indicag¢iio em contrario su-
poremos em /" definida a norma indicada
no 1.° exemplo de (2).

-(15) Dado um espago vectorial normado
(E,]|l]) e uma aplicagio f: /K —+ E™, f é
continua no ponto a de X ge e s6 se as
suas m fungdes coordenadas f¢ (relativa-
mente & base candnica de /A™) o forem.
(Sobre a norma de R™ cf. OBs. 2). A de-
monstracio faz funicamente intervir as defi-
nigbes de continnidade e da norma de R™.

(16) Uma sucessiio (a@p,:--,ap),ey €m
R™ é convergente (resp. limitada) se e sé
se, para todo o j=1,---,m, a sucessio
numérica (aﬁ)ﬁy for convergente (resp. limi-
tada). E, se para todo o j, (a))pey - a’,"
entio ((ap, -+ ,ap))pex — (@', ...,a"). (Basta
atender as definigdes).

(17) Toda a sucessio limitada de R™
(cf. Obs. 2) admite uma sucessiio parcial
convergente.

Vamos reduzir a demonstragio desta pro-
posicio & do caso particular m =1 (esta
altima feita em Matematicus Gerais). Para
provarmos a existéncia de uma fungéo estrie-

tamente crescente ¢: N —~ N tal que, para
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todo o j=1,...-,m, a sucessido real
(a3(y)pex S€ja uma sucessio parcial conver-
gente de (aj),.y, podemos, por recorréncia,
provar a existéncia de m funcdes ¢;, -, ¢n
estrictamente crescentes, tais que, para todo
o kLm etodoo j=1,-.. ,I;,(aék(p)),-...v
seja convergente; é evidente que podemos
entdo por ¢ = ¢,. Resta provar a existéncia
de oy,:--,0,: 1) a existéncia de o, tal
que (al . )sev seja convergente decorre da
limitagio de (aL),.y —é o caso m=1 da
proposigio a provar; 2) supondo que existe
9, tal que, para j=1,... ,r,(a,;“;fm‘),,g,\» é
convergente, escolhémos uma sucessio par-
cial convergente (a;:(l,h(p,))p-.\r da sucessio

real limitada (aj’l),cx e pomos 9.4y =

— 5 0t

§ 2. Espagos normados de dimens3o finita

TeoreEMA. Sejam E wm espago vectorial
real de dimensdo finita (ndo nula), x — || x|
uma norma definida sobre E e (€)i-1,...,m
uma base de E. Para cada xeBE e cada
jell,--.,m}, designe X a coordenada de
indice j de x naquela base. As fungdes reais
n e %, de dominio E, definidas por n(x)=
=sup(|x|-|le;]]) e 2 (x) = sup|xi| sdo

i i

ambas normas equivalentes & dada,

DemoxsTRAQRO. (A) — A verificagio de
que n e 9 sio normas nio oferece dificul-
dades.

(B) — Comecemos por provar que n e &
sdo equivalentes entre si. Designando por P
e (, respectivamente, os nimeros sup || e;||

e inf|e:||, 6 evidente que podemos escrever,
L3

para todo o xe K, e todo o iefl,...,m}
|a'|-|lel|| £ |2'|- P e, portanto = (z) <L
£LP.%(x)e Q- |x'|L|x'|- | e]l e, portanto,
% (z) £ Q'l-n(a:).

(C) — Provemos agora que = e ||| sdo
equivalentes. Notemos que, pelas proprieda-
des III e IV das normas, podemos escrever

D ee| 23 lwal= 3.

=1 i=] i=1

|| =

el £ m-sup(Jat] - [e]f) = m - n(2).

A demonstracio de (C) e, portanto, do teo-
rema, ficara entio conclufida se provarmos
que existe um nimero real A tal que, para
todoo xe E ,n(x) £ K| x||. Note-se, porém,
que, por definicio de =(x), serd n=(x)<Z
Z K.||xz|]| se e 86 se, para todo o
ie{l,--,m|, for |af|-|lefl < K-|=|;
e 6 simples de verificar que o que resta
provar 6 enlio equivalente ao seguinte :

Lema. Para todo o ie{l,...,m} existe
um niamero real K;, tal que, para todo o
26 E, || |le]l £ Ki- 2]

Demonstiremos o lema por indug¢io rela-
tivamente 4 dimensio m de E.

Para m =1 a afirmacio é trivial: basta
tomar A =1 e atender a propriedade III
da norma— |21 [|ey]| = (|2 - || = || .

Suponhamos a afirmagio valida em dimen-
sio r e seja /X um espago vectorial de
dimensio r -+ 1.

t) Se x'=0, teremos |x‘|- | ¢| <L K-
“|lx||, qualquer que seja. K;> 0 (K;, a
existir, terd de ser maior que zero).

i) Suponhamos entio xi=£0. Poderemos
escrever

|| - fleall _ ] -l e "
=l Hateg 4 ooe @416,y ||
[l el
= z+1 <
” =€} sty 5
| ml xl

Z[llel/(inf|| a €y + - + a1 e,y ||,

(al,-.-,a't g B+l ,a;=1)] = K;
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ou |x'|.|e| £ Ki||x|, se provarmos que
aquele infimo é maior que zero. Ora, se o
infimo deste conjunto de nimeros reais
(maiores que zero) fosse nulo, haveria nele
uma sucessio convergente para zero, i.e.,
existiria, para cada je({1,...,r+4 1} — {7}),
uma sucessio de nidmeros reais——(a,{)pm,

r+1

tal que, (pondo a, = 1, por comodidade de
2 a;'; e;

|
j=1 )peN

fosse convergente para zero. Seria entdo

de notag#io) a sucessio real (

r+1
(2 aj e,-) convergente para Oy ou, por
: ol

i=1

r+l 5
1. (5), ( > ej> - — &;, UmMa Vez que
peN

=1
FESS
r+l 5 r=41 .
D aje; = D) aje; — e;; portanto, por (1.6),
i=1 i=1
J#i
e 7 LS
também ( E a; e; — |[ei]|. Em parti-
=1 S peN
J#1

cular, esta Wltima sucessio seria limitada.
Deste facto resultaria que, para tedo o
jell, ... . r+ 1}, a sucessiio (a;),.y seria
limitada ; com efeito, o sub-espago gerado
pelos vectores e;,je(]1,-.-,r 4+ 1] — |i])
tem dimensio r e, por hipétese indutiva,
para todo o j=~1i existiria entdo um K tal
que, para todo o peN, |aj|-|¢| L K] -
r+1

| > aje;

li=1
ii

. Mas, se para cada j, (ah)pex

fosse limitada, poderfamos, por 1.(16) e
1. (17), definir uma fungio estrictamente
crescente ¢ : N — N tal que, para todo o j,
a sucessio (ag(f,,),,._\- fosse uma sucessiio
parcial de (aj),.r, convergente para um

r¥1
: - i .
certo a’/. A sucessiio ( ) adw ej) seria
i=1 pey
v 41
entiio convergente para 2 a’e;; por outro

Jj=1

lado, como esta sucessio seria uma sucessio
r+1

parcial da sucessio ( > a; e,-) , conver-
i=1 peN

r+1
giria para Oz, e, entio 2, a’e; = 0y, com
[ de=1
a‘=1, o que é absurdo, pois os vectores
e, - ¢, sio linearmente independentes.

Corolérios do Teorema 1:

1.°) Num espago vectorial de dimensdo finitla
E, quaisquer duas normas sdo equivalentes.
Com efeito, fixada uma base em £,
podemos afirmar que ambas as normas sio
equivalentes a norma & associada a essa
base (as notagdes sio as do teorema anterior),

2.°) Se f é uma aplicagdo linear do espago
vectorial normado E no espago vectorial nor-
mado F e se E tem dimensdo finita, f é
continua.

Pelo teorema e por 1. (14) podemos supor
em [ definida a norma &7 associada a uma
base (e;,-:-,es) de E. Designe ||| a
norma de F'. Sera entio | f(x)—f(a)|l=

—1f@—a) =] @ = a)-f(e)

i=1
<m.5t (x—a)-sup|| f (e))]| ou || f(=)—f(a)ll<
£LK -9 (x—a), em que K—m - sup| f(e)]-

<

Desta desigualdade decorre imediatamente
a continuidade de f no ponto a: para todo
o nimero real ¢ > 0 existe um nimero real
d=¢/K, tal que e E e M (x—a)<d
implicam || f () — f (a) | < <.

3.°) Qualquer isomorfismo (linear) entre

espacos vectoriars normados de mesma dimen-
sdo fintta é uma aplicagdo bicontinua.

E consequéncia imediata do corolario ante-
rior. Em particular :
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4.°) Se E é um espacgo vectorial normado
de dimensdo finita (>0), (e;,---,en) uma
base de B, a aplicagio o:E -+ R"™ definida
por o(xle+ - + x™op)=(x!,...,x™) ¢
uma aplicaglo bicontinua de E sobre R™.

5.°) Uma apia'cagdo f de um espago vec-
torial normado F num espago vectorial nor-
mado K de dimensdo finita é continua num
ponto a de F se e 86 se as fungdes coorde-
nadas de f relativamente a uma base
(61, ,en) de E o forem.

Com efeito, designando o a aplicagio
definida no cor.” 4.°, é imediato concluir
(por 1. (8) e 1. (9)) que f é continua em a
se e 86 se oo f o for. Ora as fungdes coor-
denadas de f (relativamente a (e, .- ,eén))
e de g¢of (relativamente & base canénica
de R™) sio as mesmas. Entdo a afirmagdo
a provar resulta de 1. (15).

6.°) Num espago vectorial normado E,
de dimensdo finita, toda a sucessdo de CavcHy
é convergente.

Comecemos por observar que se uma
sucessio num espago vectorial E ¢é de
CaucHy (resp. convergente) relativamente a
uma norma [||| sobre £, também é uma
sucessio de CAucHY (resp. uma sucessio
convergente) relativamente a qualquer outra
norma equnivalente a primeira. Podemos
entdo supor, pelo teorema, que sobre E esta
definida a norma & associada a uma base
(e1,:-,en). Entdo, se (xp),en 6 do CaucHyY,
é imediata a verificagio de que, para todo o
Jjeijl,...,m| (@))pey 6 uma sucessio real
de CaucmHY e, como tal, convergente para
um certo a’/. De 1. (§) resultari entio a

convergéncia de (z,),.y para ), a'e;.
im=1

Dermvigoes. Um espaco vectorial nor-
mado diz-se completo precisamente se todas
as sucessdes de CaucHy forem convergentes

e neste caso coincide o conjunto das suces-
sdes de CaucHY com o das sucessdes conver-
gentes, visto que uma sucessio convergente
é sempre de Caucny. Chama-se espaco de
Banach a um espago vectorial normado
completo.

Com estas definicdes podemos indicar
duas afirmacdes equivalentes a do cor.® 6.°:

6') Todo o espago vectorial normado de
dimensdo finila é completo.

6'") Todo o espago vectorial normado de
dimensdo finita é um espago de Banach.

7.°) Num espago vectorial mnormado de
dimensdo finita toda a sucessdo limitada
(Xp)pen admite uma sucessdo parcial conver-
gente.

Notemos primeiro que uma sucessdo defi-
nida num espago vectorial E ¢ limitada
relativamente a uma norma, se e 86 se o
for relativamente a qualquer norma equiva-
lente. Podemos entdo, atendendo a 1. (13)
supor definida sobre £ a norma & asso-
ciada (ecf. teorema) a uma base qualquer
(é1,-++,€a) de E. Para cada j—1,...,m,
())pey serd entio uma sucessio real limi-
tada. Por 1. (16) e 1. (17), existirda ¢ tal
que, para j=1,...,m (Z5p))pen 6 uma
sucessio parcial convergente de (2))pew -
Entdo, por 1. (), a sucessiio (@ey))pey=—

= (Z :zr%(,)ej) convergira também. Ora
j=1 pek
(®op))pen 6 uma sucessio parcial de (@)pen -

Designando, num espaco vectorial nor-
mado (#,|||]), para cada »>0, por B,
(resp. S;) o conjunto dos xzeE, tais que
||| £ (resp.tais que ||a||=7), podemos
afirmar que

8.°) Se E tem dimensdo finita, toda a
funcdo real continua f definida em B, (resp.
S.) ¢ limitada.
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Com efeito, se f niio fosse limitada, exis-
tiria em B, (resp. S,) uma sucessio (,)pev,
tal que, para todo o peN, p<|f(x)]-
Ora (xp)pen admitiria, pelo cor.’ anterior,
uma sucessio parcial (zg())pen convergente
para um ponto a, necessiriamente perten-
cente a B, (resp. S,), porque, para todo o
peN, |x|| Lr (resp. |ap||=7r). Entio
| £ @eg)llpex convergiria para [|f(a)[l, o
que 6 absurdo.

§ 3. Espacos normados de dimensao

infinita

No § 2 supusemos os espa¢os normados
de dimensio finita; vejamos agora se algum
dos resultados desse paragrafo ainda 6
valido sem essa hipétese.

Em [2 — 3.5], utilizando o teorema «todo
o espaco vectorial tem uma base», demons-
tra-se nio s6 a impossibilidade de genera-
lizar o cor.® 1 a espagos vectoriais normados
de dimensdo infinita, como ainda se prova
que, para qualquer espago vectorial real de
dimensdo infinita, existe um conjunto infinito
de normas nio equivalentes duas a duas.

Se £ tem dimensao infinita, por [2—3. 5],
existem pois, duas normas nio equivalentes
IIl| e [|]I* em E. A aplicagdo I de (£,] ||
em (E,| ||*) definida por I(x)== nio é
bicontinua, por 1. (12); isto é, pelo menos
um dos isomorfismos lineares, I de (X, ||[))
em (E,[|[[*) ou I™" do (Z,[[[|) em (,][[),
niio 6 continuo, 0 que mostra que sio falsas
as generalizagdes a dimensdo infinita dos
corolarios 2.° e 3.°

Em relagio com o cor.® 6.° (e 6', 6"),
podemos afirmar que existem espagos vecto-
riais normados de dimensio infinita que sio
completos e outros que nio sio.

ExeuprLo 1. O espago normado de dimen-
sdo infinita considerado no Gltimo exemplo
de 1. (2) é completo. Com efeito, notemos

que afirmar que nesse espago uma sucessio
de fungdes (f,),.x 6 de CavcHY equivale a
afirmar que

(Cy) para todo o >0, existe um nimero
natural g, tal que, para quaisquer numeros
naturais » e s maiores que ¢, e para qual-
quer ze[0,1], |f (@) - f.(@)| <¢. Ora
prova-se—e a demonstragio é feita em cer-
tos cursos de Matematicas Gerais — que

(P) se (fo)sen satisfaz a (C)), existe
uma func¢iio continua f para a qual (fi)pen
converge uniformemente ;

e dizer que (f,);ev converge uniforme-
mente para f equivale precisamente a dizer
que (fp)pen -+ f no espagco normado que
estamos a considerar. Portanto (P) traduz
precisamente que este espago normado é
completo.

ExempLo 2. Designando por S o sub-
-espago (1) de €([0,1],R) constituido pelas
fungdes cujos graficos sio reunides de um
ntimero finito de segmentos de regta, consi-
dere-se sobre S a norma-restrigio da defi-
nida sobre €([0,1],R). E possivel provar
(2 demonstracio é deixada ao leitor como
exercicio) que existe em S uma sucessio
— (fo)pen — que converge (uniformemente)
para o elemento g de ©([0,1], R), definido
por g(@)=x2. Ora g¢ S; a sucessio
(fo)ren 6 de CaucHY e ndo converge para
nenhum elemento de S. Logo § é um
espaco normado nio completo.

Quanto ao corolario 7.°, nido 86 é impos-
sivel generalizar as suas conclusdes ao caso
de dimensiio infinita, como podemos provar
mesmo o seguinte :

(1) Como exercicio, poder-se-i provar directa-
mente que S ¢é um sub-espago vectorial de dimensdo
infinita de @([0,1], R). Alids, também se pode con-
cluir a posteriori que a sua dimensdo ¢ infinita,
notando que, se fosse finita, pelo teorema do §2, §
seria completo.
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TEOREMA: [FEm qualquer espago vectorial
real normado de dimensdo infinita existe uma
sucessdo (Xp)pen tal que: 1.°) para todo o
peN,||=p|=1; 2.°) (Xp)pex ndo tem nenhuma
sucessdo parcial convergente.

DeumoxstrAgR0. Designe S o conjunto
dos elementos de E de norma 1. Vamos
mostrar a existéncia de uma sucessido
(zp)pey em S tal que, para quaisquer dois
ntimeros naturais r e & (r=~s), seja
l@ —a||>1/2. E evidente que uma su-
cessio com esta propriedade nio admite
nenhuma sucesssio parcial convergente e a
demonstragiio do teorema ficara feita.

Definamos (2,),ex por recorréncia. Seja
z; um elemento qualquer de S. Sejam
x,--+,x, elementos de S, tais que, para
quaisquer 7 e j satisfazendoa 1 Li<j < r,
geja ||x; — ;|| 1/2. Vamos mostrar que
- existe ,.;(¢S) por forma que, para todo
0 iLr,||@i—a41||21/2. Para tal, de-
signemos por V, o espaco vectorial (de di-
mensio finita) gerado por zy, ... ,z,. Como
por um lado S gera E, e por outro £ tem
dimensdo infinita, S nio esta contido em T, ;
seja y, um elemento de S, nio perten-
eente a V,. Ponhamos a,:inli;”y,_-v [i2

B a0, pois se fosse a,—0, existiria
em V, uma sucessio (v,),ex tal que
(|» — v»||)pen convergisse para 0. Como
para todo 0 peN 6 [v,(| <[y — vl +
+ ||#-|| s (vp)pen seria uma sucessio limi-
tada de V, e, visto que V, tem di-
mensio finita, essa sucessio admitiria uma
sucessio parcial (vg,)),en convergente em
V. (por 2.7°. Ora isto é absurdo, pois
(vp)pen converge para y.¢ V,; portanto
a, > 0. Mas entio, por definicio de a,,
existird um u.e V, tal que a, £ ||y, — u.|| <
< 3a,/2. Ponhamos

Z 1= @ —w)/|lyr—urfleS.

Para todo o ve V,,

@1 — ol = (llgr — w )
(e — s =y = w || - )|
2
> o 14— @+ (g — |- 0) 5 mas
a,
u, + ||y — u-||-ve }, e, portanto:
; ; 2 2 1
| r i » Gy B =
I| @ 41 l'>3a, 3>2
Em particular, sera, para todo o
- 1
1é":”¢'r+l_zi”>?'

N. B. Na demonstra¢io que acabamos de
indicar servimo-nos da ideia da demonstragho
do teorema de Riesz, dada em [1 — 5.9.4].

Finalmente, também nio é possivel es-
tender o corolario 8° a espagos normados
de dimensdo infinita. Vamos até mostrar que,
designando por B (resp. S) o conjunto dos
vectores de um espaco vectorial normado
qualquer de dimensio infinita £, que tém
norma £ 1 (resp. = 1), existe sempre uma
fung¢do real continua ndo majorada de do-
minio B (resp. S).

Seja (#,),en uma sucessio construida pelo
modo indicado na demonstra¢io precedente
e, para cada pe N, designe U, o conjunto
dos vectores x de B (resp. S) tais que
||2—a,|| £1/8. A funcéo real de dominio
B, (respectivamente ) definida por f(a)=
=p—8p|lx—mz| se xelU, e f(x)=0
se x¢| ) Uy, 6 continua e ndo majorada.

peN
(Deixa-se como exercicio ao leitor a demons-

tragiio de que f é continua).
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NOTA DE AULA

Sobre semigrupos regulares & esquerda e & direits

por José Morgado

Instituto de Matemitica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. Introducgéo

Diz-se que o semigrupo S é regulur &
esquerda, se, para todo ae S, existe algum
xe S tal que

(1) zaa=a.

Diz-gse que S é regular & direita, se, para
todo ae S, existe algum ye S tal que

@) aay=a.

Na revista 7he American Mathematical
Monthly, vol 72 (1965), p. 1021, foi pro-
posto por MicHAEL GEMIGNANI o seguinte
exercicio :

Seja § um semigrupo regular a esquerda
e & direita. Mostre que:

(?) Todo elemento ae.S tem pelo menos
uma identidade local, i. e., para todo ae S
existe algum elemento ¢,e S tal que

0 =0ae, =a,

(¢7) Para todo elemento aeS existe pelo
menos um elemento inverso, i. e., para todo
ae S existe algum b,e S tal que

baa:abn=eu:

onde e, designa alguma identidade local
de a.
Na mesma revista, vol. 74 (1967), p. 325,

6 publicada a seguinte solugédo de D. DAwsox :

"

(¢) Fazendo

G =ra=zxaay=ay,

vem
Gl =raa=a=aay=ae,.
(¢¢) Fazendo

bo=xrxa =xay=ayy,

vem
ba=zrxaa=xa=e,=ay=aayy=ab,.

Nesta nota daremos condicdes necessirias
e suficientes para que nm semigrupo regular
4 esquerda e 4 direita seja um grupo.

2. Observagdes

1) K interessante notar que as condigdes (7)
e (i) sdo suficientes para que um semigrupo S
seja regular @ esquerda e & direita.

Na verdade, se S satisfaz is condicBes
(?) e (i), tem-se ;

bhaa=¢a=a=ae,=aab,,

o que prova (1) e (2) com x =y =25,.

1

2) Num semigrupo regular i esquerda e
a direita S, pode acontecer que ndo exisia
inverso do elemento a com respeito a uma dada
identidade local e, de a.
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Seja, por exemplo, §={0,2,4| e seja
a operagio definida em S o produto de
inteiros médulo 6. Como se tem

aaa =a para todo ae S,

2

o semigrupo S é regular 4 esquerda e &
direita, Verifica-se que 4 ¢ identidade local
de O e, no entanto, néo existe inverso de O
com respeito a 4.

3) Num semigrupo regular & esquerda e
a direita, pode acontecer que uma identidade
local ndo seja idempotente.

Assim, no exemplo anterior, o elemento 2
é uma identidade local de O e nio é idem-
potente.

A este respeito podemos estabelecer o
seguinte

TeorEMA 1: Se S é um semigrupo regular
& esquerda e & direita e se o elemento eeS
é uma identidade local, entdo e é idempotente
se e s6 se existem em S elementos a e x

tais que
3 Bia=lgei=ia e =xa"
Dem. Com efeito, se e é idempotente,

entdo as condigdes (3) sio satisfeitas, pondo
a=ax —=e. Inversamente, se as condigdes
(3) siio satisfeitas, entio tem-se

ee=Tae=ra==e,

como se pretendia mostrar,

Em particular, se = e y sio tais que
raa—=a=aay, entio a identidade local
de a dada por e, = xa-—ay é idempotente.

3. Grupos encarados como semigrupos
regulares & esquerda e a direita

Ha semigrupos regulares 4 esquerda e a
direita que possuem elemento neutro e, no
entanto, ndo sdo grupos. O semigrupo

§=10,2,4| acima considerado é um exem-
plo de um tal semigrupo; o elemento neutro
é 4. Este semigrupo tem dois elementos
idempotentes, 0 e 4.

Do teorema anterior resulta imediatamente
0 seguinte

CoroLArRIO. Um semigrupo regular &
esquerda e & direita é um grupo, se e s6
se contém um unico idempotente.

Uma outra caracterizagio de um grupo

como semigrupo regular A esquerda e a
direita é dada pelo seguinte

TeorREMA 2. E condiglo necessiria e sufi-
ciente para que wum semigrupo regular &
esquerda e & direila S seja wm grupo que

(I) Para cada aeS, se e, éuma identi-
dade local de a e i é uma identidade local
de e,, entdo exisia inverso de e, relativo a i;

(II) Se a,beS e e, e e, sdo identida-
des locais de a e b, respectivamente, entdo

0,0, = €,08;.

Dem, As condigdes (1) e (II) sdao eviden-
temente necessarias. Vejamos que sio tam-
bém suficientes.

Seja, com efeito, a um elemento qualquer
de S e sejam x e y elementos de S
tais que

raa=a=aay.

Entio sabemos que o elemento ¢, = zra=
—=ay 6 uma identidade local de a. Se ¢
designa também uma identidade local de a,
tem-se

i, =tay=al=¢é;,=aa=aai= 6%,

o que mostra que ¢ é também uma identi-
dade local de e,.
Daqui resulta, pela condi¢io (II), que

existe algum elemento ze S tal que

(4) i—pd,—C2q,
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Pelo teorema 1, concluimos que ¢ é um
idempotente e, por consequéncia, tem-gse, em
virtude de (4),

i=ili{=zxazra=zayzay=—
=ze,ayzeay=—tayiay=—
=RYRY==€,0.=—0¢, .

Isto significa que, para cada elemento,
existe uma tdnica identidade local, e tal iden-
tidade é idempotente.

Sejam agora e, e e, asidentidades locais
de a e b, respectivamente.

Entéo, em virtude da condigiio (II), tem-se,
atendendo & idempoténcia de e, o e,

CaCaCp—E,8,—8Cp 8y =—Ep s 8,4,
€a 6y 05 == 0, €, ==} 6, =6} €y 8, == 106, €3,

quer dizer, e. e e, sio identidades locais
do elemento e;e,, sendo, por consequdncia,

€a—2¢E€p »
Concluimos assim que existe em S um

elemento neutro e—e,—e, .
Ora, de (i) resulta que, para cada a

existe um elemento a’=&, tal que aa' =
=da=e, isto 6, S é um grupo, como
queriamos provar.

E facil ver que as condigdes (/) e )
sio independentes em semigrupos regulares
a esquerda e a direita.

Assim, seja S=]0,2,4| o semigrupo
acima considerado e seja 7' um semigrupo
com mais de um elemento, em que a ope-
ragdo ¢ definida por

xy=y quaisquer que sejam z,ye 7.

Tanto S como 7' siio semigrupos regu-
lares 4 esquerda e & direita e, além disso,
S verifica a condi¢gio (I7) e ndo a condigio
(I), enquanto que 7" verifica a condig@o (1)
e nio a condigio (I7).
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Regularidade segundo Von Neumann
e regularidade & esquerda e & direita em semigrupos

por Maria Eulélia Coutinho (*)

1. Introducgéo

Seja & um semigrupo.

Diz-se que S é regular (no sentido de
Vo~ NEUMANN) se, para todo ae S, existe
algum ze S tal que

aza=a.

(*) Estudante do Mestrado no Instituto de Mate-
mética da Universidade Federal de Pernambuco.

Diz-se que S é regular & direita, se, para
todo ae S, existe algum xe S tal que

aar = a.

Diz-se que § é regular & esquerda se, para
todo ae S, existe algum yeS tal que

yaa =a.

Em recente seminario realizado no Instituto
de Matemaética, o Prof. Jost MORGADO pés a



