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3. O caso de ideais bilaterais de üffiiS 
pode ser tratado de modo semelhante ao 
caso dos ideais direitos. 

Seja R um anel qualquer e seja a uni 
elemento de R . Se existe um inteiro não 
nulo m tal que 

m ae a R -f- Ra + 2 Ra R , 

(onde por "ZRaR designamos uma soma de 
um número finito de elementos da forma 
xay, com x,yeR), chamaremos semior-
dem do elemento a ao menor inteiro posi-
tivo pa tal que que 

paaeaR + Ra + 2 Ra R . 

Se não existe um tal inteiro não nulo m , 
diremos que a aemiordem de a 6 zero. 

Mostra-se que, se 

m a e a R + R a + 2 Ra R, 

então a semiordem de a divide m. 
De um modo inteiramente análogo ao visto 

anteriormente se estabelece o seguinte 

TEOREMA 2 : E condição necessária e su-
ficiente para que todo ideal bilateral de 11® S 
seja soma directa de um ideal bilateral de R 
e um ideal bilateral de S, que todo elemento 
de RffiS tenha componentes cujas semiordens 
sejam primas entre si. 
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Sobre espaços normac/os c/e cí/mensão prn/a 
por Menue/ Arale Chaves (') 

Temos essencialmente em vista com este 
artigo apresentar uma demonstração «ele-
mentar» do seguinte resultado clássico 
— num espaço vectorial real de dimensão fi-
nita todas as normas são equivalentes — e 
ainda indicar algumas consequências impor-
tantes deste resultado. 

Normalmente, num curso ou tratado de 
Análise estes resultados surgem após desen-
volvimentos que tornam possível uma de-
monstração mais curta do que a que apre-
sentamos (cf-, p. ex.°, [1 —5. 9. 1]). No 
entanto, atendendo ao condicionalismo actual 
das nossas licenciaturas, pareceu-nos de in-
teresse redigir uma demonstração do resul-
tado indicado que se torne acessível a um 
leitor com preparação equivalente à dada na 
cadeira de Matemáticas Gerais. É noste sen-
tido mais preciso que entendemos o qualifi-

cativo do «elementar» que acima demos à 
demonstração apresentada. Ainda com o 
objectivo de nada pressupormos do leitor, 
além do que é tratado na cadeira de Mate-
máticas Gerais, começamos por indicar al-
gumas definições e propriedades de que ne-
cessitamos. 

§ 1. Espaços normados, convergência, 

continuidade, normas equivalentes 

(1) Uma norma sobre um espaço vectorial 
real(2) E ê uma função real de domínio 
2S ,a:-» ||í»|| com as seguintes propriedades: 

(!) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura. 
possível definir, mais geralmente, norma em 

espaços vectoriais »obre outros corpos. 
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I ) para todo o x e E, || <E || ^ 0 ; 
I I ) para todo o x e E , || x || = 0 ao e só 

se x — OK ; 

I I I ) para todo o {x, y) e E2, || x + y |j ^ 

IV ) para todo o xeE ô todo o Ae/Í, 

0 espaço E , munido da norma « - * j | a j ] 
diz-se um espaço normado (notação: (E , || [|)). 

( 2 ) EXEMPLOS : Sobre Jim qualquer das 
três seguintes funçOes é uma norma: 

(arj.j . v ,xm) Süp j « (| ; ( « t , • ,££•„) — 
I 

^ ! * ]| + + jstwl 
o 

( * i , • • • i X«) - V . 

Sobre o espaço vectorial real C ( [ 0 ,1 ] , H) 
das funções reais contínuas de domínio [0 ,1 ] , 
a aplicação f -*• sup |/(ar) |, x e [ 0 ,1 ] t é uma 
norma. 

(3) Diz-se que uma sucessão t v , 
om (E , || II) , converge para .v0 e E ou que tem 
limite x0 (no tação : (^v)p e n xo 011 

lim (^p)p e x = xQ) se a s u c e s s ã o r e a l 
( | | — #ollV*v convergir para o número 
real 0 . Toda a sucessão parcial de uma 
sucessão convergente ainda é convergente 
(e para o mesmo limite). 

(4) Uma sucessão (xp)pe.\ diz-se de 
Cauchy, se, para todo o número real e > 0, 
existir um número natural q, tal que, 
quaisquer que sejam r e s maiores que q , 
seja || xr — < £ • {Xp)p «-v diz-se limitada 
se (|| ®p||)j, e x for limitada. 

(5) Se [a,)p. N,(bp)p, rf são sucessões 
reais convergentes respectivamente para a 
e b e se (xp)pex e (yP)P e ,v são sucessões 
convergentes (em £,||H) respectivamente 
para x e y , então (a^ xp -f- bpyp)p e s ó uma 
sucessão convergente para ax + by. (Rasta 
utilizar as propriedades (l)-IIX e ( l )-IV), 

(6) Se {xp)p f , também (|| xp H ) , « * -
-*• || a ||. (Atenda-se a que de ( l ) - IH resulta 

II xp II = 
ou j l ^ l l — | | « | | ^ | K - a r | | ) . 

(7) Diz-se que f é contínua no ponto 
x0e E (sendo f uma aplicação do espaço 
vectorial normado (£,1111) no espaço vecto-
rial normado (F , )| ||*)) se, para todo o número 
real t > 0 , existir um número real 3 > 0 , 
de tal modo que, para todo o xeE que sa-
tisfaça a (| x —- U < d se tenha ||/(ÍC) — 
— /(a?o)ll* È - E / diz-se continua se for 
contínua em todos os pontos de E . 

(8) Uma bijecção do espaço vectorial 
normado (A',|||[) sobre o espaço vectorial 
normado (F , ||||*) diz-se bicontinua se for 
uma aplicação contínua e se a sua aplicação 
inversa também for uma aplicação contínua 
(de (F,\\\n sobre (E ,\\ |j). 

Seguindo raciocínios idênticos aos utili-
zados para funções reais de variável real 
conclui-se imediatamente que:' 

(Ü) A composta de duas aplicações f e 
g , a primeira contínua em e a segunda 
contínua em f(x0), é uma função g of con-
tínua em Xq . 

(10) Se (a;,,)pS.v 3!0 e se f:E-*F é 
contínua em x0, então (f(xpJ)peS — ffat) * 

(11) Duas normas || || e j| j|* sobre um 
mesmo espaço vectorial E dizem-se equiva-
lentes se existirem dois números reais k 
e-A" tais que, para todo o xeF, 

(') É fácil provar quu a relação assim definida no 
conjunto das normas sobre um espaço vectorial E í 
uma relação de equivalência, isto é, provar que: 1) 
unia norma é equivalente a si própria; 2) se || J|i é 
equivalente a ]| também || ||j é equivalente a ||li: 
3) se jj ||t (S equivalente a || |jj e se {{ ||2 é equiva-
lente a j| II) também || ||t é equivalente a I ||.. 
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O significado desta definição pode ser 
melhor compreendido a partir das seguintes 
duas proposições ((12) e (13)}: 

(12) As normas [j || e |J||*, sobre E, são 
equivalentes se e só se a aplicação I de 
(IS, Ij II) s obre (E , [j*) , d e f i n i da por 

= for bicontíoua. 
A demonstração de que J é bicontínua se 

as normas forem equivalentes é imediata. 
Trovemos então o recíproco. A não exis-
tência de um número K nas condições de 
(11) implica a existência, para cada peN, 
de um vector xp, diferente de 0 « , com 
II mP II* > P2 • \I xp !l • (Se não existisse um tal 
xp para um corto pe iV, seria, para todo o 
xe E ,\\x\\* ^p2-\\x\\), A sucessão {yP)P es = 

ll x t IDfew converge para 0 í ; , relati-
vamente à^norma || ||, porque, para todo o 
peE,\\yP\\ = || tf. H/p • || Xp |I = l/p ; mas 
(yP)Pex não converge relativamente à norma 
Ij (I* , visto que, para todo o p e .V, j| yp ||* = 

=\\v,rip-M>p-
A existência de uma sucessão em E , nas 

condições indicadas, permite afirmar que I 
não ó contínua (se atendermos a (10)). Ana-
logamente se mostraria que a não-existência 
de um k nas condições de (11) implica que 
I~l não é contínua. 

De (10) e da demonstração de (12) resulta 
imediatamente que ; 

(13) Dadas duas normas || || e || ||* sobre 
E, o conjunto das sucessões convergentes 
em (7Í,|[||) ó igual ao conjunto das su-
cessões convergentes em (£,||||*) so e só 
se as dnas normas forem equivalentes; se 
esta condição for satisfeita, cada sucessão 
convergente tem o mesmo limite em (E , [| [|) 
eem (£,1111»). 

(14) Dadas duas normas equivalentes 
|| Ht e ;j ||2 sobre E e duas normas equiva-
lentes || II* e || ||5 sobre F, uma aplicação 

F ó contínua em aeE relativamente 

a II lli e l| Ilí 80 o só se o for relativamente 
^ II lla « li US -

Isto resulta imediatamente de (9} e (12). 

OiiS. 1 — Dados um espaço vectorial E de 
dimensão finita (não nula) — m — , uma base 
(«i, •• • , em) de E e uma função / tomando 
valores em E (e de domínio X ) , existem 
ni funções reais —/[ , •••,/»— (de domínio 
X ) tais que, para todo o x (E X) ,f(x) = 
m 

2 f ' fc) ' ei • Ghamar-lhes-emos as «funções 

coordenadas» do f relativamente à base fi-
xada. Note-se que a aplicação /-+ (/ ] , - * • ,/m) 
é linear. 

Ous. 2 — Salvo indicação em contrário su-
poremos em li™ definida a norma indicada 
no 1." exemplo de (2). 

(15) Dado um espaço vectorial normado 
(E1,!!!!) e uma aplicação fiÊ-+ R*, f é 
contínua no ponto a de E so e só se as 
suas m funções coordenadas f* (relativa-
mente à base canónica de IP") o forem, 
(Sobre a norma de li"1 cf. OBS. 2). A de-
monstração faz unicamente intervir as defi-
nições de continuidade e da norma de P'". 

(16) Uma sucessão («jl, • • • , ap)pmS- em 
é convergente (resp. limitada) se e só 

se, para todo o j = 1 , - -• ,? « , a sucessão 
numérica (ap)peX for convergente (resp. limi-
tada), E, se para todo o j i , (o-P)pa \ aJ , 
então ((<4, • • • ,«™))p®\ - * • ( « . } . . , , a'"). (Hasta 
atender às definições). 

(17) Toda a sucessão limitada de H'" 
(cf. Obs. 2) admite uma sucessão parcial 
convergente. 

Vamos reduzir a demonstração desta pro-
posição à do caso particular m = 1 (esta 
última feita em Matemáticas Gerais), Para 
provarmos a existência de uma função estric-
tamente crescente tal que, para 
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todo o j=l,---,m, a sucessão real 
(at(p)}p«-v seja uma sucessão parcial conver-
gente de (aJp)„s,v , podemos, por recorrência, 
provar a existência de m funçfies <p] , - *• 
estrictamente eresceutes, tais que, para todo 
o k ^Lm e todo o j = 1 , - • * , k , (a^ {p))ptx 

seja convergente; ó evidente que podemos 
então pfir 9 = 9,,. llesta provar a existência 
de wi, 1) a existGncia de «1 tal 
que (a*, seJa convergente decorre da 
limitação de (a fò tn — é o caso m — 1 da 
proposição a provar ; 2) supondo que existe 
<p, tal que, para j = 1 , . . . , é 
convergente, escolhômos uma sucessão par-
cial convergente ^a sucessão 
real limitada (°!p"t(J,))p»*v o pomos = 
= 3, o • 

§ 2. Espaços normados de dimensão finita 

TEOKEMA. Sejam E um espaço vectorial 
real de dimensão finita (não nula), x -»• ||x|| 
uma norma dejinida sobre E e {©í)j_ 1 m 

uma base de E . Para cada x e E e cada 
j e 11 , - - • , m j , designe x* a coordenada de 
Índice j de n naquela base. As funções reais 
n e 32 y de domínio E , definidas por n(x) = 
•= » «p ( ! xj ! • II ®i II) e & ( x ) = SUP I xi I *a° 

J j 
ambas normas equivalentes à dada. 

DEMONSTRAÇÃO. ( A ) — A verificação de 
que n e >?í são normas não oferece dificul-
dades. 

(B) — Comecemos por provar que ti e S! 
são equivalentes entre si. Designando por P 
e Q, respectivamente, os números sup |J [] 

i 
e inf||eí||, é evidente que podemos escrever, 

1 
para todo o x e E , e todo o t e ) 1, • - • , m( 
| as* j • ||«i||^ 1^1 • P e, portanto n (ar) ^ 
^P'St(x) e Q .ja f|^|af í|. j^H e, portanto, 
Si (ar) ^ CTl . n (a;) . 

(C) — Provemos agora que n e || || são 
equivalentes. Notemos que, pelas proprieda-
des I I I e I V das normas, podemos escrever 

a =. 
í=I 

^ 2 
i-J 

* * * [| = 2 I 

• II «í II ^ ' « • sup (1 x' I - [| «r Ij) = m - n (ar) . 
£ 

A demonstração de (C) e, portanto, do teo-
rema, ficará então concluída se provarmos 
que existe um número real K tal que, para 
todo o x G E ,n(x) zl K\\x\\. Note-se, porém, 
que, por definição de « (a;) , será n ( x ) ^ 
^.K-\\x\\ se e só se, para todo o 
í e 11, • • • ,m \ , for -1|«,|| £ K • || ar||; 
e é simples de verificar que o que resta 
provar ó então equivalente ao seguinte : 

LEMA. Tara todo o t e|L , ' * - ,M| existe 
um número real K t , tal que, para todo o 
xeE, 

Demonstremos o lema por indução rela-
tivamente à dimensão m ãe E . 

Para m = 1 a afirmação ó trivial: basta 
tomar Á r = l e atender à propriedade I I I 
da norma — | a?11 • || et jj = || a:1 • e\ || = || x || . 

Suponhamos a afirmação válida em dimen-
são r e seja E um espaço vectorial de 
dimensão r 4- 1 . 

f ) Se ar' = 0 , teremos [a;' | - || et || ^ Ri • 

• || a; jj, qualquer que seja Ki ^ 0 {Kt, a 
existir, terá de ser maior que zero). 

ii] Suponhamos então xl=f=(). Poderemos 
escrever 

M - II «il 

INI 

-r+1 

3;' + <Wl 

«,+ it! 

X' 

(a 1 , . . . , a ' + l ) G J t r * 1 , Oi = • 1 ) ] «= K i 
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ou | • |j ei || ^ Ki j| as jj, se provarmos que 
aquele ínfimo é maior que zero. Ora, se o 
ínfimo deste conjunto de números reais 
(maiores que zero) fosse nulo, haveria nele 
uma sucessão convergente para zero, i. e.f 
existiria, para cada ^ 'eQl , - •»,r -f* 1 j — |*j), 
uma sucessão de números reais — (ap)„6\, 
tal que, (pondo a), — 1, por comodidade de 

aiM) 
\ lu- l 1! /pt* 

de notação) a sucessão real 

fosse convergente para zero. Seria então 

convergente para 0* ou, por 
/ PU X 

( T + l 

2 < i - l 

1. (5), — e,, uma vez que 
pe -V 

jrpi 

r+1 

2 a P e J = 2 a í * f — * i portanto, por (1.6), 

também 
\ j=t 1 ' pi* 

j* i 

j e, || . Em parti-

cular, esta última sucessão seria limitada. 
Deste facto resultaria que. para todo o 

J 6 ) l , - - , r - j - l j , a sucessão (ap)piN seria 
limitada; com efeito, o sub-espaço gerado 
pelos vectores e} ,j e ( | l , •••, r + 1 j — j i j ) 
tem dimensão r e, por hipótese indutiva, 
para todo o j ^ i existiria então um Kj tal 
que, para todo o peN, \ ap \ • ||€j ||^ Kj • 

T + l 

2 <4* Mas, se para cada j , {ap)p 

fosse limitada, poderíamos, por 1. (lti) e 
1. (17), definir uma função estrictamente 
crescente » : N -+ N tal que, para todo o j , 
a sucessão (aí(fi))pí.v fosse uma sucessão 
parcial de {ap)i>t\-, convergente para um 

certo ai. A sucessão f Saófaie. i seria 
/fí.V 

então convergente para Ptír o u t r o 

i-1 

lado, como esta sucessão seria uma sucessão 

parcial da sucessão ( 2 ei 1 > conver-( 2 « t e ) 

giria para 0 f í> e, então 2 ai ei " Os» com 
J-1 

= 1, o que é absurdo, pois os vectores 
B a o linearmente independentes. 

CoroJérios do Teorema 1 i 

1.®) Num espaço vectorial de dimensão finita 
E , quaisquer duas normas são equivalentes. 

Com efeito, fixada uma base em E , 
podemos afirmar que ambas as normas são 
equivalentes à norma 31 associada a essa 
base (as notaçOes são as do toorema anterior), 

2.°) Se f é uma aplicação linear do espaço 
vectorial normado E no espaço vectorial nor-
mado F e se E tem dimensão finita, f ê 
continua. 

Pelo teorema e por 1. (14) podemos supor 
em E definida a norma associada a uma 
base ( « í i * • - , « » ) de E . Designe 
norma de F . Será então |!/(#)— /(<*) 

2 ( * * - « < ) • / ( « . ) 

^ m . O T B U p | | / ( í í ) | | ou 11/(^-/(0)11^ { 

^.K• $l(x— a) , em que ü = m • »np||/(ej)||. 
i 

Desta desigualdade decorre imediatamente 
a continuidade de f no ponto a: para todo 
o número real e > 0 existe um número real 
5 = Í/K, tal que x e E e N (a; — a) < Ò 

implicam j|/(») —/(a ) |j < £ -

3.°) Qualquer isomorfismo (linear) entre 
espaços vectoriais normados de mesma dimen-
são finita é uma aplicação bicontinua. 

É consequência imediata do corolário ante-
rior. Em particular: 
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4.") Se E ê um espaço vectorial normado 

de dimensão finita ( > 0 ) , (e) , • • • , em) uma 

base de E , a aplicação 0 ; E RM definida 
por <p (x> e, -{ + xm em) = (x1 , • • • , xm) é 
uma aplicação bicontínua de E sobre R m . 

V 

5.°) Uma aplicação f de um espaço vec-
torial normado F num espaço vectorial nor-
mado E de dimensão finita é continua num 
ponto a de F se e só se as funções coorde-
nadas de f relativamente a uma base 
( e t , < - - , e » ) de E o forem. 

Com efeito, designando ? a aplicação 
definida no cor.® 4.°, é imediato concluir 
(por 1. (8) e 1. (9)) que f é contínua em a 

se e 16 se o o f o for. Ora aa funções coor-
denadas de / (relativamente a («t, • * * , e»)) 
e de <p o f (relativamente à base canónica 
de /í1*) são as mesmas. Então a afirmação 
a provar resulta de 1. (15). 

6.°) Num espaço vectorial normado E , 

de dimensão finita, toda a SUCESSÃO de CAUCIIY 

è convergente. 

Comecemos por observar que se uma 
sucessão num espaço vec tor ia l E é de 
CAUCHV (resp. convergente) relativamente a 
uma norma j|j| sobre E, também é uma 
sucessão de CAUCHV {resp. uma sucessão 
convergente) relativamente a qualquer outra 
norma equivalente à pr imeira. Podemos 
ontão supor, pelo teorema, que sobre E está 
definida a norma associada a uma base 
(ei ,••• ,€•*)• Então, se (x p ) p e y ê de CAUCIIY, 

é imediata a verificação de que, para todo o 
je\l, ••• ,m\ (xp)ptN é uma sucessão real 
de CAUCHY e, como tal, convergente para 
um certo a1'. De 1. (5) resultará então a 

m 

convergência de (x„)pt^ para 2 a*e< • 
b>l 

DEFISIÇÕES. Um espaço vectorial nor-
mado diz se completo precisamente se todas 
as sucessões de CADCHF forem convergentes 

e neste caso coincide o conjunto das suces-
sões de CAUCHY com o das sucessões conver-
gentes, visto que uma sucessão convergente 
ó sempre de CAUCHV. CBama-se espaço de 
Banach a um espaço vectorial normado 
completo. 

Com estas definições podemos indicar 
duas afirmações equivalentes à do cor." 6.°: 

6') Todo o espaço vectorial normado de 
dimensão finita é completo. 

G") Todo o espaço vectorial normado de 
dimensão finita é vrn espaço de Banach. 

7.°) Num espaço vectorial normado de 
dimensão finita toda a sucessão limitada 
(xp)psN admite uma sucessão parcial conver-
gente. 

Notemos primeiro que uma sucessão defi-
nida num espaço vectorial E é limitada 
relativamente a uma norma, se e só se o 
for relativamente a qualquer norma equiva-
lente. Podemos então, atendendo a 1. (13) 
supor definida sobre E a norma asso-
ciada (cf. teorema) a uma base qnalquer 
(?! )•**, f t » ) de E. Para cada j — \ ,••>,m, 
(Xp)pe.M será então uma sucessão real limi-
tada. Por 1. (16) e 1. (17), existirá <p tal 
que, para j = 1 , . . . , m (^(p))p8jv é uma 
sucessão parcial convergente de (xp)ptS . 

Então, por 1. (5), a sucessão («^tp>)p«» = 

= ( 2 x9ip)eJ) convergirá também. Ora 
\j'-I / pt K 

(J>))P».V 6 uma sucessão parcial de (xp)pe\. 

Designando, num espaço vectorial nor-
mado (£,1|||), para cada r >• 0 , por Bt 

(resp. Sr) o conjunto dos XGE, tais que 
(resp. tais qne ||ar||=r), podemos 

afirmar que 

8,°) Se E tem dimensão finita, toda a 
função real contínua f definida em Br (resp. 
S r) é limitada. 
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Com efeito, se / não fosso limitada, exis-
tiria em Br (resp. Sr) uma sucessão (®j>)p«.v» 
tal que, para todo o peN, í ? <|/ ( av ) l -
Ora (xp)p<lN admitiria, pelo cor." anterior, 
uma sucessão parcial (ar^jjp«« convergente 
para uin ponto a , necessariamente perten-
cente a Br (resp. Sr), porque, para todo o 
^eA^ , || xp || ^ r (resp. || xp j[ = r) . Então 
l l / t o f r Ó I U « convergiria para |j/(a)||f o 
que é absurdo. 

§ 3- Espaços n o r m a d o s de dimensão 

infinita 

No § 2 supusemos os espaços normados 
de dimensão finita; vejamos agora se algum 
dos resultados desse parágrafo ainda ó 
válido sem essa hipótese. 

Em [2 — 3.5], utilizando o teorema «todo 
o espaço vectorial tem uma basei, demons-
tra-se não só a impossibilidade de genera-
lizar o cor.® 1 a espaços vectoriais normados 
de dimensão infinita, como ainda se prova 
que, para qualquer espaço vectorial real de 
dimensão infinita, existe um conjunto infinito 
de normas não equivalentes duas a duas. 

Se E tem dimensão infinita, por [2—3.5], 
existem pois, duas normas não equivalentes 
|||| e || II* em E . A aplicação / de (£.111|) 
em (£,||||*) definida por l(x) — x não ó 
bicontínua, por 1. (12); isto 6, pelo monos 
um dos isomorfismos lineares, I de { E , |] [|) 
em (£,|||I*) ou r } de (£,1111*) (£,1111), 
não è contínuo, o que mostra que são falsas 
as generalizações a dimensão infinita dos 
corolários 2." e 3.°. 

Km relação com o cor." G.° (e G', 6"), 
podemos afirmar que existem espaços vecto-
riais normados de dimensão infinita que são 
completos e outros que não são. 

EXESIPLO 1. O espaço normado de dimen-
são infinita considerado no último exemplo 
de 1. (2) ê completo. Com efeito, notemos 

que afirmar que nesse espaço uma sucessão 
de funções é de CAUCHY equivale a 
afirmar que 

( Q ) para todo o =>0 , existe um número 
natural q0 t«l que, para quaisquer números 
naturais r e s maiores que q0 e para qual-
quer x e [0 , I ] ,N \fr (a?) - /. (ar) | < s . Ora 
prova-se — e a demonstração ó feita em cer-
tos cursos de Matemáticas Gerais—: que 

( P ) se (fp)peJV satisfaz a (C j ) , existe 
uma função contínua f para a qual (fP)Peti 
converge uniformemente; 

e dizer que (fP )nex converge uniforme-
mente para f equivale precisamente a dizer 
que (/p)p6.\'-*•/ no espaço normado que 
estamos a considerar. Portanto ( P ) traduz 
precisamente que esto espaço normado ê 
completo. 

EXEMPLO 2. Designando por S o sub-
-espaçof1) de s ( [ 0 , l ] , /? ) constitaido pelas 
funções cnjos gráficos são reuniões de um 
número finito de segmentos do reçta, consi-
dere-ae sobre S a norma-restrição da defi-
nida sobre e ( [ 0 , l ] , / i ) . Ê possível provar 
(a demonstração é deixada ao leitor como 
exercício) que existe em S uma sucessão 
— (/p)p®'V — que converge (uniformemente) 
para o elemento g de S([0 , 1] , li) , definido 
por g (ar) = x2 . Ora g $ S ; a sucessão 
(fp)peJV É D® CAUCHY e não converge para 
nenhum elemento de S. Logo S ó um 
espaço normado não completo. 

Quanto ao corolário 7.°, não BÓ é impôs-
sível generalizar as suas conclusões ao caso 
de dimensão infinita, como podemos provar 
mesmo o seguinte : 

(*) Como exercício, poder-se-á provar directa-
mente qae S B um sub-espaço vectorial de dimensão 
infinita de <2 ([0 , 1J , E ) . Aliás, também se pode con-
cluir a posteriori que a tua dimensão è infinita, 
notando que, só fosae finita, pelo teorema tio § 2, S 
teria completo. 
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TEOKEMA : Em qualquer espaço vectorial 
real normado de dimensão infinita existe uma 
sucessão (xp)peN tal que: 1°) para todo o 
p e N , [|Xp||=l; 2."J (xp)p6Í( não tem nenhuma 
sucessão parcial convergente. 

DEMONSTRAÇÃO. Designe 5 o conjunto 
dos elementos de E de norma 1; Vamos 
mostrar a existência de uma sucessão 
(xP)peN em S tal que, para quaisquer dois 
números naturais r e s (r=f=s ) , seja 
|]crr — &,J| ^ 1/3 . É evidente que uma su-
cessão com esta propriedade não admite 
nenhuma sucesssão parcial convergente e a 
demonstração do teorema ficará feita. 

Definamos (a^e.v por recorrência. Seja 
a?] um elemento qualquer de 8, Sejam 
X\, ••• ,xT elementos de S, tais que, para 
quaisquer i e j satisfazendo a 1 ^r, 
seja ||a?i — ^ 1/2 Vamos mostrar que 
existe xr + i(t Í?) por forma que, para todo 
o i ^ r , [| Xi — xT+ ! || 1/2 . Para tal, de-
signemos por VT o espaço vectorial (de di-
mensão finita) gerado por xx, - •• ,xT. Como 
por um lado S gera E, e por outro E tem 
dimensão infinita, S não eBtá contido em V,\ 
seja yr um elemento de S, não perten-
cente a Vr. Ponhamos ar = inf\\yr.— v || • 

es v 
É a r > 0 , pois se fosse ar — 0, existiria 
em V, uma sucessão (̂ pJpCA- tal que 
(Ílír ~ VP convergisse para 0 . Como 
para todo o peN é \\vp\\ ^\\yr — vp\\ 
+ lls -̂ll Ávp)pe$ seria uma sucessão limi-
tada de K e, visto que VT tem di-
mensão finita, essa sucessão admitiria uma 
sucessão parcial (t^p^pa.v convergente em 
Vr (por 2 -7 ° ) . Ora isto ó absurdo, pois 

(fjOpejv converge para yr$ VT; portanto 
rar>0. Mas então, por definição de ar, 
existirá um uT e VT tal que a, ^ || yr — ur || < 
< 3 ar/2 . Ponhamos 

XT + i = (pr — M,)/ |j y,— ur || 0 S , 

Para todo o v e Vr, 

> 
3 ar 

xr + i — v || = jflljf, - wr ||)-i . 
• II (yr — ur-\\y,~ur ||.o)|| 

| yr — (it,. + || yr — ur || • v) || ; mas 

ur + |j yT — uT || • v 6 VT e, portanto : 

2 2 1 
I ar, . , - v- > - • a r - - > - . 

oa, o ú 

Em particular, será, para todo o 

N. B. Na demonstração que acabamos de 
indicar servimo-nos da ideia da demonstração 
do teorema de EIESZ, dada em [1 — 5.9.4]. 

Finalmente, também não é possível es-
tender o corolário 8o a espaços normados 
de dimensão infinita. Vamos até mostrar que, 
designando por ü (resp. S) o conjunto dos 
vectores de um espaço vectorial normado 
qualquer do dimensão infinita E , que têm 
norma ^ 1 (resp. = 1), existe sempre uma 
função real contínua não majorada de do-
mínio B (resp. S). 

Seja uma sucessão construída pelo 
modo indicado na demonstração precedente 
e, para cada p e N , designe UP o conjunto 
dos vectores x de B (resp. S) tais que 
|| ar—-«„||^l/8. A função real de domínio 
B, (respectivamente S) definida por f{x) — 
—p — 8p||ar — a?p|| se xeUP e /(a;) = 0 
se x $ (J Up, ê contínua e não majorada. 

peN 

(Deixa-se como exercício ao leitor a demons-
tração de que f é contínua). 
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NOTA DE^ AULA 

Sobre sem/grupos regulares è esquercfa e a direita 
por José Morgado 

Instituto da Mstenúllcn, Univarsidids Federal da l̂ orDninbuco, Brull 

1- Introdução 

Diz-se que o semigrupo S ó regular à 
esquerda, se, para todo aeS, existe algum 
xe S tal que 

(1) xaa = a. 

Diz-se que S é regular à direita, se, para 
todo ae 8, existe algum yeS tal qne 

(2) a ay = a . 

Na revista The American Mathematical 
Monthly, vol 72 (1965), p. 1021, foi pro-
posto por MICHAEL GEMIGNANI O seguinte 
exercício: 

Seja 8 um semigrupo regular à esquerda 
e à direita. Mostre que : 

(t) Todo elemento aeS tem pelo menos 
uma identidade local, L e., para todo aeS 
existe algum elemento eaeS tal que 

<ao = o í , = fl; 

(ii) Para todo elemento aeS existe pelo 
menos um elemento inverso, i. e., para todo 
ae S existe algum ba e S tal que 

f>a « = a ba —•ea, 

onde ea designa alguma identidade local 
de a . 

Na mesma revista, vol. 74 (1967), p, 325, 
é publicada a seguinte solução de D . DAWSOX : 

(í) Fazendo 

ea = x a ^ xaay ay , 

vem 

eaa=*xaa~a = aay = aea. 

(ii) Fazendo 

ba~xx a = x ay «= ayy , 

vem 

baa= x x a a = x a — ea = a y —aayy = aba. 

Nesta nota daremos condiç&es necessárias 
e suficientes para que um semigrupo regular 
à esquerda e à direita seja um grupo. 

2• Observações 

1) É 
interessante notar que as condiçõet (t) 

e (Ü) são suficientes para que um semigrupo S 
seja regular à esquerda e à direita. 

Na verdade, se 8 satisfaz às condições 
(*) e (tV), tem-se 

ba a a •-•= ea a — a = a ea = a a ba , 

o que prova (1) e (2) com x = y = ba , 

2) Num semigrupo regular à esquerda o 
à direita S, pode acontecer que não exista 
inverso do elemento a com respeito a uma dada 
identidade local ea de a . 

l 
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Seja, por exemplo, { 0 , 2 , 4 } e seja 
a operação definida em S o produto de 
inteiros módulo 6 . Como se tem 

a.aa = a para todo a e <S , 

o semigrupo S é regular à esquerda e í 
direita. Verifica-se que 4 ó identidade local 
de 0 e, no entanto, não existe inverso de 0 
com respeito a 4 . 

3) Num semigrupo regular à esquerda e 
à direita, pode acontecer que uma identidade 
local não seja idempotente. 

Assim, no exemplo anterior, o elemento 2 
ó uma identidade local de 0 e não é idem-
potente. 

A este respeito podemos estabelecer o 
seguinte 

TEOREMA 1 : Se S í um semigrupo regular 
à esquerda e à direita e se o elemento e e S 
é uma identidade loca!, então e é idempotente 
se e só se existem em S elementos a e x 
tais que 

(3) ea = ae = a , e = x a . 

DEM. Com efeito, se e é idempotente, 
então as condições (3) são satisfeitas, pondo 
a x =® e . Inversamente, se as condições 
(3) são satisfeitas, então tem-se 

ee-^xae = xa = e, 

como se pretendia mostrar. 
Em particular, se x e y são tais que 

xaa — a — aay, então a identidade local 
de a dada por ea = x a --=ay é idempotente, 

3. Grupos encarados como semigrupos 

regulares è esquerda e à direita 

Há somigrnpos regulares à esquerda e à 
direita que possuem elemento neutro o. no 
entanto, não são grupos. O semigrupo 

S — |(J, 2 ,4 ) acima considerado é um exem-
plo de um tal semigrupo; o elemento neutro 
ó 4 , Este semigrupo tem dois elementos 
idempotentes, 0 e 4, 

Do teorema anterior resulta imediatamente 
o seguinte 

C O R O L Á R I O . Um semigrupo regular à 
esquerda e à direita é um grupo, se e só 
se contém um único idempotente. 

Uma outra caracterização de um grupo 
como semigrupo regular à esquerda o à 
direita é dada pelo seguinte 

TEOREMA 2. É condição necessária e sufi-
ciente para que um semigrupo regular à 
esquerda e à direita S seja um grupo que 

( I ) Para cada a e S , se ea é uma identi-
dade local de a e i é uma identidade local 
de e, , então exista inverso de e;l relativo a i; 

( I I ) Se a , b e S e ea e ei, são identida-
des locais de a e b , respectivamente, então 

esei, -= e„ei,. 

DKM. AS condições (1) e ( I I ) são eviden-
temente necessárias. Vejamos que são tam-
bém suficientes. 

Seja, com efeito, a um elemento qualquer 
de 8 e sejam x e y elementos de S 
tais que 

x a a = a = a ay . 

Então sabemos que o elemento ea = xa= 
= ay é uma identidade local de a. Se i 
designa também uma identidade local de a , 
tem-se 

iea = iay = a y = ea = x a = x a i = í, 

o que mostra que t ó também uma identi-
dade local de ea. 

Daqui resulta, pela condição (II), que 
existe algum elemento zeS tal qne 

(4) í = z ea = z x a . 



14 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 2 V 

Pelo teorema 1, conclaimoe que i ó um 
idempotente e, por consequência, tem-se, em 
virtude de (4), 

£ = 11 = z x a z"x a = z a y t ay = 

= zeaayzeaay — iayiay = 

— ayay= ea ea = ea . 

Isto significa que, para cada elemento, 
existe uma única identidade local, e tal iden-
tidade é idempotente. 

Sejam agora ea e et as identidades locais 
de a e b, respectivamente. 

Então, cm virtude da condição (II), tem-se, 
atendendo à idempotência de ea e eb, 

^rt ^B ^ !• ía £ ir í(i ia — ÍS í r. &tt , 

ea fh CÍI = ea = ea = e4 ea —* et, ea ek, 

quer dizer, ea e eb são identidades locais 
do elemento e^eb, sendo, por consequência, 

ea = et.. 

Concluímos assim que existe em & um 
elemento neutro e = e a ~et , . 

Ora, de (ti) resulta que, para cada a 

existe um elemento of=ba tal que aa! — 
— a!a = e, isto é, S é um grupo, como 
queríamos provar. 

É fácil ver que as condiçOes (2) e ( I I ) 
são independentes em semigrupos regulares 
à esquerda e à direita. 

Assim, seja S = | 0 , 2 , 4 ] o semigrupo 
acima considerado e seja T um semigrupo 
com mais de um elemento, em que a ope-
ração é definida por 

xy=y quaisquer que sejam x,yeT. 

Tanto S como T são semigrupos regu-
lares à esquerda e à direita e, além disso, 
S verifica a condição (11) e não a condição 
[1] , enquanto que T verifica a condição (/) 
e não a condição (/Í) . 

BIBL IOGRAFIA 

^1] MICBAEI. GÜMIANAÍN, Amer, Matb. Montbly, 72 
(1965), p. 1021. 

[2] D. F . DAWBONJ Amer. Matb. Mouthly, 74 (1967), 
p. 325 

[3] JOSÉ MOBOÀDO, Note on the definition of a group, 

Gazeta de Matemática, 101-102. (1966), pp. 11-
-12. 

Regu/ar/c/ac/e segunc/o Von Neumann 
e regu/ar/c/ac/e à esquerc/a e à direita em semigrupos 

por Merie EulêUo Couf inho (*) 

1. Introdução 

Seja iS1 um semigrupo. 
Diz-se que S é regular (ao sentido de 

VON NEUMÁNX) se, para todo a e 8 , existe 
algum ze S tal que 

as a = a . 

(* ) Estudante do Mestrado no Instituto de Mate-
mática da Universidade Federal do Pernambuco. 

Diz-se que S é regular à direita, se, para 
todo aeS , existe algum xe S tal que 

aax ^ a. 

Diz-se que 8 é i-egular à esquerda se, para 
todo aeS, existe algum yeS tal que 

y aa ^ a . 

Em recente seminário realizado no Instituto 
de Matemática, o Prof. JOSÉ MOKGADO pôs a 


