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Sébre os ideais da soma directa de uma familia
finita de anéis

por M. Eulélie Coulinho e José Morgado

Institute de Matemdtica, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. Introdugéo

Sabe-se que, se S = S, @ S;@---dS, éa
soma directa dos anéis S;(i=1,2,...,n),
cada um dos quais com elemento um, entio
os ideais direitos (esquerdos, bilaterais) de §
siio precisamente os ideais direitos (resp. es-
querdos, bilaterais) da forma J; @ J5@---@J,,
onde J; é um ideal direito (resp. esquerdo,
bilateral) de S; (ver, por exemplo, [1], p. 57,
ex. 1).

No entanto, a condi¢iio de que cada S; tenha
elemento um nio é necessaria para que cada
ideal J de S seja soma directa de ideais .J;
de S;.

Assim, por exemplo, seja S=S8,088; e
suponhamos que S; possui a seguinte pro-
priedade : para cada elemento ae S;, existe
unidade direita local, isto, é, existe um
elemento e, e S; tal que ae,—a. Seja J
um ideal de S e seja (a,b)eJ. Como

a,0)=(a,b)- (e.,0)
e (0,0)=(a,d)—(a,0),

conclui-se que (a,0) e (0',b) estio em .J.
Se J, designa o conjunto dos elementos
ae S, tais que se tem (a,b)eJ para algum

beSy; e Jy designa o conjunto dos elemen-
tos beS; tais que (a,d)eJ para algum
aeS;, vé-se que J; e Jy sio ideais direi-
tos de S; e Sy, respectivamente, e que,
além disso, J=Ji@J;.

- Surge naturalmente o problema de formu-
lar uma condicio necessiria e suficiente
sobre os anéis S; para que todo ideal di-
reito (esquerdo, bilateral) de S seja soma di-
recta de ideais direitos (resp. esquerdos,
bilaterais) dos anéis S;.

O objectivo desta nota é precisamente for-
mular uma tal condicio.

Limitamo-nos a considerar somas directas
com dois somandos; a extensiio dos resulta-
dos obtidos ao caso de » somandos é ime-
diata.

1. Comecemos por estabelecer o seguinte

Lema: Se J é wm ideal direito (esquerdo,
bilateral) da somadirecta R® S dosanéisR e S,
entldo existem ideais direitos (resp. esquerdos,
bilaterais) J, e J, de R e S, respectivamente,
tais que

J=J®Jy,
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se e somente se J possui a sequinte propriedade :
(1) (a,b) e J implica (a,0) e J.

DeM.: A condigio é necessaria, porque,
de (a,b)eJi®Jy, resulta aeJ, e, como
OeJ;, tem-se (a,0)eJj@Jy=—=J.

Para mostrarmos que a condig¢io ¢ tam-
bém suficiente, consideremos os epimorfismos

6:ReoS— R e 03: RS - S,

definidos por
(z,9)h=x e (x,y)0=y

para todo (z,y)eR® S, e sejam J; e J,
os ideais de 2 e S, respectivamente, defi-
nidos por

K= N Ee101))6,
e J—(IN(|0&8))f,.

Vejamos que

-]':r]] @c}g-

Com efeito, se (a,b)e.J;@Jy, entio aeJ;
e da definicio de ./; resulta que (a,0)e.J.
De modo analogo se vé que (0,b)eJ e, por
consequéncia, (a,b)eJ, i.e., Ji@JacJ.
Inversamente, se (a,b)eJ, entio (a,0)eJ,
em virtude da condigdo (1); como (0,b6)=
—(a,b) —(a,0), tem-se também (0,b)e./.
Ora

a=(a,0)0e(JN(Ea|0])h=
b=(0,b)0e(/N(10}e8))8 =,

donde (a,b)eJy@.Jy, i. 0., JCJi@Jy, 0
que completa a demonstragio.

2. Suponhamos agora que a condigiio (1)
é valida para todo ideal direito de R@S.
Entio, em particular, ¢ valida para todo
ideal principal direito de A& S.

Inversamente, se a condigiio (1) é valida
para todo ideal principal direito de RS,
entio é valida para todo ideal direito deR® S

Na verdade, se (a,b)e.J, entio como
(a,b)e((a,b)), onde por ((a,>d)) designa-
mos o ideal prineipal direito gerado por (a,b),
resulta que se tem (a,0)e((a,b))<.J.

Conclusiio analoga se obtém para ideais
esquerdos e para ideais bilaterais.

Por consequéncia, os ideais direitos de
Rea S sio somas directas de ideais direitos
de R e S, respectivamente, se e sbmente
se X e S sio tais que, para todo
(a,b)e RS, se tem (a,0)e((a,?)),
quer dizer, se e sbmente se existem elemen-
tos xe e yeS e um inteiro » tais que
@ ar +na=—a
& {by+nb=0.

Vamos mostrar que o sistema (2) é soli-
vel em ref,yeS e n inteiro, se e sb-

mente se existem inteirvs p e ¢ primos entre
si tais que
(3) paealR e qgbebsS.

Com efeito, se o sistema (2) é solivel,
entio a condigio (3) é satisfeita pondo
p=n—1 6 g=mn.

Reciprocamente, se existem inteiros p e ¢

primos entre si tais que a condigio (3) se
verifica e se p' e ¢/ sdo inteiros tais que

rr+499=1,
entio, pondo n=gq'¢q, vem

(n—1a=—p'pacalk
nb=gq'qbeb S.

Isto significa que existem ze R e te S
tais que

(n—1)a=az e nb=0bt

e, portanto, o sistema (2) é solavel.
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Analogamente se vé que os ideais esquer-
dos de R@ S sio somas directas de ideais
esquerdos de /& e S, respectivamente, se
e sbmente se, para todo (a,b)e R& S, exis-
tem inteiros p e ¢ primos entre si tais que

paeRa e gbeSh.

Seja £ um anel qualquer e seja a um
elemento de /. Pode acontecer que exista
algum inteiro nio nulo m tal que maea R
(resp. ma e Ra). Se um tal inteiro m existe,
entdo existe pelo menos um inteiro positivo
m'(m'=m ou m'= —m) tal que m'aeall
(resp. m'ae L a); ao menor inteiro positivo
n, tal que n,aea R (resp.n,ae Ra), cha-
maremos semiordem direita (resp. semiordem
esquerda) do elemento a. Se um tal inteiro
nio nulo m ndo existe, diremos que a se-
miordem direita n, (resp.semiordem esquer-
da) do elemento @ é zero.

E imediato que, se maea R, entdo n,
divide m.

Na verdade, se n,=—=0, entio m=0 e
o resultado é trivial.

Se n.-+0, entdo de

m=mn,q+r com o0o=Lrmn,,

resulta

ma—n,qa=ra

e, portanto, raeal’

Daqui resulta, pela minimalidade de =,,
que r=0, como pretendiamos.

Conclusio analoga para a semiordem es-
querda.

I5 agora facil estabelecer o seguinte

TeoreEMA 1: FE condigdo necessiria e su-
ficiente para que todo ideal direito de R&S
seja soma directa de um ideal direito de R e
um ideal direito de S, que todo elemento de
Re®S tenha componentes cujas semiordens
direitas sejam primas entre si.

Dem.: A condicio é suficiente. Na ver-
dade, se, para todo elemento (a,b)e R& S,
as semiordens direitas n, e =, sio inteiros
primos entre si, entio a condigio (3) é satis-
feita pondo p=mn, ® ¢=mn,, quer dizer, o
sistema (2) é solavel.

A condigio é necessaria. Na verdade, su-
ponhamos que existem inteiros p e ¢ pri-
mos entre si tais que

paceall e qbeb S.

Entio p e ¢ ndo sio ambos nulos e,
segundo o que anteriormente demonstramos,
n, divide p e n, divide ¢, donde o ma-
ximo divisor comum de =, e =, divide o
maximo divisor comum de p e g, quer
dizer, as semiordens direitas n, e n, sdo
inteiros primos entre si, como querfamos
mostrar.

Deste teorema resulta
seguinte

imediatamente o

CorOLARIO: F condi¢do necessiria e su-
ficiente para que todo ideal direito de ReR
seja soma direta de dois ideais direitos de R,
que para cada elemento de R, exista alguma
unidade direita local.

DeM.: Suponhamos, com efeito, que todo
ideal direito de R @ I é soma directa de dois
ideais direitos de £2. Como, paratodo aelf?,
se tem (a,a)e R® R, do terema 1 resulta
que todo elemento ae 2 tem semiordem
direita n,=1, o que significa que, para todo
elemento ae R, existe alguma unidade di-
direita local.

Inversamente, se para cada ae i existe
alguma unidade direita local, entio todo ele-
mento de /' tem semiordem direita igual
a 1, quer dizer, todo elemento de Re K
satisfaz a condicio do teorema 1, donde
resulta que todo ideal direito de R& 2 6
soma directa de dois ideais direitos de £.

Conclustes analogas para ideais esquerdos.
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3. O caso de ideais bilaterais de Re S
pode ser tratado de modo semelhante ao
caso dos ideais direitos.

Seja R um anel qualquer e seja a um
elemento de /. Se existe um inteiro nio
nulo m tal que

maealk + Ra+ X RakR,

(onde por X Ra R designamos uma soma de
um ntmero finito de elementos da forma
zay, com x,yekR), chamaremos semzor-
dem do elemento @ ao menor inteiro posi-
tivo p. tal que que

paacall + Ra+ ZRa k.

Se n#io existe um tal inteiro nfio nulo m,
diremos que a semiordem de a é zero.

Mostra-se que, se
maeall 4 Ra-+ZRakR,

entio a semiordem de a divide m.
De um modo inteiramente analogo ao visto
anteriormente se estabelece o seguinte

TEOREMA 2: E condigdlo necessdria e su-
Jiciente para que todo ideal bilateral de R® S
seja soma directa de um ideal bilateral de R
e um tdeal bilateral de S, que todo elemento
de R®S tenha componentes cujas semiordens
sejam primas entre si.
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Sobre espacos normados de dimensédo finila

por Menuel Arala Chaves (')

Temos essencialmente em vista com este
artigo apresentar uma demonstragio «cele-
mentar» do seguinte resultado classico
— num espago vectorial real de dimensdo fi-
nita todas as mormas sdo equivalenies — o
ainda indicar algumas consequéncias impor-
tantes deste resultado.

Normalmente, num curso ou tratado de
Andlise estes resultados surgem apés desen-
volvimentos que tornam possivel uma de-
monstragio mais curta do que a que apre-
sentamos (cf., p. ex.°, [1—5.9.1]). No
entanto, atendendo ao condicionalismo actual
das nossas licenciaturas, pareceu-nos de in-
teresse redigir uma demonstragio do resul-
tado indicado que se torne acessivel a um
leitor com preparagio equivalente & dada na
cadeira de Mateméticas Gerais. I neste sen-
tido mais preciso que entendemos o qualifi-

cativo de «elementar» que acima demos a
demonstragiio apresentada. Ainda com o
objectivo de nada pressupormos do leitor,
além do que é tratado na cadeira de Mate-
maticas Gerais, comegamos por indicar al-
gumas defini¢gdes e propriedades de que ne-
cessitamos.

§1. Espagos normados, convergéncis,
continuidade, normas equivalentes

(1) Uma norma sobre um espago vectorial
real(?) £ ¢é uma fungdo real de dominio
E,z — | 2| com as seguintes propriedades:

(1) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura.
(2) IX possivel definir, mais geralmente, norma em
espacos vectoriais sobre outros corpos.



