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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS..DE EXAME "DE

FREQUENCIA E FINAIS

'MATEMATICAS GERAIS

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.* cadeira —
1. exame de frequéncia e 1.° ponto de infor-
macao (1.* chamada) — 31-1-1968.

5687 — 1)
ASBACSD=ANCSEBND.

Prove que

R.: Como
AcB=ANB=A
CcD=CND =0C,
vem
(AnB)N({CND)=AnNC,
ou

(AnC)Nn(BnD) =ANC,
o que prova a tese: ANC<cBND.

2) Estude a comutatividade, associatividade e
existéncia de elemento neutro para a lei de compo-
siglo interna * definida sobre N por axb=a.

R.: Notandoque a*b =a e bxa =b, conclui-se
que a lei ndo é comutativa; como (axb)xc=a e
a#(bxc) =a, aleiéassociativa. Supondo que existia
o elemento neutro e, seria axe=@e#%a=2a 0 queé
impossivel pois exa =e.

1I

'5688—1) Demonstre que o niimero real a=[ 4y, 4;)
é maior do que o mimero real b = [By,B;] se e 50
se 4D By.

Prove que esta relagdo bindria é uma relagio de
ordem definida sobre R.

R.: a>be= AjNB,£E08 = 2"y =D>';y ¢, supondo
satisfeita esta condigdo, € evidente que “F bje By
by << b'; = a'y=>by e Ay e, por outro lado, a'y=b'¢ By,

isto €, Ay D By; reciprocamente, com Ay D By, tem-se
by;eBy=>bje Ay mas Ja'iéBy e portanto a'y ou é
b (se este nimero € racional) ou a'y e By e no primeiro
caso serd possivel escolher ay > a'y tal que ay e B;:
ter-se-a pois em qualquer dos casos AjNBys=¢.
Para provar que se {rata de uma relagdo de ordem
definida sobre R basta verificar que sio satisfeitas as
propriedades tricotémica e transitiva. A primeira de-
corre do facto de se ter sempre A, = ByV A(D

o By V A, C By; a segunda € consequéncia da pro-
priedade transitiva da inclusio de conjuntos.

2) Sejam X e Y conjuntos lineares. Prove que,
sendo Y subconjunto nfo vazio de X, inf X =
Sinf ¥ =<sup ¥ <sup X.

Ache o interior, o exterior, a fronteira, o derivado,
o supremo e o infimo do conjunto X =[2,5[U

22 +1
U{x.w=———-n2+2 (n=1,2,---)},

R.: Sendo YCS X, entio yeY=yeX o que
permite concluir que infX <y =<supX, istoé, infX
€ minorante de Y e sup X € majorante de Y . Logo
infY=infX e supY =supX e, como infY=y= ~»
=supY, vem imediatamente o resultado pretendido.

intX =12,5[, ex¢tX =R —[XU}|0,5{],
2n+1
n? + 2 }
X'=[2,5]U}0}, supX =5, infX =0.

SfrontX = 10,2,5|U {::x—

111

5689 — 1) Seja u, uma sucess3o crescente e v,

uma sucessio decrescente tais que Y ne N u, < v,.
Mostre que as sucesses u, e v, sdo convergentes
e que limuy, = limwv,.

1 5[5
(1+ °g") =y
n

"Valsn — 1

Calcule lim
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R.: Como wy=u,=v,=<vy, o conjunto (u,) €
superiormente limitado e o conjunio (v,) € inferior-
mente limitado o que garante a existéncia de limites
finitos u e v, respectivamente para u, e v,. Ndo
pode ser u > v porque isso obrigaria a ter, a partir
de uma certa ordem, u,>v,. Logoé u=v.

3/5
(1+logn) 50y %tlogu

: n n
lim —
"/stawn =1 ;.‘;_“'.;W._l
3 _logn
5 n
s ,
E o n -log a

onde lim% =1limE =1, e portanto o limite pedido €

igual a .
L 5 log a

- -]

o s
2) N u, convergee I} v, diverge. Demonstre
o 0

oo oo
que ¥ (4, + v,) diverge e que ] w,, onde wy,=
(1]

0
=u, @ Wy =v,(n=0,1,2,...), também diverge.

R.: Sendo 8') z n,, 8i) z v, ¢ 8) z (u,4vy,),
0 o 0
vem S,=8,+ S. e como apenas S, possui limite
finito ¢ claro que S, diverge. Para g série T) 3] w,
1]

tem-se Ty, = S, + S, e portanto T,, diverge.

I 8. C. E. F. — Matemiricas Gerais — 4.* cadeira —
1. exame de frequéncia e 1.° ponto de infor-
macgdo (2.* chamada) — 3-2-1968.

I

5690 —1) Estude a validade do argumento se-
guinte :
n=0
g=sr
PAt
~r\ s

=St

dIonp =54
2 _q=1r

prem.
prem.

8. pAt prem.
4. ~r\ 8 prem.
5. p==r 1,2 mod. ponens
6. ~pVr 5, equiv.
o 3, simpl.
S50 3, simpl.
9, e 6, T sil. disj.
10. s 4,9 sil. disj.
11, B NE 8,10 conj.

2) Supondo que as func¢des f: 4A— B e Q:B‘-—bC
sfo biunivocas, demonstre que a fungfo composta
gof:A— C também é biunivoca.

R.: ajsta,=f(ay) 5= (ay) e como f(a)eB e
f(a:) e B, tem-se f(ay) 5= f (az) = g[f (a1)] 5 g[f (a2)]
com g[f(a)]eC e g[f(a;)]eC. Logo, a;=£ a,=>
= g [f (a1)] 5= g [f (a2)], o que prova a proposigio.

II

5691 — 1) Sabendo que entre dois nimeros racio-
nais hd sempre um nimero irracional, demonstre que
entre dois numeros reais hd sempre um nmimero irra-
cional. Pode concluir-se daqui que qualquer nimero
real é ponto de acumulagfio do conjunto dos mimeros
irracionais? Pode também garantir-se que qualquer
nimero real é ponto de acumulagio do conjunto dos
mimeros reais ? Justifique as respostas.

R.: Dados os ntimeros reais a e b (a <<b) € sem-
pre possivel encontrar dois nimeros racionais r e
s (r</s) tais que a<<r<<s-<<b e,comoenirer e s
existe um niimero ¥rractonal, a proposicio fica demons-
trada.

Em Jh—e¢,%+ [, sendo reR, ha uma infini-
dade de racionais e de irracionais e portanto A ¢
ponto de acumulagio do conjunto dos racionais, do
conjunfo dos irracionais e do conjunto dos reais.

2) BSejam X e Y conjuntos lineares. Prove as
proposigdes seguintes:

— —_

a) (XUY) =Xy’ ) XpuY=XyuY.

Verifique os teoremas para

1
X={z:z=m+:(m,n=1,2,...)}

n+1
Y={ly:y= (n—l,?,..-)}.
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R.: a) Sendo k ponto de acumulagio de XY,
entdo ke X' \ ke Y' e reciprocamente.

b) XUY = XuY)u(XUY)
= (XUY)uUE'UY")
= (XUX/)U(YUX')
=XyUY.
A verificagiio dos teoremas para os conjuntos apre-

sentados ¢ imediata. Tem-se X' = |1,2,3,.:.] e
Y' - |1} .

11

5692 —1) Suponha que (u,) ¢ limitado superior-
mente ¢ £ neN u,<<sup (). Prove que existe
uma subsucessiio u, tal que limuwu, = sup (u,).
3n + 2)n=("|/?—n

Caleule lim (
3n 44

R.: Como sup (u,) ¢ (u,), entdo sup (u,) € ponto
de acumulacdo de (u,) e portanto € sublimite.

3n+2 )n-(“ﬁ-n

30+ 4 y vem

Tomando w, = (

3n+2
3n+4

2
= n? (nt/e_— 1) log (1 — m)

e W

n 3n 4+ 4
2n

'E“(_ 3n+4)

e,como E—1 e n—>1, vem limlogu, = — 2/3 o que
implica limu, = e~%¥3,

logu, = n? ("Ve 1) log (

o oo
2) z converge para S . Prove que 2 (u, 4 1,41)

0 0
converge para 2.8 — u;. Construa uma série diver-

o0 oo
gente E v, tal que z (v, + v,44) convirja.
o (1]

oo o0
R.: Tomando S) 2 u, e 8) 2 (u, + u,y,), vem
(] o
8, =8, + 8,4y —up e portanto S, —>28 — u,.
oo
Considerando a serie 2 (— 1), € facil verificar
0

que ela satisfaz a-segunda parte do problema.

1. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.* cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informa-
¢do — (1.* chamada) — 2-5-1968.

I

5693 — 1) Mostre que a série

2+ 3) )

¢ absolutamente convergente para o> — 1/2 e de-

monstre que a sua soma é f(x) = x + 1 4 /=,
Indique, justificando, os pontos (préprios e impré-

prios) de continuidade e de descontinuidade de

:E-wf(m).

2) Demonstre que o contradominio de uma fungdo
f continua num intervalo fechado [a,b] é também
um intervalo fechado. Em que condigdes o contra-
dominio é o intervalo [f(a), f(b6)]? Justifique a
resposta.

ll!lh
R.: 1) Como lim 2 , @ série €
u, x+1
x
convergenle para =) <1, desigualdade que
X

conduz a x> —1/2. A soma obtém-se facilmente
notando que a série pode considerar-se soma da série
i i x
omélrica
o o x+1
=l x n
ST
Os pontos de descontinuidade de x — f (x) sfox =1,
X=—00 € X= 4 co.

n
) e da série exponencial

2) A justificagio da primeira pergunta € dada pelo
teorema de Cauchy.

O contradominio € [f(a),f(b)] quande m = f(a)
e M=f(b).

II

5694 — 1) Tome a fungfo f definida por
R O=<z<1)

2@ =1)

2 +2(1<2<2).

f(z) =

Calcule f!'(1) e d& a expressio analitica da pri-
meira derivada. Estude em [0,2] a monotonia, og
extremos de f e represente geométricamente a
fungfo.
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Determine a fungio /' com o campo de existéncia
X =[0,2]— |1} e que satisfaga as condigdes se-
seguintes: \fze X F'(x)=f(z), lim FF = 3.

Fr

a

2) Supondo

0 ay Ay

S g +a,=0,
utilize o teorema de Rorre para provar que o poli-
némio ap 2" + ay "' + +-+ 4+ a@,_; ¢ + a, tem pelo
menos uma raiz entre 0 e 1.

Y 2x (0=<x<1)
R: 1) fi(l)=+co e f’(:l:)={1 1=x<2).

Comoem [0,2] ésempre f'(x) >0, a fungdo f é
crescenfe nesse intervalo, apresentando wm minimo
f(0) =0 e um maximo f(2) = 4.

3
_{,.+C

3 0=x<1)

F (x) =
%z+2x+C’ (1<x=x92)

e a condigdio imposta obriga a tomar C=8/3 ¢ C'=1/2"

2) Em virtude da condi¢do dada, a primitiva do
polinémio anula-se para x =0 e x =1 e portanto o
teorema de RoLLe garanie que o polinémio tem pelo
menos uma raiz entre 0 e 1.

11T

5695 — 1) Supondo que lim f'(z) =450,
xm+ 00
recorra A teoria dos levantamentos de indeterminagio
para indicar lim f(x)/z. Qual é o lim f(x)?
o=+ x=+o0

Justifique.

2) Demonstre que, sendo f crescente e convexa
em [a,b], a sua fungdo inversa, f~'!, é concava

(admita a existéncia de derivadas até i segunda
ordem).

f
R.: 1) lim f(x)=A£0= Iim ﬂ_A__#(]
x=+00 =+00 X

(teorema de Cauchy).

f
Se lim f(x) fosse finito entdo lim ) =0.
w08 1=+o0 X

Logoe lim f(x) = oo.
=1 oo

2) (fFY)' = — < 0 e portanto f-' € concava.

(]
[GE

I. S. C. E. F. — Maresdricas Gerats — 4.* cadeira —
2.° exame de frequéncia e 2.° ponto de informa-
¢a0 — (2.* chamada) — 15-5-1968.

) I
5696 — 1) Dada a série de poténcias cujo termo
mn

(n=2), deter-
n (n—1) =
mine o seu intervalo de convergéncia e investigue o
comportamento da série nos extremos do intervalo.
Estude as séries de termos gerais u', (z) e u, (x) e
determine sucessivamente as somas de Zu, (z),

2u', () e Zu,(x), enunciando os teoremas que ti-
ver necessidade de utilizar.

geral é wu, (x) = (—1)"

2) Prove que se uma fungdo real de varidvel real é
positiva ou nula na vizinhanga de = =a e possui
limite quando = —a, esse limite é positivo ou nule.

x+1

Mostre que a fun¢do f definida por f(x) =

¢é continua em Z = |1{U[2,4]U[5, + oo[. Mostre
que sdo aplicdveis os teoremas de Dixt e WeiersTRASS
e verifique-os para f. Ache os extremos relativos de
f em [2,4] e esboce a imagem de f em Z.

R.: 1) A série =Zu,(x) € absolutamente conver-
gente em [—1,1]; Zu', (x) € absolutamente con-
vergente em |—1,1[, sendo simplesmente convergente
para x =1 e Zu, (x) € absolutamente convergente em
] =241,

Zu, (x) = Zu,(x) =log(l +x) Zu,(x) =
=(x+1log(x+1) —x.
2) Sendo limf(x) = A, se fosse A <0 poderia
xe=0
tomar-se § >0 por forma que A + 3 <0 e entio
existiria e >0 tal que xe V (a) = A -3 <f(x) <
< A + 5§ <0 o que € absurdo.

x +1

Para a fungio f(x) = tem-se f(Z)=12/U

U[5/4,3/2]U[1,6/5] ¢ m=f(+co0)=1, M=f(1)=2.
Em [2,4] os extremos relativos sGo M'=f(2)=3/2
e m'="f(4) =5/4.

11

5697 — 1) Resolva os problemas seguintes :

a) Demonstre que a derivada de ordem n da fun-
¢do #— f(x)=x?senz é

x — f™ (z) = 2?sen (x +n%) +
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+ 2nxsen [a: +(n—1) %:l +

+ n(n — 1) sen [:n-{»-(n-——ﬂ)hg-].

arc sen x 1

prevCeena s (I +arcsenzp 1—at

2) Supondo f(a)=g(a) e f(&)=g' () em
[a,5], utilize o teorema de Lacraxee para provar
que f(b) =g ().

Sugestio: Empregue a fungfio auxiliar ¢ (z) =

=f(z) — g ().
R.: a) Fazendo u=1x% e v=gsen x, tem-se
u'=2x, u'=2, u™=0 (n=3) e v =sen (x+n%).

A férmula de Leisxiz da o resultado rapidamente,
b) Fazendo arcsenx =t, a primitiva trans-
forma-se em
t t+1—1
L+ o @+ o

P 1
1+t

=log|1+t| +

1T+ T ®

e portanto
are sen x 1
(1 4+ arc sen x)2 ; Vi—x2 i
i
1+ arcsenx

= log |1 arcsenx| +

2) ¢(b)—¢(@)=(—2a)e'(c) (a<<c<b) epor-
tanto, como ¢ (a) =0 e ¢'(¢)=0, vem imediata-
mente @ (b) =0 que traduz o resultado pretendido.

III

5698 — 1) Desenvolva a fungio x — x? em série
segundo as poténcias de y = log (1 + @) .
Sugestio: Exprima = em fungio de y.

2) Seja f definida, derivdvel e convexa sobre
[a,d]. Prove que, existindo cela,b[ tal que

f(a) =f(b) =f(c), f é constante em [a,d].

R.: 1) De y=1log(l+x) vem x=¢" —1 e
x? =¥ — 2¢e" + 1 donde

SN2 @ yn
xz:? n! yn_2§3+1_
1+ R e-n 14 Per—g 2T

2) As condigies impostas obrigam a existéncia de
dois pontos x; e X3, com a<<x3<<b e b<x;<e¢e,
tais que f' (x4) = ' (x3) =0. Como f'(x) tem de ser
crescente em [a,b], serd f'(x) =0 nesse intervalo o
que implica que f € constante em |a,b].

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Geras — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho (1.* chamada) —
Prova escrita — 24-6-1968.

5699 — 1) Seja U o conjunto |a,b,c,d,e| e
considere as seguintes familias de conjuntos:

a) ¢,U,la,b,c},|d,e}

5) 8,U,la,bl,le,dl,lel,lc,d,el.

Prove que em relagio 4s operagdes de reunido, in-
tersecgfo e complementagio a primeira familia é uma
dlgebra de BooLk e a segunda nfio é.

R.: E faeil verificar que a familia da alinea a)
satisfaz & axiomdtica de uma dlgebra de Boore. Em
relagio & familia da alinea b), basta notar que
~le,d} = la,b,e| ndo pertence a familia para se
concluir que ndo é uma dlgebra de Boors.

2) Ache o intervalo de convergéncia da série
ot 1 x—e\n!
1 (—1)
e ) !

investigando o comportamento da série nos extremos
desse intervalo. Prove que a sua soma é logx.

R.: Notando que

Woiq x—e | x—e

u,

n—1

n €

a serie € absolutamente convergente para

==

=1 O<xzx<<2¢)

e
e divergente para

X—8

>1 (x<OVYx>2e).

Para x=0 oblém-se a série 1+ 33 (—1)**!
2

n—1
que € divergente; para x = 2e obtém-se

L
n—1

1+i(— 1)

que € simplesmente convergente.
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Fazendo

=1+ §-r i (259)”

rem
1 Lok x—e\"?
f1(x) = — -1)
0=+ R-1r (2)7
- 1 1
8erie geomelrica cuja soma € — —-—-—T: x-

i

Entio f(x) € a primitiva de 1/x que se anula para
o x — e\ -1

x =g, islo é logx~1—z(—1)"( A ) -
2

3) Resolva os problemas seguintes:

a) Pesquise os extremos da fungfo definida por
fl@)=|a2~1]|+ || em [—1,2].
b) Caleule Plog(z + ¢/2% + 1).

R.: a) A func¢do dada pode ser definida por

1l—x2—x (—1=x=0)
f(x) =711—x2 +x 0=x=1)
x2—1+4x 1l=x=19)

Em ]—1,0] vem f'(x)=—2x—1 e, como
f'(—1/2)=0 e f'(—1/2) <0, x=—1/2 € ma-
wimizante; dado que f'y(—1) >0 x = —1 € minimi-
zante. Note-se que f', (0) < 0.

Em ]0,1[ tem-se f/(x)=—2x+1 e como
f1(1/2) =0 ¢ (1/2)<0, x=1/2 ¢ maximizante;
como f'y (0) > 0 e anteriormente se obteve f', (0) <O
pode garantir-se que x = 0 € minimizante. Observe-se
que f, (1) <O.

Em ]1,2[ € f'(x) =2x + 1 e, como a derivada
ndo se anula em nenhum ponto deste intervalo, nio
exislem extremantes interiores; fly (1) >0 e ', (2) >0
o que permite concluir que x =1 ¢ minimizante e
x = 2 € maximizanie.

b) Ploy(x+|/x2+1}nngg(x+‘/;z".|'.—1_)_
1 x
__Px(+l/xa+l)

x+\/x?—-|—1

X
‘/x=+1
=xlog(x+yYx2+1)—Vx2+1+C.

=xlog(x + {/xZ+ 1) —P

4) Dada a fun¢fio z = log (e* + ¢") , verifique que

o= oz 0%z 2z o2z
ey =0.
e S 1e P + 97 + 2

R.:
0z e* 0%z exty
dx e +e gx2 (ef+e') iz e~y
dz e Pz etr  gxgy (e + @)
ay_=0‘ +e gyt (ef + e)?

A obtengio das relagies apresentadas € imediata.

5) Mostre que o conjunto das matrizes da forma
A=1[1 a7], onde a é elemento arbitrdrio do corpo
o 1]
K dos elementos, constitui um grupo abeliano em
relagio A& multiplicagio. Ache a inversa de 4 e cal-
cule A" (n inteiro positivo).

R.: Notandogque [1 a|[1 b]=[1 a+b],
[0 1 olhon 4 [G 1 l

ndo € dificil mostrar que € satisfeila a axiomdtica de
grupo comutativo

A=l —a] e A=[1 naT.
(1 Tl e !
6) Sendo A matriz quadrada regular de ordem
n, prove que os sistemas de n equagdes lineares a

n incognitas AX =B e A~'X = C possuem a
mesma solugfio se e 80 se B = 42 C.

R.: De AXm=B resulta X=A"'B ede A" X=C
vem X =AC. Logo A~'B = AC que di imediata-
mente B = A2C.

I.8. C. E. F. — Mareudricas Gerars — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Julho (2.* chamada) —
Prova escrita — 5-7-1968.

5700 — 1) Seja 0 uma colecgio de subconjuntos
de um conjunto U e suponha que ANBen e
~Aeq quando Aen e Ben. Mostre que o é
uma dlgebra de Boore

R.: Sendo A e B disjuntos ANB =@ e por-
anto e e U= ~@eq. Por outrolado AUB =
= ~(~AN~B)ea. Ndo ¢ dificil depois verificar a
veracidade dos axiomas que caracterizam a dlgebra de
Boore.

2) Partindo da igualdade -;—aretgl,fﬂ +

+ arctg 1/3, prove que
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10. « sl 1 4 1
T oo ——— e | — _—— _— —_— — | —
3 s\t +5 T E
2 G | 1)
Ey LT
?i x!n'l-l
R arctgx—zud(—])"m |x|<1

= L do S

—_— - — e — - = PR ey

T Ty g ) R et
1

+¥{— )"3n+| @n+1)
& My 74 1
= 26: 9n 41 (2n+! 7z 3n+!) =
® (—1p /1 1
e e )

3) Resolva os problemas seguintes:

a) Estude a monotonia, extremos e convexidade
da fungiio definida por f(x) = x=log|z|.

b) -Caleule p Y2 +VZ +1 Va+ Ve +1

T
R.: a) fl(x)=1log|x|+1
flix)>0= x<-—1/eVYx>1/e

flx)<0= —1/le<x<lfe
fl(x) =0= x=—1/eYx=1/e

f(x) €crescente em ] —co,—1fe[ e Jl/e, + oo [,
decrescente em | — 1/e,1/e[; possui maximo para
x = — 1/e e minimo para x =1fe.

Como f!' (x) = 1/x, a fungdoéconvexaem ]0,+ oo
e concava em ] — oo ,0[.

b) P‘/"“’”‘*l—P U L
x+1 Vx+1

Fasendo x = t2

2

‘/x -2P PP £ N T

:+1 t24+1 241
=2t —2arctgt =2x —2arctgyx

=2yx +1

1
P
\/x + 1
Logo,

P‘/;+ \/x+1

T =2yx—2arctgy/x + 2¢y/x + 1.

4) Sendo F (z,y)=f[=z + 9(y)], prove que é
satisfeita a relagio

JBRF L IP PR
dr Jxoy dy ox?

F ?F
R.: {%"”[Hx(}’)}a 3;;2 =" [x+g(y)],
sl T P PRGN
g 2 +g(@] &@y
OF
= =f[x+ g(y)] g(y)-
Como
oF 0F
Plchesd'] = fl [x )] £ "(y
T x+gMIf'[x+ g )]s (¥)
e
oF F 1 "
W__d_;?—f'[x-}-g{y)]f [x+eg(y)]e" (),

esta provada a relagdo.

5) Demonstre, sem calcular os valores dos deter-
minantes, que

b+e c+a a+b |=2.]la b ¢
bytey egtap agt+dy ai; by o
bytc; cata; ap+az| . as by e
R.: De facto,
~2%a b clmja B c]l+la b ¢
a by ¢ a; by cy ag by ¢
a; b ¢ a; by ¢ a; by e
=|a+b b+e c|+|a a+b bte |=
ag+by bytey ¢ ay ag+by byte
a;+by bat+e; e a; az+b; byte; ,
=|b+e ¢ a+b|4+|b+e a a+b |m
bit+e; e aj+by by+ey ay aj+by
bat+ez e a+bs ba+c; a; ax+b
=| b+e c+a a+b
by4+ecy cyj+ay 81+bl
ba+ec; ca+a; a+b,

6) Estude o sistema de equagdes lineares sobre o
corpo R

22y — o2+ @® +
$1+2:tz-- @3 + 4w4=2

2+ Tey—4ax3+ 1llzy=a

Z‘—l
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R.: 2 —1 3 g 8 |

e
[

|
[y

S O
)
4

b3
|
[
-
[y

I Sioyis
0 =5 3-—7! ~3J
[wQ S5e—8 Sgilia

I 2
0 =5 3_7E ~3]
SO = 0 0 015

Se a5 o sistema é impossivel. Se a =15 o sis-
tema € possivel duplamente indeterminado com

4 1 6
Xy = =g = —X
1 5 5 3 5 4
3
Xg—g'f--gxg—z-x‘.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Outubro — (1.* cha-
mada) — Prova escrita — 2-10-1968.

5701 — 1) Estude so ponto de vista da reflexivi-
dade, simetria e transitividade as seguintes relagdes
bindrias :

a) s Ryx e y sfo primos entresi (z e y
inteiros) )

b)) zRy¢=z—y<l (z e y reais)

¢) Ry |z —y|<3 (z e y reais).

2) Ache a soma da série redutivel

‘”l n24+3n4+2
= °g[ n(n+3)

1
3) Resolva os problemas seguintes:

a) Aplique o teorema dos acréscimos finitos a
fun¢fio definida por f(z) = a + b= + ce*= no inter-
valo [x,x + %]. Calcule 6 na férmula f(x + &) —
—f(@)="hf (x+ 6k e mostre que 6§ ¢ indepen-
dente de x.

b) Calcule P sen (logwx).

4) Escreva os trés primeiros termos da férmula
de Tavror segundo as poténcias de = — 1 para a

fungdo x— o (z) definida implicitamente por 22 + 32 —
—4zy+2=0.

5) Adicionando a 1.* linha & ferceira e compa-
rando depais as 2.* e 3.* linhas, mostre que é nulo
o determinante

A= 1 cos a cos2al.
cos a cos2a cosd a
cos2a cosda cosd a
6) Diga-se
el e 5] 0
1 -2 0 10
0 ge s =1 4
1 -2 8 -2 0

.

constitui um sistema fundamental de solugdes para o
sistema de equagdes

2+ xp 23+ 25+ x5=0

3zt a3y + 25=0
T+ a3+ 2y + x5=0

Sy +xp+ 23+ 25+ 25=0

Justifique a resposta.
R.: 1) a) ndo refiexiva, simétrica e ndo transi-
tiva

b) reflexiva, ndo simétrica e ndo transitiva
¢) reflexiva, simétrica e ndo transitiva.

2) Como

2 [n3+3n+2 (n+1){n+2)

n(n + 3) n(n+3)
: n+2 7 n+3
= 820 TV
vem .
n+3
— — = 3.
S, = log 3 log(n+1) e S =log

38) a) Como f(x+h)—f(x)=bh4ce**(e*?—1)
e fl (x+06h) =b +ace**FTD 5 teorema dos acrés-
cimos finitos estabelece que bh + ce®* (e*® — 1) =
=h[b+ace*®tN] com 0<o<1. Desta rela-

A 1 e%h _ 1
¢ido vem 0 = ——Jlog| ———— ) o0 que prova que 6
ah ah

¢ independente de x .

b) Psen (log x) = x sen (log x) — P cos (log x)
= x sen (log x) — [x cos (log x) + P sen (log x)]

= x sen (log x) — x cos (log x) — P sen (log x)
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e por{anto
1
P sen (log x) = 1 [x sen (log x) — x cos (log x)].

4) Para x =1, obtém-se da equagiio dada yy=1
e yy =3 e como, além da continuidade das devivadas
parciais de f(x,y) ¢ f',(1,1)5£0 ¢ ,(1,8)5£0
existem duas fungies implicitas x—» gy (x) e x© —» g (x),
respectivamente nas vizinhangas de Py(1,1) e Py(1,3).

Notando que
dy 2x —4dy 2y — x

dx 2y —4x =y—2x

[
i g ﬂy < dy 2
oy Srrmgren (5D
d x2 o ﬂ ]
obtém-se
p(x)=1— (x—1)+6(x—1)2+:--

g2(x) =3 +5(x—1) —6(x —1)2 4 -+

5) Depois de efectuada a operagio indicada, a
terceira linka fica constituida por ay =f2cos?a
a3 =2c0s2acosa ag =2cosB3acosa e verifica-ze
Sacilmente que é o praduto da 2.% linha por 2cosa. De
acords com as propriedades elementares dos determi-
nantes, A =0.

6) A caracteristica da mairiz do sistema homo-
géneo € 3 e portanto € indeterminado de grauw 2.
O sistema possuird apenas duas solugies independentes
(sistema fundamental) e portanto pode garantir-se que
as solugies apresentadas ndo constituem um sistema
Jundamental de solugies. Achando a caracteristica da
matriz apresentada, obler-se-a 2 e ndo € difieil veri-
ficar que apenas sdo independentes as, duas primeiras
linhas-solugdes.

I. 8. C. E. F. — Mareufricas Gerais — Exame final —
Epoca de Outubro — 2.* chamada — Prova escrita
— 10-10-1968.

5702 — 1) Considere o conjnnto B=}a,b,c,d}.
Mostre que B ¢ uma dlgebra de Booie se «+»
a><n e a~» sio definidas do modo seguinte:

+ab[c d X||la|b|e]|d ~
TTTcd Taaa? TT
slfofefala|l sfals|als| &le
Tcdcd cllalale T_b-_
-;-dddd .—d——abcd 77

o
@
2) Dada a série 2 log cos % utilize a férmula
]
sen20=2senfcos 6 para mostrar que S,=log senz—

x
—nlog2 — logseu—g-. Prove que a soma é S =

sen «
ulag( )
@

3) Resolva os problemas seguintes:

a) Determine m e n por forma que a imagem da
fungio definida por f(x) = log (mx + n) passe pelo
ponto M (2,0) e possua a assintota de equagio
X =1. Mostre que f(z) & concava.

b) Caleule P tg?y/x .
4) Mostre que

Sf@,y) =k @Gras + Hy)M (343, =1)

é homogénea e verifigue o teorema de Euvier. De-
monstre que ¢ (z,y) = lim f(c,y) ¢é ainda fungdo
=]

homogénea com o mesmo grau de homogeneidade.

5) Ache i e j por forma que seja par o termo
a,; ay a,; Gz5 a3 de uma matriz de 5.* ordem,

6) Utilize a teoria dos determinantes para estudar
o sistema de equagdes lineares

T+ ®;+ my— 4
22y + @ — 223 =—1
Swy 4+ Jap — By =
—3r -2z + xzm= a

R.: 1) Basta verificar os axiomas que caracleri-
zam uma Glgebra de BoovE.

2) Da férmulu trigonométrica lira-se logcost =

x
== log sen 2 0 — log sen 0—log 2 e portanto log cos i

= log sen

x
— log sen T log 2, donde resulta

91
imediatamente a férmula apresentada para S,. Escre-
vendo 8, na forma

sen x
8°n X x
8, =1 = [ _—
%9 - G sen x/[2° 2
sen o —

obtém-se facilmente lim 8, = log (sen x) .
X
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3) a) As condigies apresentadas exigemn

2m+n=1 m=1
2
Como f''(x) = —m<0, a fungdo € con-

cava.

b) Fazendo x = {2, vem

Pi?Yx =2Ptig?t
= 2Pt (sectt — 1)
=2Ptsec?t— 2Pt
=2[ttgt — Ptgt] — ¢
=2ttgt + 2/og|cost| — t2

=2Vx tgy/x + 21log|cosy'x | —x.
4) f(tx,ty) =k[3(tx)% + 3 (ty)* =
=tk (3y x& + 3, ya)Pl*
e portanto f (x,y) € homogénea de grau h.
1!, = kh 8§ (3; x2 + 5, ya)B/A) =1, xo—1

ff, = k h 3 (3 x& + §, ya)®@)—1, ya—1

e o teorema de Evren € de verificagio imediata :

xfl, + yfly=hf.

ANALISE

F. C. L. — Axdvise IsFrsaresiwarn 11 — 19-10-68.

I

5703 —a) Continuidade uniforme em espagos mé-
tricos,

b) Seja E um espago normado. Prove que se
existe em E uma bola fechada de raio >0, com-
pacta, todo o conjunto limitado e fechado de E é
compacto. :

¢) Defina espago conexo e conjunto conexo. Prove
que R*— |(0,0){ com a topologia induzida por R?
é um espago conexo.

II

5704 — a) Desigualdades de Cauchy. Teorema de
Liouville.

Como (83;x% + 3,y2)le ¢ a média geral de x%* e
y& tem-se lim (3 x% + 3, y%)lle = x¥' y¥2 (media geo-
=0 ¥

métrica). Logo,
¢ (x,y) = limk (3 x% + 8, y2)"/* = kxPlyhds
2=0
e nio € dificil verificar que o (x,y) também € fungdo
homogénea de grau h.
5) i=m1, j=4.

6) A caracteristica da matriz dos coeficientes é 2.

1
Tomando o determinante principal A = At 1,
obtém-se os determinantes caracteristicos
Jat 1 4
Ay=|2 1 —1]|=0
5 3 2
e
1 1 4
ﬂr‘ = 2 18 B e L
—3 -2 a

Com ast — 3 o sistema € impossivel e com a=—3
€ possivel indeterminado de grau 1. Neste caso a so-
lugiio € xy = —5 +3x3 ¢ x5 =9 —4x;.

Enunciados e solugdes dos n.°* 5687 a 5702 de Fernando de Jesus

INFINITESIMAL

b) Prove que se f(z) é holomorfa em C e tem
um pélo de ordem % no ponte oo, f(z) é um poli-
némio de grau k.

I1I

5705 —a) Determine f (z) holomcrfa em C e
tal que

Ref(z+yi)=at—3zy’ + =,

S (2)

1 f(®)
minadaem a), ¥ () =re*, 0t 2n 0 71,

F@) =0.

dz sendo f a fungio deter-

&) Caleule

¢) Calcule pelo método dos residuos

f ®  genacx i
0 z (z* + a?)

Enpunciados de V. Ferreira

x, aeRt.



