GAZETA DE MATEMATICA

O que é a Anélise Ndo-Standard? (I)

por A. J. Franco de Oliveira (%)

1. Introdugso.

A Andlise Ndo-Standard (ANS, daqui em
diante(!)) é essencialmente um método mate-
matico, método novo com caracteristicas ori-
ginais, baseado em alguns resultados funda-
mentais da Zeoria dos Modelos, ramo recente
(uma vintena de anos) da Légica Matematica,
em pleno florescimento. As suas raizes, e
também a sua motivagio, mergulham, con-
tudo, no passado.

Sido conhecidas as tentativas (infrutiferas)
de fundar o Calculo Diferencial numa teoria
coerente dos Infinitamente Pequenos (Infini-
tédsimos, ou Infinitesimais) e Infinitamente
Grandes por LeiBNi1z, NEWTON e sucessores;
incluindo o préprio Cavcny. A Teoria dos
Limites, impulsionada por WEIERSTRASS, aca-
bou, porém, por ser preferida & primeira (2).
Pois bem, a ANS, inicialmente orientada
para esse fim, permite, entre outras coisas,
uma formulagio consistente e satisfatéria do
método dos infinitesimais(3), e, tal como outras
grandes descobertas, sio ja em grande ni-
mero e variedade os resultados estabelecidos
via ANS, para os quais ainda n3o tinha sido
encontrada solugiio por métodos «standard».
Por outro lado, muitos resultados e teorias
classicas ganharam novo alecance e significa-
¢io quando interpretados ou reformulados &
lnz da ANS(%). Na verdade, o método é
extensivo a toda a Anélise, cliassica ou fun-
cional, e poderd ser de grande utilidade em
Geometria Diferencial, em disciplinas como
Mecanica Analitica, Quantica, e, em geral, na

(*) Bolseiro do Instituto de Alta Caltura. -

formulagio de diversos conceitos da Fisica.
Julgamos n@io exagerar ao antever uma nova
Pedagogia no ensino das nog¢des fundamen-
tais do Calculo, apoiada nos infinitesimais. ..

Convém observar desde ja, porém, que nio
héa grande novidade nos instrumentos mate-
maticos (ou Légicos) em jogo: nfio ha neces-
sidade de nenhum axioma novo da Matema-
tica. Apenas se fez um uso criterioso de
resultados conhecidos. Esses resultados é
que sio extraordinarios, em si préprios, e
certamente impensaveis na época recuada
dos fundadores da Analise moderna. Existe
mesmo um processo geral para transcrever
toda a demonstragio na ANS numa demons-
tracio classica, «standard». As razdes do
interesse que tem o novo método siio outras:
a sua fei¢io intuitiva marcada indica-o parti-
cularmente como método de descoberta, o que
justifica algumas das nossas observacgoes
anteriores.

O objectivo deste primeiro artigo é des-
pertar interesse pelo assunto, criar um
ambiente de receptividade, indicar algumas
leituras basicas indispensaveis. Porque, efecti-
vamente, ainda ha (muito) quem olhe com
desconfianca estas coisas da Légica Matema-
tica, da Metamatematica, dos préprios Fun-
damentos, etc., e outros ha que julgam as teo-
rias apenas em funcio dos seus resunltados
praticos--- Em consequéncia, a discussio é
relativamente informal, para as demonstra-
¢des remetemos as notas bibliograficas. Num
segundo artigo, desenvolvemos o método e
fazemos algumas aplicagdes. Esperamos igual-
mente, em artigos de outra indole, proceder
a divulgaciio de alguns conceitos e resultados
essenciais da Loégica Mateméatica, nomea-
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damente da Teoria dos Modelos, que servem
de base as investigagdes e desenvolvimentos
actuais,

2. Lingusgens formais.

Pressupomos alguma familiariedade com o
Calculo de Predicados Elementar, nos aspec-
tos descritivo-semintico e sintatico-axioma-
tico. Para facilitar a leitura, recordamos
alguns conceitos e notagdes, e enunciamos
alguns resultados porventura menos conhe-
cidos mas de importincia decisiva na formu-
lagio do que segue (°).

Os sistemas 16gicos adoptados hoje em dia
para a descrigio e formalizagio das teorias
matematicas sio linguagens formais, no sen-
tido abaixo indicado, de que é exemplo o
Calculo de Predicados Restringido (ou de
1.* ordem, por se quantificarem apenas as
variaveis). Outro exemplo hastante completo
é fornecido por BourBaki na sua «Théorie
des Ensembles». De momento, interessa fixar
a nogio de linguagem (ou teoria) formal de
Primeira Ordem, L, o que se faz comu-
mente especificando as seguintes condigdes:

A) sio dados certos simbolos, chamados
simbolos de L: (simbolos de) varidvers indi-
viduais @, ,a5,5,--- em quantidade infinita
numerével ; (simbolos de ebjectos individuais,
ou-) constantes individuais a;,09,05, ++,dz,-+-
em quantidade finita ou transfinita ; simbolos
(de relagdes, ou-) relacionais Aj(,---,),
j=1,2,3, (indice de numeragio dos
simbolos), £ =0,1,2,... (indice que indica
o nimero de argumentos); simbolos (de fun-
gdes, ou-) funcionais ff(,::+,), j,k=1,2,3,e.-;3
(simbolos dos) conectivos 16gicos ~ (negagao),
V (disjungio), A (conjungio), = (implica-
¢iio), «= (equivaldncia); e, finalmente, dos
quantificadores 16gicos (°# ) (universal), (3 )
(existencial).

Podem ainda considerar-se como simbolos
de L os parénteses [ e ] que desempenham
am papel de pontuacio.

B) Regras de formagdo de termos: as va-
ridveis e as constantes individuais sdo termos
e, 80 b,-++,k sdo termos e j}"(,--».) é um
simbolo funcional, fF*(t;,-++,t) é um termo.

Nio ha outros termos além dos determinados
por estas regras.

C) Regras de formagdo de férmulas: se
'; s++ 4 ke 830 termos e A;(, -++,) 6 um sfm-
bolo relacional, Aj(t,---,k) 6 uma fér-
mula, dita atémica. Se A é uma férmula (8),
[~A] é uma férmula, e se A e B sio fér-
mulas, [AV B], [AAB], [A=>B], [A<B]
sio também férmulas. Se A é uma férmula
em que niio ocorrem as expressdes «(% x)»,
«(3 x)», entio [(**x)A] e [(3x)A] sdo for-
mulas. Nio hA outras férmulas além destas.

Supomos intnitivamente claro o que se
entende por «e«(f x)» ocorre em A», B
ocorre em A», etc. Ignalmente supomos
conhecida a distingio entre ocorréncia livre
(i. e. niio quantificada) e ocorréncia muda ou
aparente (i. e. quantificada) de uma variavel
numa férmula. Para indicar que numa férmula
A pode ocorrer livre a variavel x usamos a
notagio A (x). Representamos entio por
A(a) o resultado de substituir em toda a
parte x por a em A(x). Anilogamente
para duas ou mais variaveis. Na férmula

() [[Er)Ax,y)]=A(x,2)]]

as varidveis x e y ocorrem mudas, enquanto
z ocorre livre. Adoptamos as convengdes
usuais para simplificagiio da escrita supri-
mindo paréntesis, desde que essa supressio
nio comprometa a legibilidade das férmalas.
A férmula acima escrever-se-i simplesmente
(¥ x)[Ay)A(x,y)=A(x,2)]-

Uma férmula sem variaveis livres (quer
dizer, sem ocorréncias livres de variaveis)
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diz-se fechada. A terminologia introduzida
encontra a sua justificagio ao pretendermos
interpretar a nossa lingnagem formal num
determinado dominio mateméatico, como se
vera no paragrafo seguinte.

D) Juntamente com os sfmbolos e as
regras anteriores, ¢ costume especificar um
certo niimero de regras que determinam a
classe dos Teoremas de L. Algumas destas
regras estabelecem que certas férmulas,
8do teoremas; estas formulas dizem-se entdo
axiomas de L. Outras, sio regras de infe-
réncia, a mais importante das quais é a classica
modus ponens: se A e [A=>B] sio teoremas
entio B é um teorema. Ha que distinguir os
ariomas légicos, comuns a todas as teorias for-
mais (de 1.* ordem), dos axiomas préprios,
que variam de teoria para teoria. As regras
de inferéncia sio também, geralmente, comuns
a todas as teorias. I para né6s indiferente o
sistema de axiomas (l6gicos) e de regras de
inferéncia a adoptar (7).

Supomos portanto definida, para cada lin-
guagem ou teoria formal I, a classe dos
teoremas de L, por um qualquer dos pro-
Cess08 usuais.

Indica-se que uma férmula A é um teo-
rema de I escrevendo

|_LA}

ou simplesmente |— A, se nio houver possi-
bilidade de confusio. Dado um conjunto XK
de férmulas de L, dizemos que A 6 dedu-
tivel de K, e escreve-se K|-rA (ou sim-
plesmente K|— A) se A for um teorema da
teoria que se obtém juntando aos axiomas
de L as férmulas de K.

Em geral, uma teoria L' diz-se uma exten-
sdo de uma teoria L se todos os simbolos
de L forem simbolos de L' e todo o teo-
rema de L for um teorema de L' (basta
para tanto que todo o axioma préprio de L
seja um teorema de L').

Exeupros. I Teoria (de 1.° ordem) dos
sistemas parciulmente ordenados. A linguagem
formal dos sistemas parcialmente ordenados

tem dois simbolos relacionais 43(,), 43(,),
niio tem constantes nem simbolos funcionais.
Escrevemos x;=a; e x; La; em vez de
A (zi,2) © A}(2:,)) respectivamente, para
usar a notagio comum. Nesta teoria sio
axiomas proprios as férmulas:

1) (W ) [y == @]

(2) (Mx)(Vag)[r =dp =79 = ]

(3) (W a’l‘](Vrﬂ(V xg) [ = v =
=[xy = 25 = ; = x5]]

(4) (W 1) (W ag) (W a05) (W @) [y =25 A

ATy =4 \ Ty Lxg= 25 L]
®) (¥ @) [ £ 2]
(6) (M a) (M ) [y £ 29 A

N Ty L&y =y = Ty)

(7 (W @) (W arg) (W @5) [y Lag A

A Ty L x5g= ) L 5)

II Teoria (de 1. ordem) dos grupos.
A linguagem formal dos grupos tem um sim-
bolo relacional A3}(,), um simbolo funcional
f2(,) e uma constante a;. Escrevemos mais
uma vez x;=a; em vez de A?(x.-,x_;) e,
para [usar a notacgio aditiva, pomos a; 4 ay
em vez de f2(xi,x;)) e 0 em vez de ay.

Sio axiomas préprios os trés primeiros axio-
mazs do exemplo anterior e ainda os se-
guintes :

B) (Fax) (W xg) (W ) [y =5 =
==} [.‘.!,‘1 =+ Tg=Iy By Ty /\‘J‘? + &y =TIz + .’.l"l]]

9) (W) (W) () [+ (rg+a5) =
= (73 + x9) + 5]

(v @) [0+ 2 = a]
(O @) (3 ag) [ + oy = O].

(10)
(11)
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A teoria dos grupos abelianos, em que tam-
bém é axioma préprio a férmula

(O &) (W @) [y + 79 = x5 + 7],

é uma extensido da teoria dos grupos.

OBsErvAagio. Ha evidentemente outras
formulagdes equivalentes destas teorias. Em
particular, pode formular-se a teoria (de
1.* ordem) dos grupos com simbolos relacio-
nais sdbmente, utilizando, por exemplo, um
s6 simbolo relacional, A (xy , @9 , ¥5) MO
lagar de @ + a3 = @5. Os axiomas teriam
de ser formulados em conformidade. Estas
observacdes estendem-se naturalmente a todas
as teorias formais com simbolos funcionais
e com igualdade, i. e. com um simbolo rela-
cional A7(,) tal que sio axiomas préprios
as férmulas (1), (2), (3) e num ou mais axio-
mas de substitutividade (que exprimem que
eobjectos iguais devem ter as mesmas pro-
priedades», (4) e (8)) conforme os simbolos
relacionais e funcionais em presenga, de modo
que estes sio feoricamente dispensaveis.

Uma linguagem (ou teoria) formal L
diz-se (formalmente) consistente se nio existir
em L uma férmula A tal que A e [~A]
sio teoremas de L (8). Mais geralmente, um
conjunto K de férmulas de L diz-se (for-
malmente) consistente se, juntando as férmu-
las de K aos axiomas de L, a teoria L'
assim obtida é consistente. Caso contrario,
K (em particular, |A}) diz-se contraditéria.
Como se sabe, numa teoria contraditéria,
toda a férmula é um teorema.

Chamamos vocabuldrio de um conjunto K
de férmulas de L ao conjunto de todos os
simbolos (relacionais, funcionais, constantes,
etc.) que ocorrem nas férmulas de K.

3. Estruturas, interpretagdes, modelos.

As linguagens formais de 1.* ordem sio
puficientes para definir e descrever muitas
propriedades das estruturas matematicas

correntes, nomeadamente muitas estruturas
algébricas.

Recordemos que uma estrotora (de 1.
ordem) é um par <3 ,&f> constituido por
um conjunto ndo vazio A/ e um sistema &
de relagdes unarias, binarias, etc., definidas
em J (uma relacio de ordem zero em M
identifica-se com um elemento de A (9)).
Por abuso de lingnagem, chamamos estrutura
ao préprio conjunto M (que & apenas o
suporte da estrutura), quando nio haja neces-
sidade de especificar as relagdes da estrutura
em causa.

Para descrever uma eetrutura 3 por meio
de uma linguagem formal L & necessario,
pois, interpretar esta em A . Uma interpre-
tagdo de uma linguagem (de 1.* ordem) L
numa estrutura (de 1.* ordem) A/ é uma
correspondéncia (unfvoca) que a cada cons-
tante de um subconjunto do conjunto das
constantes de L associa um elemento de
M, e a cada simbolo relacional Aj(,.--,)
de um subconjunto do conjunto dos simbolos
relacionais de L associa uma relaciio k-aria
em M (10). Podemos desde ja supor que L
contém simbolos em quantidade igual ou su-
perior a4 dos elementos ou relacdes corres-
pondentes em M. Dada A, se esta condigiio
nio se verificasse, consideravamos uma exten-
sio L' de L conveniente; vé-se facilmente
que as consideracdes seguintes nio dependem
significativamente da extensdo particular que
se tome.

Uma férmula A de L diz-se interpretada
em M se todas as constantes ou simbolos
relacionais de A tém correspondente em M
(com respeito & interpretacio dada). Por
outro lado, as variaveis livres de A tém
como edominio de variagio» o conjunto M.
A definicio estende-se imediatamente a um
conjunto de férmulas de L.

Suponhamos fixada uma interpretacio de
L numa estrutura M, e consideremos uma
féormula qualquer A, fechada, interpretada
em M. Definireomos em seguida a nogho
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semintica de férmula verdadeira em M (com
respeito a interpretagio dada)():

() Se A é uma férmaula atémieca,

A= 45 (e, 10)(%),

sendo t,---,l interpretados nos ele-
mentos t';,--.,%, de M, entio A 6 ver-
dadeira (em 1M, com respeito .-.) se e 86
se o sistema (t';,..-,?;) verifica a relagio
R; em M correspondente ao simbolo rela-

cional A}‘(, .-+,), na interpretaciio dada (por
outras palavras, (¢;,..-,%%) pertence ao
subconjunto R de M").

() Se A=[~B], entio A 6 verdadeira
sse (abreviatura de «se e s6 se») B ¢ falsa
(ver nota (11)); se A=[BV C], A é verda-
deira sse B é verdadeira ou C ¢ verdadeira;
se A=[AAC], A é verdadeira sse B e
C siio ambas verdadeiras; se A=[B=C],
A 6 verdadeira sse C 6 verdadeira ou B e
C sio ambas verdadeiras; finalmente, se
A=[BC], A é verdadeirasse B e C
sio ambas verdeiras ou ambas falsas.

(@7) Se A =[(3x)B(x)], A 6 verdadeira
em M sse existe uma constante a de L tal
que B(a) é verdadeira em M (a corres-
ponde necessiriamente a um elemento a' de
M por meio da interpretagio dada). Se x
ndo ocorre em B, deve entender-se que A
é verdadeira sse B o for. Se

A = [(* x)B(x)],

A 6 verdadeira em M sse para toda a cons-
tante 8 de L com elemento correspondente
a' de M (por meio de interpretagio dada),
B(a) 6 verdadeira em M.

As condigdes anteriores determinam, para
toda a férmula fechada de I, se ela é ver-
dadeira ou falsa em M (com respeito a in-
terpretacio dada). Note-se que a verdade ou
falsidade de uma férmula fechada A inter-
pretada numa estrutura I, depende apenas da

interpretacio das constantes e simbolos rela-
cionais que ocorrem em A (i. e., da corres-
pondéncia entre esses simbolos e os corres-
pondentes elementos e relagdes de JM). Estas
observacgdes estendem-se de maneira O6bvia
a um conjunto qualquer de férmulas de L.

Seja K um conjunto de férmulas fechadas
de L., M uma estrutura, e ®(L ;M) (ou
simplesmente ®) uma interpretagio de L
em MM tal que todas as férmulas de K estio
interpretadas em M. Se todas as férmulas
de KX sio ®-verdadeiras (quer dizer, sio
verdadeiras em M com respeito a ®), dize-
mos que M 6 um modelo de K (com res-
peito a ®). Em particular, se uma férmula
(fechada) A é ®-verdadeira, M é um mo-
delo de A. Um modelo da classe dos teore-
mas de uma teoria formal I diz-se um
modelo de I . Basta, para tanto, que seja
modelo do conjunto dos axiomas de L (13).

Exempros. I’ Um modelo da teoria for-
mal dos sistemas parcialmente ordenados
(Exemplo I) diz-se um sistema (ou conjunto)
parcialmente ordenado. Para qualquer con-
junto E, a estrutura < &(E),C > é um
modelo da referida teoria com respeito a
interpretagio que associa o simbolo relacio-
nal £ a relacio de inclusio em &(E).

II’ Chama-se grupo a todo o modelo da
teoria formal dos grupos (Exemplo II). Dei-
xamos ao cuidado do leitor a concretizacio
destes modelos.

Um conjunto K de férmulas fechadas de
L diz-se (semanticamente) consistente se pos-
suir um modelo. No caso contrario, diz-se
(seménticamente) contraditério. O leitor defi-
nira, por analogia, os conceitos correspon-
dentes para uma férmula (fechada) e para
uma teoria formal L.

Se uma férmula fechada A é verdadeira
em todo o modelo de um conjunto de férmu-
las fechadas K (onde K U {A} seja inter-
pretado), A diz-se consequéncia (semintica)
de K; escreve-se entio K|=—A. Se A
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for verdadeira em toda a estrutura onde
seja interpretada, entio A dir-se-i uni-
versalmente (ou légicamente) valida, e nesse
caso escreveremos [—A. Veremos no para-
grafo seguinte algumas relacdes entre estes
conceitos seminticos e os correspondentes
conceitos formais (ou sintaticos, fim do para-
grafo anterior).

Duas estruturas < M,&> e <M ,& >
dizem-se semelhantes se &= &', i. e. se tive"
rem as mesmas relacdes. Dadas duas estru-
turas semelhantes M e 1, M diz-se uma
subestrutura de M’', e M uma extensdo de
M, quando e 86 quando MC M’ e para toda
a relagiio n-iria B de M e M e todo o
sistema de n elementos de M ,b=(d;,---,b,),
b verifica R em A sse b verifica R em M.

Sejam M, M' duas estruturas semelhantes
tais que M’ 6 extensio de JM; considere-
mos uma interpretagio de L em A (que
induz, naturalmente, uma interpretagio de I
em AM). M diz-se uma extensdo elementar
de M se, para toda a féormula fechada A
interpretada em M e M’ cujas constantes
siio todas interpretados em M ,A é verda-
deira em M e M’ ou nio é verdadeira numa
nem noutra (com respeito & interpretagio
dada), (14).

Intuitivamente, se A' é extensio elemen-
tar de M, M' e M tém as mesmas proprie-
dades formais expressas por férmulas de L
nas condigdes indicadas (ver notas (1) e (9)).

4. Teorema da Compacidade, Mode-
los Nao-Standard, Infinitesimais.

Neste paragrafo designamos por L; um
Calculo de Predicados Restringido (ou de 1.*
Ordem), que 6 uma linguagem formal sem
axiomas proéprios.

Comegamos por mencionar, gem demons-
tracio, alguns resultados centrais da Logica
Matematica e da Teoria dos Modelos, conhe-

cidos pela designagio geral de Metateore-
mas (15).

E sabido que todo o teorema de L, 6
universalmente valido. Inversamente, toda a
formula fechada de L, ldgicamente valida
6 um teorema de Z,(16). Em resumo, para
toda a féormula fechada A de L,

|—A sse 1 A.

Outro resultado fundamental mas ndo tdo

conhecido é o chamado

TeorkEMA DA CompAciDADE. Se toda a
parte finita de um conjunto K de férmulas
fechadas de L, possui um modelo, entdo K
possut um modelo.

A demonstragio faz apelo a um poderoso
método da Teoria dos Modelos, de natureza
algébrica, baseado na construcio de ultra-
produtos de estruturas(17), cujas aplicacdes
tém crescido de maneira espectacular nos
altimos anos. De momento, assinalemos ape-
nas que ele também pode servir para a
construgio de modelos nio-standard da ana-
lise, no sentido abaixo indicado.

Congideremos a estrutura (de 1.* ordem)
dos nimeros reais R; seja K o conjunto
das férmulas fechadas de L,; interpretadas
em R, i. e. em que ocorrem constantes
correspondentes (com respeito a certa inter-
pretagiio, que supomos fixa, até nova ordem)
aos elementos de R, e simbolos relacionais
correspondentes a todas as relacdes de todas
as ordens definiveis em R. Seja Kr o sub-
conjunto de XK formado pelas férmulas fe-
chadas de K que sio verdadeiras em R.
Note-se que apesar de nao ocorrerem sim-
bolos funcionais, algumas formulas de Aj
podem interpretar-se como dizendo respeito
a certas fungdes reais de (uma ou mais) va-
riavel real. Consideremos a fungio real f
de domfnio D contido em R, e seja F(,)
um simbolo relacional tal que, se as cons-
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tantes 8 e b correspondem aos elementos
a e b de R, F'(a,b) é verdadeira em R
sse a' pertencea D e &' = f(a). Podemos
igualmente dispér de um simbolo relacional
D( ) tal que D(a) é verdadeira em R sse
a' pertence a D. Entio a férmula de Kz

(W x) () [£(x, y)= D (x)]] A
A (¥ x)[D(x)=[Qy)(V2)[F (x,y)A
[F(x,z)=1(y,2z)]]]]

pode interpretar-se do modo indicado, inter-
pretando I(,) como sendo a relagio de
igualdade em R.

No vocabulario de Ay figura também um
simbolo relacional N( ) tal que N (a) é
verdadeira em R sse @' é um nimero na-
tural.

Deste modo podem formalizar-se em Xy
emuitas» propriedades dos nimeros reais, de
fungdes reais (com domfnio especificado), ete.
(o cardinal de Ky 6 2°¢, sendo ¢ o cardinal
do continuo!). Assim, por exemplo, é possi-
vel formalizar em Ky a propriedade de R
ser um corpo ordenado, usando simbolos
relacionais come S(,,) P(,,) para a adi-
¢io e multiplicagio de nimeros reais respec-
tivamente (cf. Observacgio do § 2), e I(,)
para a relacio de igualdade em R, mas ja
nio é possivel formalizar o axioma de Arqui-
medes (18). Tem grande interesse para o desen-
volvimento da ANS no contexto do Calculo
de Predicados Restringido saber distinguir
se uma dada propriedade dos niimeros reais
se pode formular ou ndo com o vocabulario
de Kz, o que é por vezes um problema
delicado.

Todos os modelos de Ay sio evidente-
mente extensdes elementares de R. Uma
extensio prépria de R que seja modelo de
Ky diz-se um Modelo Nao-Standard da Andlise.

Provemos a existéncia de modelos n#o-
-standard da anéalise.

Seja b uma constante nio interpretada
em R (i.e. b na@o pertence ao vocabulario

!

de I}), e consideremos o conjunto de férmu-
las fechadas Ky = {~7(az,b)] em que ax
percorre todas as constantes do vocabulério
de K, correspondentes portanto a todos
os nimeros reais. O conjunto Kz Kp pos-
sui um modelo *R que se pode escolher
como extensio de R(!®) pois, em virtude do
Teorema da Compacidade, toda a parte
finita K’ de Ay U Kp possui um modelo: o
préprio R. Com efeito, K’ possui apenas
um nGmero finito de férmulas ~ 7(ax,b),
o interpretando b em R como um elemento
diferente dos correspondentes aos a. que
ocorrem em X', vé-se que R é um modelo

.de K.

*R é portanto um corpo ordenado e é
extensdo prépria de R, porque, sendo
modelo de Ky |J K, possui um individuo
*b, correspondente a b, que é diferente de
todos os individuos de R.*R 6, portanto,
um modelo nio-standard da Analise, visto
ser também modelo de Kj.

Seja *R um modelo nio-standard da Ana-
lise. *R 6 necessiriamente ndo arquime- -
deano visto saber-se nio existir nenhum
corpo ordenado arquimedeano que seja exten-
sdo (propria) do corpo dos reais. Sdo portanto
nio vazios o conjunto R, dos elementos *r
de *R tais que | *r|< e para todo s real posi-
tivo, e o conjunto R, dos elementos *r de
*R tais que |*r|< e para algum e real
positivo. Os elementos de R, dizem-se Znfi-
nitesimais, © os elementos de R; dizem-se
finitos. Os elementos de R (que é uma parte
de R,;), dizem-se standard, por oposigio aos
elementos de *R\ R, chamados ndo-stan-
dard. Os elementos de *R n#o finitos dizem-
-se infinitamente grandes.

A chave do método da ANS consiste em
poder agora juntar a I; dois novos simbo-
los relacionais, R,( ), Z;( ) que represen-
tam os conjuntos R; e R; respectivamente,
e por meio deles refazer a Andlise, ou
grande parte dela.

Voltaremos ao assunto.
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OBSERVAGOES Fivais. Procuramos redu-
zir a0 mfinimo os conhecimentos necessarios
para acompanhar o texto e, para isso, abor-
damos também a ANS do modo mais acessivel,
i. e., pela linguagem do Calculo de Predica-
dos de 1.* Ordem. Pode-se igualmente desen-
volver a ANS numa linguagem de Ordem
Superior (em que se quantifiquem relagdes,
fungdes, relacdes de relagdes, ete.) como a
Teoria dos Tipos ([14]), ou, de modo equiva-
lente, alargando a nogéo de estrutura ([9],
por exemplo).

Convém salientar que se caminhon ja
bastante no sentido de uma aXiomatizacio
da ANS (veja-se o artigo de G. KREISEL in

(8], pag. 93).

NOTAS

(1) Nio encontrimos melhor para a traducdo de
«Non-Standard Analysiss. O termo estandards que
também ocorre icolado algumas vezes, parece na ver-
dade suficientemente universalizado para justificar o
seu uso na nossa lingua, pelo menos num nivel téc-
nico-cientifico.

O primeiro artigo sobre a ANS data de 1961, [12].
A origem da designagfio pode atribuir-se a um tra-
balho pioneiro de Sgorew, em 1934, sobre modelos ndo-
-standard da Aritmética. SkoLex prova que os axiomas
de Peano nfio sio categdricos, no seguinte sentido:
desde que se formulem esses axiomas numa linguagem
formal especificada (por exemplo, o Célculo de Pre-
dicados), existem modelos onde sio satisfeitas todas
as propriedades dos mimeros naturais formalizdveis
nessa linguagem (incluindo portanto os axiomas) que
sdo extensies préprias dos modelos usuais, standard,
e por isso se podem chamar nfo-standard. Com efeito,
prova-se a existénecia, nesses modelos, de elementos
maiores que todos os mimeros naturais (formalmente
«maioress, quer dizer que tal facto ¢ expresso por
uma certa férmula da linguagem em questio). Pode
consultar-se um oufro artigo de Skores, mais re-
cente — Peano's Axioms and models of Arithmetic, in
[19], pag. 1-14. Pode dizer-se que os trabalhos de
Rogixnsox estendem os resultades de Skoreu aos nime-
ros reais, obtendo assim modelos nio-standard dos
mimeros reais (ver nota (3)).

(3) Durante um longo periodo, a seguir a Newrox
e Lmiawiz, o método dos infinitesimais foi usado

por matemdticos distintos como Eurer e o M. de
L’Hopitan, por vezes de mistura com outros métodos.
Certas inconsisténcias levaram Cavcny a abandond-lo
progressivamente em favor da Teoria dos Limites,
em parte precedido por Liacraxee e D’AreuserT. Cita-
¢bes dos trabalhos de Cauveny ([11], pag. 260-282)
mostram, contudo, que este conhecia e aplicava o refe-
rido método das quantidades infinitamente pequenas
simultineamente com o método dos Limites, também
ja conhecido de Newron. 86 a partir de Weierstrass,
que precison a nogdo de limite dada por Cauvcay, se
adoptou definitivamente o método e a linguagem dos
limites. No entanto, continuaram até aos nossos dias
investigagbes sobre certos sistemas nHo-arquime-
dianos e sobre o uso de infinitesimais na Anilise
(GeissLer, Narore, Scmmiepen & Lawewirz, entre
outros ; veja-se [12], e |14] pdg. 278),

() Em poucas palavras, isso é conseguido mergu-
lhando o conjunto dos nmimeros reais R numa exten-
sdo prépria *R que possui as mesmas propriedades
formais que R, expressas numa linguagem formal
dada. Tal extensfio é necessdriamente nio-arquime-
deana, o que permite demonstrar ficilmente a existén-
cia de elementos infinitamente grandes e infinita-
mente pequenos. A especificagio prévia de uma
linguagem formal onde sfio expressas as propriedades
de R resolve a aparente situag3o contraditéria da
existéncia de sistemas categoricos de axiomas para
0s nimeros reais.

(#) Veja-se, por exemplo, [7], [8], [9], [16].

(®) Para uma introdugio 2 Légica Matemdtica e a
Teoria dos Modelos, onde se focam os aspectos rele-
vantes para o que temos em vista, podem consultar-se
as nossas ligdes [11], ou os dois primeiros capitulos
de [10] juntamente com os capitulos I e 1I, 0 § 2 do
Cap. Il e o Cap. IX de [13]. Outras excelentes intro-
dugdes sio [4], [5], [18]. Sobre a Teoria dos Mode-
los, exclusivamente, [1].

(6) Note-se que b ,--+, }, j4 ndo sio simbolos de L ,
mas sim simbolos que representam (designam, no-
meiam) termos arbitrdrios de L. S&o, pois, aquilo
a que se chama meta-simbolos, pertencentes 4 meta-lin-
guagem da linguagem L. A meta-linguagem de L
4, no nosso caso, a linguagem ordindria, pouco mais
ou menos, na qual descrevemos L. Usaremos igual-
mente como meta-simbolos os seguintes: x,y,z, -
para varidveis; a,b,c,--- para constantes; f,g,
h,--+ para simbolos funcionais; A,B,C,:-- para
férmulas. Por outro lado, para ndo sobrecarregar a
notacdo e facilitar a interpretacfio, usaremos letras
como «l», aS», «aP», «Qn,.-- para simbolos relacionais
especiais. Para uma elucidagio completa destas ques-
tdes notacionais, veja-se o Dictionary of Symbols of
Mathematical Logic, North-Holland, 1969.
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(7) H4 vdrias possibilidades equivalentes, com va-
riantes diversas. Veja-se, [4], [10], ou o citado Die-
tionary, para as formulagdes precisas de todos estes
conceitos.

(8) Também aqui nfo hd uma sé definigdo. Cf. [4]
[13].

(?) Usamos o termo «estrutura» como sindnimo
de asistema relacionals, nogio devida a Tarski
Veja-se G. Grirzer — Universal Algebra, Vax Nos-
TraND, 1968, e [13]. Uma relagio R n-dria em M
pode identificar-se com um subconjunto de A" .
Também uma fun¢io definida em M" com valores
em M se pode identificar com uma relagdo de ordem
n+4+1 em M, ou seja, um subconjunto de M"+,
pelo processo usual. Assim, como podemos, teorica-
mente, dispensar os simbolos funcionais, nas lingua-
gens formais, (cf. Observagdo no § anterior) podemos,
nas estruturas, falar apenas de relagdes. Este facto
tem interesse, pois permite simplificar o estudo tedrico
de propriedades gerais das estruturas.

(10) E, se for caso disso, a cada simbolo funcional
f¥(,+++,) associamos uma fun¢fo definida em AM*
com valores em M. Em virtade do que dissemos
anteriormente, omitiremos de futuro qualquer refe-
réncia a simbolos funcionais ou s fungdes corres-
pondentes em M .

(1) Na verdade, a restricio de A ser fechada nfo
¢ essencial, pois prova-se (ver por exemplo [10],
pig. 52) que uma férmula A (z;,---,®;) € verda-
deira numa estrutura (com respeito a certa interpre-
tagdo) se e 86 se (\£ &) - (W x)A (zy, %)
for verdadeira nessa estrutura (com respeito 4 mesma
interpretagdo). Sabe-se, por outro lado (ref. acima),
que toda a formula fechada é verdadeira ou falsa
(i.e. a sua negagiio é verdadeira) em cada estrutura
onde seja interpretada, o que, alids, nio é dificil de
constatar, atendendo as definigOes.

A noglo intuitiva de férmula verdadeira numa
estrutura (com respeito a uma interpretacdo dada)
¢ uma nogio fundamental da moderna Semdintica
(e, portanto, da Ldgica) e foi inteiramente formali-
zada com todo o rigor por Tamrskr, nos anos trinta.
Veja-se o seu artigo The concept of Truth in Forma-
lized Languages, in [17], ou qualquer tratado standard
de Légica Matemdtica [2], [4], [10]. A sua formulagio
(quer intuitiva, quer formalizada) apoia-se fortemente
numa teoria (para nds intuitiva, mas que também
pode ser axiomdtica) de conjuntos. Veja-se ainda [6].

(12) O sinal a=» é, aqui e a seguir, o meta-simbolo
de identidade légica. Note-se, que, pondo de lado os
simbolos funcionais e sendo A fechada, somente as
constantes podem ser termos. Seguimos essencial-
mente [13], Cap. 1.

(13) Prova-se, com efeito, que todo o teorema de L
¢ verdadeiro em qualquer estrutura onde seja inter-
pretado. A demonstragio consiste geralmente em
verificar que as regras de inferéncia levam de férmu-
las verdadeiras numa estrutura (com respeito a certa
interpretagio) a formulas também verdadeiras nessa
estrutura (com respeito 4 mesma interpretagdo).
Supbe-se, claro estd, que todas as férmulas estdo
interpretadas na estrutura ém questdo. Ver [10] ou
[4], por exemplo.

(14) A nogdo de extensic elementar de estruturas, ¢
outra nogio, fundamental da Teoria dos Modelos,
introduzida por A. Tarsgr e R, L. Vavenr em 1957 —
Arithmetical extensions of relational systems, Compo-
sitio Mathematica 13, pdg. 81-102. Veja, para mais
pormenores, [13], pdg. 54 e seguintes.

(15) Nio se encontram metateoremas apenas na
Metamatemdtica : eles aparecem frequentes vezes nos
textos matemdticos, disfargados de teoremas comuns,
quando se trata, na realidade, de propriedades gerais
de certas classes de teoremas ou de estruturas. Sfo
exemplos de metateoremas os cldssicos Principios de
Dualidade em Algebra e em Geometria. Veja-se [13]
pag. 85, e, para as demonstragdes, [10], e [14].

(16) E um dos célebres Teoremas de Completude de
Gépew, estabelecido nos prineipios dos anos trinta, e
consequéncia de um outro um pouco mais geral: atodo
o conjunto K formalmente consistente de formulas fe-
chadas de L; possui um modelo». Tomou-se preci-
samente este resultade como base da definigio de
consisténcia semintica (final do pardgrafo 3). Em
consequéncia dos Teoremas de Completude de Giéper,
sdo inteiramente equivalentes, para as linguagens
formais Ly, as no¢des seminticas e sintdticas de con-
sisténcia, e as de dedutibilidade (ou consequéncia
formal) e de consequéncia (seméntica).

(17) Na realidade, a demonstragiio original, por
Marcev, em 1936, segue linhas diferentes e tem pontos
de contacto com o Teorema de Completude de Gipmr
e suas generalizagdes (Cdlculo de Predicades com
Igualdade) (ver [13] e Hexgix— The completeness of the
First-Order Functional Calculus, J. S. L. 14 (1949),
pdg. 159-166). Embora a construgio de ultraprodutos
de estruturas se baseie na existéucia de ultrafiltros
(ndo triviais) sobre um conjunto dado e portanto no
Axioma da Escolha, a primeira demonstragio ba-
seia-se no «Principio dos Ideais Maximais» para
Algebras de Boore, que se sabe ser estritamente mais
fraco que o Axioma da Escolha, e que por sua vez se
pode deduzir do Teorema de Tyonoxov no caso de um
produto infinito de espagos discretos com dois ele-
mentos, segundo foi observado por Tamskr, donde a
designagio de Teor. da «Compacidades (verTairsg:
— Some notions and methods on the borderline of
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Algebra and Metamathematics, Proc. Int. C. of Math,
- Cambridge 1950; vol. I p. 705-720).

Quanto aos ultraprodutos veja-se Fravse, Morer
& Scorr — Reduced direct products, Fund. Mathem. 51
(1962) pdg. 195-228 e [1], com bibliografia actuali-
zada, além de [13] e [14]), no que diz respeito &4 ANS.

(18) Cf. [13] pdg. 44.

(*°) Este ponto merece um pouco mais de atengio.
Seia M uma estrutura qualquer, X um conjunto de
férmulas fechadas de L, suposta interpretada em M.

E possivel caracterizar os modelos de K que séo
isomorfos a M (M' é isomorfo a M se os elementos
@ as relagdes de ignal ordem de M e M' estdo em
correspondéncia biunivoca de modo que se a; «» a/ e
R« R' entio R (aj,---,a,) em M sse R'(aj,---,al)
em M') por meio da nogdo de diagrama, devida a
Romixson. O diagrama de M, D (M), é o conjunto
de todas as férmulas atémicas A (a;,---,a,) verda-
deiras em M, e das negagles dessas formulas até-
micas que nfo sejam verdadeiras em M. E fécil
entdo provar que todo o modelo de D () é exten-
sdo de uma estrutura isomorfa a M e que, inversa-
mente, toda a estrutura que é extensdo de uma estru-
tura isomorfa a M é um modelo de D (M), para uma
interpretagiio conveniente dos simbolos de D (M).
Para aplicar ao nosso caso, basta notar que Kp
contém o diagrama de R. Para mais informes, veja-
-se [13] e [15]. '
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