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A amostragem tem por finalidade principal
a avaliacio para um todo —o universo— de
caracteristicas a partir de uma parte —a
amostra. Como trabalho estatistico que é
processa-se essencialmente nas seguintes
fases :

a) recolha de dados;

b) ordenacdo;

c) apresentacio de resultados;

d) anilise e interpretagio dos resultados.

Tendo especificado o problema adopta-se
am modelo matematico e simultineamente
métodos de amostragem que permitam, dada
a impossibilidade de utilizar toda a infor-
macio, seleccionar elementos no universo.

Torna se entio necessario formular am
método M que sera aleatdrio quando, pres-
supondo a existéncia da fung¢do condicional

Fi(z|ay, @)= P(Xiyy <] X =
=y, Xi=a) i=1,2,...
se tiver
1. P(X; <2)=F(x)

para todo o

2. P(;‘V.'_Fl <-’L‘|.¢Yl =Ty,
s B2 |y g oeey @) Gam Ly een

"',Xi-’wj)=
,m—1

quaisquer que sejam Iy, .-, ;.

(*) Este artigo contém os aspectos mais importan-
tes de um traballio sobre teoria de amostragem apre-
sentado no Semindrio de Estatistica e Automdtica
(5. Ano de Matemdtica Aplicada de Lisboa) em
1968-1969.

As amostras obtidas pelo método 1/ di-
zem-se aleatdérias. Se as variaveis aleatérias
Ay, .-, X, sido independentes a amostra é
simples.

Podemos qualificar um método de aceitdavel
quando reunir os seguintes requisitos:

A) custo reduzido;
D) rapidez e alcance suficientes ;
C) precisio aceitavel.

Posteriormente procede-se a optimizacio
do método escolhido minimizando as funcdes

Fy= Golp) +2e%p)
Fa=ay(p) +2C(p)
consoante se pretende que:

1) a variincia ¢? seja minima para um casto
préviamente fixado ;

2) o custo C seja minimo para uma pre-
cisio exigida.

De entre os métodos probabilisticos os
mais utilizados sdo:

1. Mélodo elementar

Consiste em :

L) fraccionar o espago num nimero finito
ou infinito de unidades de amostra por
forma que todo e qualquer elemento do
universo pertenca a uma Gnica unidade;

I;) estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca entre cada unidade e uma bola de
uma urna de BERNOULLI;
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L) dar um natural 2 a que daremos a de-
signagio de volume da amostra;

E,) efectuar n tiragens (com reposicio) da
urna de BERNOULLI e anotar sempre o
nimero da bola extraida;

L5) a amostra compde-se exactamente das
n unidades correspondendo as = bolas
extrafdas.

Este método pode ser utilizado em circons-
tincias mais vantajosas desde que se disponha
de uma tabela de nitmeros aleatérios; também
nalguns casos ¢ substituido pelo método das
tiragens exaustivas em que [;) da lugar a:
;) efectuar = tiragens (sem reposicio) da

urna de DBERNOULLI e anotar sempre o
nimero da bola extraida.

Em qualquer dos casos tem-se
E{lz]=m
caso particular do

Teorewa 1. Seja xq,..., %, uma amostra
aleatéria de uma populagdo com densidade
f(x). A esperanga matemditica do momento
central de ordem r da amostra é iqual ao mo-
mento central, da mesma ordem, da populagdo.
Tem-se porlanto

E [m;] ] p.;.

Nas condigdes referidas, desde que a vari@ncia
da populagdo seja finita tem-se

Para calcular a variincia da média, no
caso de tiragens exaustivas associe-se a cada
bola ¢ da urna, uma variivel aleatéria I
definida por

{O se a bola 7 ficon na urna
I =

1 » » » < foi extraida.

com probabilidades

D g (s
( ) Y
P(I,=1).=.._;-r

sendo N o efectivo da populagio.
Atendendo a
N(n—1)

PN D)= 1] = =

L]

(L.1)

i,J i

2xizy = (2‘:1'6)2“ 2

resulta finalmente

2 2 N-—n 2
- == —— =l7—..1_. 3
Ty 2 N—l k4 ( j)
n—1
om ==
8 7 N—-1

Sendo a fracgdo de amostra f desprezivel
segue-se que

isto 6, os métodos sdo praticamente equiva-
lentes.

2. Amostragem sistemalica

Suponhamos que é possivel numerar as
unidades de uma populagiio; o método con-
siste em :

&}) dar um nimero natural »;

&) tomar aleatdriamente uma unidade wu,
compreendida nas » primeiras unidades
da populagiio;

Sz) tomar as unidades w;=u;+kr, keN

S;) a amostra é constituida pelas unidades
u; .
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Admitamos que o conjunto dos valores
observados se encontram dispostos sob a
forma de matriz

ZrtEm

X = [2i] b
Zj£n n>2

o consideremos as médias ; ., ; e x.. dos

valores de linha, coluna e do quadro; sejam

ainda 62,4} e ¢ as varidncias dos elementos

do quadro, e das médias de linha e de coluna.

Tode entio estabelecer-se a seguinte igual-
dade

c? 2
(2 i e

/3 T
2 J<<Ji

onde ¢;;, 6 a covariincia dos elementos cor-
respondentes nas colunas j e j;. A média
destas quantidades é:

- 2
(2-2) ¢ = ch-'.l'
nn—1) ;=
Chamaremos correlagdo inlerna i grandeza p
definida por

c

(2.3) -

De (2. 1), (2. 2) e (2. 3) resulta a férmula
fundamental

@. 4) ﬁ=§u+m—nh

que permite concluir

1

l—an

(2.5) T

Tome-se a variiincia

g2 mn—n
_ ——

n mn—1

@. 6)

de uma média obtida numa amostra aleatéria
simples de efectivo n. Da comparagio de
(2.4) e (2. 0) sai

@1 g

2?7 =
l1—mn

que permite ver quando é que a amostragem
sisteméitica é mais precisa, de igual precisiio
ou menos precisa que a amostragewn feifa
pelo método elementar.

Poder-se-ia ver [3] que a igualdade corres-
ponde a uma distribui¢io ao acaso das uni-
dades entre as linhas.

3. Amostragem por grupos.

Consideremos uma populagio constitufida
por m grupos de n; elementos cada, (1 ZLi<m)
onde se pretende estudar a propriedade X
tomando o valor ;; no elemento nimero j
do grupo <.

G,) dar um nimero natural (p. < m);

Gj,) tomar aleatdbriamente i grupos;
G3) a amostra sera constituida por

e
n e 211;

im1

elementos.

A firagem dos grupos 6, nalguns casos,
feita com probabilidades proporcionais ao
efectivo do grupo.

Admitamos que os grupos tém o mesmo
efectivo e calculemos a média a partir da
amostra

que 6 uma estimagio centrada de ...
Por consideracdes analogas as feitas em
2. chega-se a
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O o o S S e
z pn(m—1)

Como, no caso presents

2 o2

pn mn—1

mn—pn

3.2) ¢

podemos comparar as expressdes (3. 1) e
(3. 2) tal como em 2. relativamente a for-
mula (2. 7).
Fazendo p=1 e calculando o limite
quando » aumenta indefinidamente vé-se que
o a? -
pre=t ey
e que serve, para alguns estatisticos, como
defini¢iio de coeficiente de correlacio.
Suponhamos que a caracteristica estudada
é quantitativa com duas alternativas; seja:
P: — a proporcio dos elementos do grupo ¢
para os quais x =1;

1 m
7 el 2 pi—a proporgio para o con-
i=1
junto dos grupos.
Sabe-se, da andlise de varidncia, que:

1 ™m
Pg=— 2 piqi— o?

i=1

(3.3)
donde, atendendo a (2. 4), se tem:

@4 7= _1_{2 (pi—pP—
ﬂlpq

Fam]

- ﬁ?m:e]

n—1

que permite calcular a correlagio interna.

4. Amostragem por etapas.

Consideremos um universo constituido por %
unidades primérias (abreviadamente u. p.)
das quais ! s@io tiradas pelo método exaus-

tivo. Cada u. p. compreende um niimero
variavel m; (1 £7{<£I) de unidades secun-
darias. De cada u. p. tiraremos pelo processo
elementar n; unidades secundarias (abrevia-
damente u. s.), para formar a amostra pre-
tendida que tera o efectivo

4
N = Zﬂ‘.

i=1

(4.1)

Seja xf o valor da caracteristica X a estu-
dar, na u. s. nimero j da u. p. niimero :.
Vamos ver que a grandeza

42 ==
di um estimador centrado de

1 3 ™
p=—2 2 ol
Yim] j=1

(4.3)

isto 6
Efu*] =p

Definam-se as grandezas a;, x;, &; pelas
expressdes

(4. 4) E‘=7?1F >
% dmy
= y
(4. 9) m-=-;—;;2 /
i=1
(4. 6) @= ) .
Jm=1

Considerando a u. p. niimero ¢ como am
universo distinto tem-se

@D  El=r 2
fm]
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e, de acordo com (4. ), vem, entio

k m;
*.8) EW]=EE]=13 N
V=1 j=1
como se pretendia.
Para calcular a variincia de p»* notemos

que

(4.9) Elmai—p2] = E[n? (@ — x)9] +
+ E[(@: — g2
= ﬁ? m; — N
(4. 10) v [x] = T Al Ty
- k—1
4.11 L] . 2.
(4.11) v[z]=2¢ S

onde ¢2 é a variincia dos &/ no interior da
u. p. nimero ¢. Tem-se pois

(4.12) vp']l= %{ b s E[(m.-?.- —!*}9]] -

i=]

1 k—1 1V 62 g, —
RTFE +Tznz.__;}

ki—1 = T wu—i1
onde a primeira parcela do dltimo membro
representa a parte de v[p*] devida as flu-
tuacdes da amostra constituida pelas u. p. e
costuma chamar-se-lhe vari@neia entre as uni-
dades primdrias de amostragem.

Quanto a4 segunda parcela, ela representa
a parte da variincia imputivel as flutuacdes
da amostra constituida pelas u. s. no interior
da u. p. nimero ¢ e chama-se-lhe varidneia
entre as unidades secunddarias no inlerior dag
unidades primdrias de amostragem.

A generalizacio a mais etapas torna-se
complicada pois mesmo para o caso de trés
tipos de unidades seria necessario considerar
em (4.12) mais um termo que traduzisse a
vari@ncia enire as unidades terciarias mo
interior das unidades secundarias (1).

(*) Para um estudo mais detalhado veja-se [3].

5. Amostragem por estratificagdo.

Consideremos uma populagio de N uni-
dades dividida préviamente em ! subpopula-
¢des — estratos — de N, --- , A} unidades
respectivamente, e de tal forma que

i
N Ni=N

he=1

(5. 1)

ap6s o que se tira independentemente uma
amosira de cada estrato podendo ou nio ter
o mesmo efectivo,

A amostra estratificada sera constitufda
por

L
n = Zﬂl

he=1

©.2)

elementos; #»; é o nimero de unidades da
amostra colhida no estrato 4.
Designaremos por

a,; — valor da unidade nimero ¢ no es-
trato 2;

X — média verdadeira da populagiio;
X, — média verdadeira no estrato %;
S? — varidncia verdadeira do estrato h;

x; ), +2 representario os valores obser-
vados, para a populagio e estrato.

Usando o estimador

i
3 Nixs
®.3) N
conclui-se
(5. 4) Xy = E(E)T = N:‘ = constante.

Diz-se que a estratificaciio é proporcional.

As principais propriedades de z,, apli-
caveis a amostras estratificadas sfio as que
se descrevem nos seguintes teoremas :
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TeoreMA 1. Se em cada estrato x, é um
estimador centrado de )_{h, entdo X, € um

estimador centrado da média X .
Seja

(5. 5) 02 (x3) = E [(an — X)?]
e admitamos que

a) E [;;.] = Xa H

b) as amostras sio extraidas independen-
temente nos diferentes estratos.

Nestas condi¢cdes tem-se:

TeoreMA 2. Para a amostra estratificada®
a variancia de X,., como estimador de X é

S K22 (x)
an(}_‘)= h=1

(5. 6)
N2

Este teorema diz-nos que ¢2(z,;) depende
gbmente das variincias das médias indivi-
duais de cada estrato.

Como em cada estrato individualmente
ge tem
% 2 e
aEy= S o
Ty J\Y;.
segue-se
EIMY i e s S
(5. 6" 02 (&, )= — Z Ny (NVy — mp) —.
N "

Em particular se as frac¢des de amostra

f=ﬂ

(5. 7) =

sfio desprezaveis em todos os estratos vira

5 « Wi si
T IR A, LU
r=1 TR

onde W; 6 o peso do estrato 4.

Se admitirmos ainda que a estratificagio é
proporcional, a varidncia reduz-se a

N—n

i
> W Si.

hmi

(6. 9)

a2 (E. g) ==

O uso da estratificacio envolve as seguintes
operagdes:

1) escolha da variavel de estratificacio;

2) escolha do niimero ! de estratos;

3) determinac¢éio do processo de estrati-
ficacio;

4) escolha do efectivo da amostra em
cada estrato.

O teorema seguinte indica-nos um resul-
tado importante estabelecido por TscHUPROW
(1923) e NEYMANN (1934).

TeorEMA 3. Numa amosira aleatéria es-
tratificada, a varidncia o2 (_x.t) é minima,
para um total de -amostra firo, se a amosira
é repartida com ny, proporcional @ Ny Sy .

A demonstracio pode fazer-se minimizando
(5. 6') sujeita a (5. 2); com efeito, da relagio

(5. 10) F=62(;.g)+1(2 m,-~n)

h=1
obtem-se
@115 V= TREE o o VS
: NVX b
Z 4‘.\_@ Sk
=1

valor que substitufdo em o2(z,.) da

(5. 12) szja (E.;) —
i 2
1 (Z ¥ Sﬁ) '
3 S h=1 . N, 2
i Dy e > Nu Si

hm]
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Admitindo que a fungiio custo se compde
de uma parte directamente proporcional ao
volume da amostra (dentro de um estrato),
mas onde o custo por unidade varia de
estrato para estrato, e de outra parte visando
gastos diversos podemos escrever

I
C=a+ ), Cims.

=

(5. 13)

Ter-se-a neste caso

TeorEMA 4. Com uma fungdo custo do
tipo (5.13) a varidncia o2 (x,;) é minima
quando

N Su
VC.
oy ==m - —————,
»Sh
Z o

h=1 Cu

(5. 14)

o que conduz as sequintes regras: num dado
estrato toma-se uma maior amosira se

a) o estrato é maior;
b) o estrato é mais heterogéneo ;

¢) o custo da operagio é mais barato.

Vamos fazer seguidamente algumas congi-
deragdes que permitirio estudar um critério
(Teorema 5) de comparagio das precisdes
obtidas pelos métodos da repartigio 6ptima,
proporcional e aleatéria simples.

Do estudo da decomposiciio de quadrados

e porque % é desprezavel pode escrever-se
N

L
N S2= 2 [N S2 + Nu(Xs — X)9).

h=1

(5. 15)

Quando = é muito pequeno quando com-
parado com N tem-se

S2
(5. 16) =
i
N Ni 83
k=1
(5. 17) Throp = 21—
L
(£2)
= h=1
(5. 18) oo =
e portanto
i
2 N (& — Xp
15.:10); /ol mmlahss 3 =1

nN

Da definiciio de cgp‘ resulta

(5.20) @ g2

prop opt
t 2
1 S (2 i S")
——— AR =L |
n N ,,2_“1 1 N

(5.21)

vira, atendendo a (B.19) e (5. 20)

1
D N (S—852

02 = 2 4 2= +
opt 'nN

(5.22)

[
Y iN(E— X
4 2=t

nN
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Nas mesmas condigdes do teorema pode
estabelecer-se

02 = g2 AN

5.23 —
( ) prop Nn(N—1)

nﬁ]

TEOREMA . Se os termos f, sdo despre-
zdveis tem-se

{2M®—N—%2wm

A=l Y. 3wl

Ter-ge-4 portanto :

2 2 2
ol téumpéc

(5.24)

em que a repartigdo bptima é para um n fixo
e ny dado por (5.11).

Suponhamos que a populagio em estudo
pode ser representada pela funcio de fre-
quéncia f(x) (aLrLDb) e que pretendemos
dividi-la em [ estratos.

Considerem-se as grandezas Wy, iz, p, de-

finidas por

(5. 25) W= [ fa)de
Th —1
i
(5. 26) p= 2 Wi
A=l
(5.27) Rl a f(a)da.
' ooy f T f, -

Admitamos ainda que a funcio custo se
obtém de (. 13) fazendo a=0 para qual-
quer dos quatro casos seguintes:

1) reparticio proporcional

r=n- Wi

repartigio com varidncia mfinima

L8]
~—

Ny = S; . Im
3) reparti¢io Optima

8. Wi
VG

ny =

4) especial n; < N;, ng= N,

a que correspondem as varidncias

2 W S3
(5. 28) e A= e
L 2
(£72)
(5.20) ol =—2=1 =

(zm&r)
By = b

(5. 30)
2 s
(0.81) " L = W? ) L Gl N
(o N —1
Definindo a fungao
O, (z), -y @g) =104

deduzem-se os pontos divisérios , a partir
da igualdade

9 Ds
0 &y

=0

Quanto & determinagdo do niimero 6ptimo
de estratos a ideia basica é a possibilidade
de diminui¢io da varidncia de um estimador
aumentando o nimero de estratos. Assim,

para um estimador 8, e para cada valor de
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l, computam-se os valores ¢2(8;!) e pode
dizer-se que

G=0a2(0;1—1)—32(8;0)

representa o ganho, em precisio, devido ao
aumento do nimero de estratos.

A questio delicada é determinar uma re-
lagdo que traduza, em cada caso concreto, o
modo como variam

2(0;1) e c2(8;) I>1
admitindo em tudo o que se disse que o es-
timador é linear.

Este trabalho pretende dar algumas indi-
cagdes muito gerais sobre certos problemas
da teoria da amostragem, mostrando as van-
tagens e inconvenientes que aparecem nos
diferentes tipos de amostragem considera-
dos.

Por falta de tempo ndo foi possivel fazer
o estudo da determinagiio do nimero 6ptimo
de estratos além dos casos analisados por
Davgexius [2] com as funcdes de frequéncia
f@=1, f@=e= o f(z)=xe=; para
as duas iultimas sugerin uma relagio do tipo

(7=7)

enquanto para a primeira obteve

52(§;E)==

LT

a2(b;kl)= et
Também era intencéo testar a tabela [5] mas
como se pretende ir até aos 10.000 nameros,
86 entio o faremos.

048353 814391 621032 996691
050464 431130 694510 815310
116654 715461 547388 606533
154708 H78817 . 866132 267673
227814 635385 0205504 363950
242031 504103 602206 114080
2506814 046143 275966 046249
329401 7756413 081605 730905
332235 498178 167271 733028
402155 0€5299 003607 685231
410801 540368 866636 376959
536636 981401 508121 367£80
548182 254898 677122 920347
592369 620259 551168 572190
666488 590136 645844 904475
680845 061960 206773 091913
717442 014135 248036 200358
735340 031841 184234 406448
762768 060569 257898 373732
774669 213371 8333567 178320
808781 126376 752491 504864
846617 957137 032188 528942
896836 371617 655202 201562
947131 213648 502064 326807
957141 168828 770483 064670

Extraida de [5].
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