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Alguns aspectos do problema dos erros
em Anélise Numérica

por Fernands Aleixo de Oliveira

Coimbra

1 — E nossa intengdio focar algumas das
possibilidades que a Anilise intervalar (1)
fornece para controlar o problema dos erros
em Analise Numérica,

Depois de ter sido elaborado um determi-
nado processo numérico para resolver um
certo tipo de problemas, poderemos encara-lo
86 como um modelo, pois a realidade dos
calculos afasta-se sempre do resultado exacto.
N#o s6 tomamos dados inexactos como ao
longo dos célculos o nimero de inexactiddes
vai aumentando. K realmente um faeto que
o rigor matematico é bastante enfraguecido
quando o problema se reduz a um problema
aritmético.

O uso de compntadores torna o problema
mais aguado, pois' o estudo de propagacio
dos erros em processos numéricos de milhdes
de célculos torna-se extremamente compli-
cado.

A Analise Intervalar consegue resolver ao
mesmo tempo e automaticamente, fazendo
uso de subrotinas adequadas, os vérios pro-
blemas de erros: de truncatura, de arredon-
damentos, de inexactidio dos dados iniciais
de um problema e propagagio dos varios
erros ao longo do processo numérico.

Baseia-se essencialmente no conceito de
Intervalo e numa Algebra adequada.

A importancia do conceito de Intervalo é

imediata — ao calcular, por exemplo V2, por

(') Tradugdo da expressio inglesa «Interval Ana-
lysis».

meio de um algoritmo qualquer gne nos
fornega a sucessio de nimeros: 1, 1.4,
1.41, etc, e que nos permita concluir que
cada elemento desta sucessio nos informa
que o elemento seguinte sera obtido acres-
centando ao anterior mais um algarismo a sua
direita, algarismo esse que vai estar entre
0 e 9, teremos: o elemento 1 diz-nos que
V2 estarad no intervalo [1,2], o elemento
1.4 leva-nos a considerar o intervalo [1.4,1.5],
o elemento 1.41 conduz-nos ao intervalo
[1.41, 1.42], etec.

Cada intervalo considerado contém a solu-
¢io exacta do nosso problema.

Ao descrever matematicamente um pro-
blema fisico, por exemplo o movimento de
um corpo, seriamos mais exactos se, em vez
de apresentar o problema nos termos usnais
« corpo A esta no ponto X quando o
tempo é 7'», o exprimissemos fazendo uso
de intervalos: «o corpo A esta no intervalo
[@; , 23] quando o tempo estd em [?;,75]-

A truncatura de processos infinitos pode
ser controlada por meio de Analise Inter-
valar com relativa facilidade, em muitos
casos.

Faremos s6 uma breve introdugéao a Algev
bra com Intervalos e apresentaremos uma
aplicagio da Analise Intervalar is equacdes
diferenciais.

2 — Consideremos 9% o corpo dos nimeros
reais munido da usual relagio de ordem < .
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DeFiNigio 1. Designaremos por inter-
valo X, =[x;,2,] 0 conjunto

ey <z, x,x,x9eR| .

Usaremos a notagdo .X para designar a
(extremo inferior do intervalo) e X, para de-
signar x, (extremo superior do intervalo).

No caso de x; = xy; chamaremos a /X,
intervalo degenerado. Representaremos por
F(N) o conjunto formado por todos os X,
definidos anteriormente e identificaremos cada
real = com o intervalo degenerado [x,x].

Com a notagio .X.C .Y. sigoificaremos
que para X.= [z, 7] e .Y.=[y,%] se
tem

7>y e Y.

TEOREMA 1: O conjunto J(RN) formado
por elementos X, é um conjunto parcialmente
ordenado pela relagdo C :

a) X =X,
b) an = uY- e nYl = |Z» - aXa = th

6)l HKaELYs e YK = X=X (X
e Xg=Yyy).
A alinea b) tem importdncia fundamental
no Célculo Numérico.

Definamos em () as operagdes aritmé-
ticas 4+, —, <, /, usando o simbolo =
para indicar qualquer delas:

ﬂX»'*cY: . qz»
(1) com
Zei=loey:oe X, Ape.Y.!

com a condicio de O0¢.Y. para a divi-
sio.

De (1) facilmente se conclui que se .X.C.T.
e .Y. < .Ri entao

Xk XS Ty F R
b dnt T S
X< Yo C i< R
X IO ST R

@)
(0é.R,).

Diremos que as operagdes aritméticas com
intervalos gozam de inclusdo monotdnica por
obedecerem as relagdes (2).

Um equivalente conjunto de defini¢des de
caracter algébrico, mas referidas aos ex-
tremos inferior e saperior dos intervalos sera:

1) ['7"1 :'T2] G [3/! 3 .7/2] = [ml + ¥, + yﬁ]
2) [x1sxg) —[y1592) = [@1 — ¥z, 3 — ¥1]

3) [@1,29]><[y1,%2] =[21,2] com
zy = min (@1 X y1, @1 >< Yg, ¥ X Y1
29 ><g) © Zp = max (x1><y; ;T <Y,
g >< Y129 X Yo)

4) [x1,2)/[415 Y2) =[®1, @] ><[1/yg,1/11]
supondo-se 0¢[y1,,]-

TeorevA 2. Se F(x;,Xg, --- X,) designar
uma fungdo racional nos x; segue-se:

Dﬂd'ﬂ -XI- L | -Xnn 3 se F (uxln gy ;xnl)
tem sentido e !
-x’[n c .X1. ) .X'g. _ -x2- RN | ex’n- C uXu:
entdo
(3) 1‘1 (lx,l: 3 lxrﬂa TR (xjni) C
C: F (lxll 3 lx2l Tt lxnl) .

De (1).e das relagdes (2) se conclui (3).

Se em (3), X'1s,X'94,--+, X designa-
rem intervalos degenerados, isto 6, nimeros
reais, o valor de I (.X;.,---,Xn,) sera um
nimero real contido no intervalo (X, ---

Pt GXDD) -

Chamaremos largura do intervalo X.=
= [x; , 2] a0 nliimero real xy —x; e designa-
-la-emos por w(.X.).
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Atendendo as definigdes acima apresenta-
das para as operagdes, poderemos organizar
subrotinas para qualquer computador. Pode-
remos também fornecer ao computador
subrotinas que o tornem apto a controlar os
erros de arredondamento, levando-o a arre-
dondar para a esquerda no extremo inferior
e para a direita no extremo superior do in-
tervalo, no fim de cada operacéo. Necessita
ainda o computador de subrotinas adequadas
para controlar os erros de arredondamento
provenientes da mudan¢a de nimeros para
diferentes bases de modo que o resultado final
dum problema nos apareca sob a forma de
um intervalo que contém a solugio exacta
do problema. .

Para além de uma Aritmética com inter-
valos que nos fornece um controle automatico
dos erros em qualquer computador digital, a
Analise Intervalar oferece diferentes possi-
bilidades de atacar problemas como a reso-
lugio de sistemas de equagdes diferenciais,
cialculo de integrais, calculo de raizes de
equagdes algébricas, resolugciio de equacdes
integrais, inversio de matrizes, etec.

Alguns destes problemas foram ja aborda-
dos, mas hi ainda um vasto campo para
investigacio dentro do campo de aproxima-
¢do nuomérica.

3 — Vejamos uma aplicagio da Analise
Intervalar as equagdes diferenciais.
Consideremos a equacio diferencial

¥y @) =f(=,y(=)

(4) .
y(a)=u

com f(x,y(x)) definida e continua em
A=A <X By e 4 =|[a,ay,

By = [by,by), ai,bieN, i=1,2,
e wed,,y(x)eB,.

Tomemos um polinémio

n

P (@) = 2 80 (& — a)

i==]

de grau =», cujos coeficientes sejam interva-
los .a; e tal que

.I?GA!-

f(=,y (@) e Pu(2)

para

Ha vérias possibilidades de realizagdo para
Pr: (). Ver [4], [6].

Em geral toma-se um polinémio de gran
zero ou grau 1.

I sabido que a solugio de (4) se pode
obter por meio da equagdo integral

(5) y(w)=yu+ij(¢,y(w))dx.

Usando .P,.(2) teremos [4]

AL

6) y@e.YO,@)=y+ [ Pu(@)dz.
Notemos que

o (Y0 (2)) £ w (P> () (& — @)

desde que consideremos em (6) valores de
xe Ay C Ay para os quais (x—a)<1.
Iremos em seguida melhorar .Y, (x).

Suponhamos que é possivel obter uma fun-
¢io F(z,.Y,0(x)),[4], tal que para ze 4,

a) Flz,y@)=f(=,y(=),
b) F(x,N,0(@)Df(z,y(),

(1) ¢) para Y, (x), Ys(@)CYa(x) o
Y, (@)Y, (x) a fancdo F satisfaca
a inclusio monotoénica, i. e.

F(x,Y,(e)C F(z, Y (2).



14

GAZETA DE MATEMATICA

Se f(x,y(x)) for uma funcdo racional em
z e y, obtem-se F(z, .Y, (x)) pela simples
substitui¢io de y por .Y, (zx) em f(x,y(x)).
Substituindo em (6) teremos

(8) y(@) e Y, (x) = yo +

fF (z,.Y.O()d

xed,.
Novamente
w (Y0 (@) Lw(F(x,.Y, ) (z — a).
Se .Y,M(x)C .Y,O(x)
de (7) —¢) 8 (6) vird w(.Y,?(x)) L w(.Y,V(x)).

Poderemos assim obter uma sucessio de
solugbes intervales .Y,© (z), .Y,V (z), ..
obedecendo a

a) y(x)e.Y,™ (x)

b) w (Y, (x)) < w( YD ().
Suponhamos que F (z,.Y,® (x)) satisfaz a
condicio de LipscHITZ com a constante I .
Teremos

w(F (x,. Y, () < Lw(Y,™(2))
e em (8)

w (YD (@) < L(z — a)w (YO () .

. Para n iteracdes teremos
w (Y, () < (L(x — a))* w(Y,0 (x)).

O processo numérico sera convergente
para a solugdo de (4), desde que L(x—a)<1.

Para o cilculo dos integrais deverio
usar-se o8 métodos de aproximacio numérica
de Analise Intervalar para integrais e em
todos os calculos devera utilizar-se Aritmé-
tica de Intervalos.

O presente trabalho foi escrito quando a
autora era bolseira da Fundacio Calouste
Gulbenkian.
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