GAZETA DE MATEMATICA

Une remarque sur un théoréme de la théorie
des semi-groupes fortement continus
d’opérateurs sur un espace de Banach

par J. P. Carvalho Dias (*)

Soit X un espace de BaNxacH de norme
[ .];L(X) I'espace des applications linéaires
continues de X dans X et B, =|te VARANUS
Un semi-groupe fortement continu d'opérateurs
sur X estune famille {S(?){,,z, , S(¢) e L(X),

telle que :

(1) St+t)=St)-S(t), Vt,lhek,.
(2) S(0)= 1, application identité de X.

(3) lim, SOz =2, VreX.

Les semi-groupes ainsi définis sont parti-
culiérement utilisés dans la théorie des équa-
tione d’évolution lindaires de la physique (cf.,
par exemple, [3]).

Le but de cette note est de démontrer
directement le théoréme suivant qui se pré-
sente habituellement de démonstration assez
compliquée :

TrgorEME. Soit |{S(t){, 5, un semi-groupe

fortement continu d’'opérateurs sur X . Alors
il existe des constantes M X 0 et d > 0 telles
que

@) Is®igM, vte[0,d], oi
IS®l= sup (SO

(*) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian.

Ce théoréme étant établi il en découle le:

COROLLAIRE. [l existe une constante w0
telle que
(®) IS(t)|| £ Me™t, \teR, .

De plus, pour tout xeX la fonction S(t)x
est continue de R, dans X.

Démonstration du corollaire :

Soit te B, . Il existe un entier 2> 0 et
un t tel que 0 L7 < J tels que t=nd+ 7
ce qui entraine, par (1) et (4), || S(¢)] <
ZIS@|*IS)]|| £ M+, Donc,

[| S(2)] £ Me»* avec w=logM/d si M1
ot w=0138 M<1.

Soit maintenant xe X. 1l vient, si to2 40,
| S(tg)z — S| <
<[ SW)I|8(t—t)e—=z| <
LMes || S(tg— )z — || -0

quand ?, - t; ou t; -1y, d’ou la continuité
de S()z en tout te Ry .

Pour démontrer le théoréme nous utilisons
le lemme suivant qui est un cas particulier
d’un théordme de G. Marmescu (ef. [2],
ch. 11T, § 5, n.251):
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Lemme. Soit B un espace de Baire(!)
et {f,} une suite de fonctions continues de B

dans R, telles que
(6) VxeB,3 lim f,(x) <<+ .
n-++4oo

Alora il existe un ouvert non vide A de B,
une constante M X\ 0 et un indice p tels que

(1) supfa(x)<M, ¥nXp.

xe A

Démonstration du lemme:

Pour m,n=1,2,...,k=0,1,..., soient
A= 2 ([0,k]), Aus = () 4ms. La con-

m=n
tinuité des f, entraine que A4, est fermé
dans B et, de plus, (6) impligue que
B = | J 4nx. Puisque B est un espace de
n,k
Baire il existe alors un A, ;, dont l'intérieur
A est mon vide. LLe lemme suit avec
M=1lky,p=mng.

Ceci étant nous allons démontrer la pro-
position suivante dont le théoréme est un cas
particulier :

ProrosiTiON. Soit X un espace de Ba-
NACH de norme || - ||, {S(t)|, 5, une famille

d’éléments de L (X) telle que

(8) VxeX,giin;+ S(t)x.
t—>

Alors il existe des constantes M .0 et >0
telles que

) ISHI<M, ¥te[0,3].

(1) Un espace de Bame est un espace topologique
ot toute réunion dénombrable d'ensembles fermés
d’intérienr vide est aussi d'intérieur vide.

~

Démonstration de la proposition :

Soit t, > 0 une suite de limite 0 quand
n —+ + oo, Posons

@ =|8t)z|,n=1,2,....

Puisque X est un espace de BAIRE (cf., par
exemple, [1], ch. IV, § 4, n.° 3) et on a (8)
on peut appliquer le lemme antérieur. Done,
il existe un ouvert non vide 4 de X, une
constante M; > 0 et un indice p tels que

(10) sup [[S(t)x|| <My, Faxp.

Soit xzyed et considérons louvert
V =ay— A qui contient 0. (10) entraine

(11) sup [ S(t)e||£2M;, M uxp.
xgV

Soit maintenant B (0,p) une boule fermée
de centre dans l'origine et rayon p >0 con-
tenue dans V. Si ||#|| L1 ona pxe B(0,¢)
d’ou, par (11), on obtient
(12)  [|S(t))|£2M /0, ¥np.

Considérons maintenant les intervalles
[0,1/n],n=1,2,..., et supposons, pour
tout n,.S(¢) non borné dans [0,1/n]. Ceci
entraine ’existence d’une suite |¢,| conver-
geant vers O et telle que lim [[S ()| =

n—++ oo

= + <. Or cela est absurde par la premiére
partie de la démonstration.
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