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Une remarque sur un fhéorème de la théorie 
des semi-groupes fortement continus 
d'opérateurs sur un espace de Banach 

par J. P. Carvalho Dias {*) 

Soit X un espace de BANACH de norme 
|| . ||, L(X) l'espace des applications linéaires 
continues de X dans X et R+ = \te R | i^Oj . 
Un semi-groupe fortement continu d'opérateurs 
sur X est une famille jStOij.â. » S(t)eL(X), 
telle que : 

( 1 ) £ ( < ! + * , ) - S V 

(2) 5 (0 ) = / , application identité de X . 

(3) lim + S( t )x = x, \/xeX. 
t-* o 

Les semi-groupes ainsi définis sont parti-
culièrement utilisés dans la théorie des équa-
tions d'évolution linéaires de la physique (cf., 
par exemple, [3]). 

Le but de cette note est de démontrer 
directement le théorème suivant qui se pré-
sente habituellement de démonstration assez 
compliquée : 

THÉORÈME. Soit | S ( T ) [ T I È + un semi-groupe 
fortement continu d'opérateurs sur X . Alor» 
il existe des constantes M X 0 et 3 > 0 telles 
que 

(4) U B Î O I U M , V t e p M ] , o k 

Il s (t) Il - mp IIS (t)* ||. 
N I K I 

(*) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian. 

Ce théorème étant établi il en découle le : 

COROLLAIRE. Il existe une constante 
telle que 

(5) ] | S ( t ) | U M e - , V t e Ë + , 

De plus, pour tout x e X la fonction S(t)x 
est continue de R+ cfane X. 

Démonstration du corollaire : 

Soit t e fi+ . Il existe un entier n X 0 et 
un T tel que 0 ^ t < 8 tels que i = + j 
ce qui entraîne, par (1) et (4), j|S(i)l|î== 
^ || 5(i)||" || S(T) i| ^ + l . Donc, 

|| S{t) || ^ Me™' avec w = I o g J f / 3 si A f ^ l 
et w <= 0 si M < 1 . 

Soit maintenant xeX. II vient,si 

£ Me'"'' || S (fa — (,) a; — a; || - 0 

quand t<i -* (j ou ii f S ) d'où la continuité 
de S(t)x en tout teR+. 

Pour démontrer le théorème nous utilisons 
le lemme suivant qui est un cas particulier 
d'un théorème de G. MARINESCU (cf. [2], 
ch. III, § 5, n.° 1): 
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LEMME. Soit B un espace de B A I B E ( ' ) 

et {fuj une suite de fonctions continues de B 
dans R+. telles que 

(6) V X e II, 3 lim f„ (x) < + M . 
n + oo 

Alors il existe un ouvert non vide A de B , 
une constante 51 0 et un indice p tels que 

(7) tup f » ( x ) ^ M , \ / n \ p . 
X A A 

Démonstration du lemme: 

Pour wi, n = 1 , 2 , — , & = 0 , 1 , •••, soient 
Am» Jfc]), p| La con-

m ^ n 
tinuité des / * entraîne que A„t est fermé 
dans B et, de plus, (6 ) implique que 
B = [J Anl. Puisque B est un espace de 

rt , k 
BAIHE il existe alors un A„tka dont l'intérieur 
A est non vide. Le lemme suit avec 
Ai — k0 , p — . 

Ceci étant nous allons démontrer !a pro-
position suivante dont le théorème est un cas 
particulier : 

PROPOSITION. Soit X MM espace de B A -

SA CH de norme il • ||i |S(t)j ( s l i [ une famille 
d'éléments de L (X) telle que 

(8) V * e X , 3 S ( t ) x . 

Alors il existe des constantes M X 0 et 3 > 0 
telles que 

(9) ||S(t)|| ^ M, y t e [ 0 , o j . 

(l) Un oapace de BAIRE est un espace topo log ique 
où toute réunion dénombrable d'ensembles fermés 
d'intérieur vide est aussi d'intérieur vide. 

Démonstration de 3a proposition : 

Soit ( , ^ 0 une suite de limite 0 quand 
n — + w . Posons 

Puisque À' est un espace de LÎAIRE (cf., par 
exemple, [1], ch. IV, § 4, n.° 3) et on a (8) 
on peut appliquer le lemme antérieur. Donc, 
il existe un ouvert non vide A de X , une 
constante Alx et un indice p tels que 

(10) H p l l ã f ó f f l U J f , , V n ^ p . 
xÇA 

Soit x0 e A et c o n s i d é r o n s l'ouvert 
I".= a>0 — A qui contient 0 . (10) entraîne 

(11) sup II S(tH)x || ^ 2 Mi , V « • 
xev 

Soit maintenant B(0 , p) une boule fermée 
de centre dans l'origine et rayon p > 0 con-
tenue dans V. Si [| x || ^ 1 on a ax e B (0 , p) 
d'où, par (11), on obtient 

(12) \ \ 8 { u y \ ^ 2 M x j ^ v 4 f -

Considérons maintenant les intervalles 
[0 , 1/tt] , n = 1 , 2 , • , et supposons, pour 
t o u t n , S ( f ) non borné dans [ 0 , 1 / n ] . Ceci 
entraîne l'existence d'une suite |ir,,j conver-
geant vers 0 et telle que lim [| S ((',,) || =•» 

« + w 
= + » , Or cela est absurde par la première 
partie de la démonstration. 
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