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Um teorema sobre a Teoria da Medida
por O. T. Alas

. Seja X um espago topolégico de Haus-
DORFF @ indiquemos por A4 (X) o anel gerado
pela topologia sobre X.

DeriNigio. Uma medida positiva ¢ sobre
A(X) satisfaz a condigio (H) se:

1) p(lzh) =0, MreX;

2) p(Z)>0, paratodoaberto Z, nio vazio;

3) p(Y)=iof |p(Z)|YCTZ e Z é aberto{==
=sup |p(K)|KCY e K é compacto},
para todo Ye A(X).

O objectivo desta nota é estudar em que
condigdes existe uma medida p sobre A4(X),
verificando a condi¢do (//), no caso em que
X é um grupo topolégico localmente com-
pacto.

TeOREMA. Seja X um espago topolégico
regular. Se existe uma medida positiva sobre
A (X), satisfazendo a condigdo (H), entdo
todo o recobrimento aberto de X, localmente
finito, admite um aub-a'ecobn’m.ento enumerdvel.

DemoxsTRAGRO0. Suponhamos, por absurdo,
que existe (Z:)ic;, recobrimento aberto de
X, localmente finito, que nio admite sub-
-recobrimento enumeravel. Usando o teorema
de ZorN, é facil mostrar que existe uma
familia de abertos, (Vj)e,, tal que

1) Jcle ¢V, 2, NjeJ;
2) BinTi=3, M, ked, jFk;
3) o cardinal de J é maior ou igual a
X, .
Fixemos um elemento (z;);., pertencente a
17 e consideremos o conjunto F = |x;|je./}.

JedJ
I’ é um subeconjunto fechado de X; além

disso, se A C /' e K é compacto, entio K
é finito.

Seja p uma medida positiva sobre A4( X),
verificando a condigio (/). Temos que
p(F)=0. Por outro lado, se FC Z e Z
é aberto, entio p(Z)= oo, pois existe um
nimero natural m X /, tal que o conjunto
jjeJ|p(ZNV;)> 1/m| nio é enumeravel.
Mas, entlio verifica-se O = p(F") = oo, 0 que
é absurdo. Fica assim demonstrado o teorema.

CoroLARrIO. Seja G um grupo topoldgico
localmente compacto, separado e ndo discreto.
Entdo, ewxiste uma medida positiva sobre
A (G), werificando a condigdo (H), se e
somente se G é g-compacto.

DemoxsTRAGAO. Se (¢ é um grupo topo-
logico localmente compacto, existe uma
classe, D), de subespagos abertos, s-com-
pactos, dois a dois disjuntos, tal que
G= () ¥. (2)

YeD

Ora, se existe uma medida positiva sobre
A(G), verificando a condi¢io (H), pelo
teorema anterior devemos ter que D é enu-
meravel, donde G é ¢-compacto.

Suponhamos, agora, que G' é g-compacto.
Indiquemos por I o o-anel sobre G gerado
pela classe dos subconjuntos compactos de
G. Axprg WEIL [l1] mostrou que existe
sobre B uma medida (a medida de Haar),
tal que a sua restricio ao conjunto A4 (G)
verifica a condi¢io (/). (Note-se que todo
subconjunto fechado de @ é reaaniio enu-
meravel de subeonjuntos compactos de ).
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