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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 4.* cadeira —
1.° exame de frequéncia (1.* chamada)—14-3-1969.

1

5706 — 1) A partir da axiomdtica de corpo prove
que, para qualquer corpo K,

a) 0=—0
b) a-b=a-chasz0=b=c
c) ab=0=a=0Vyb=0.

2) Demonstre que o lugar geométrico das imagens
dos complexos z tais que

& —2

freR e z,56C =2

&8 — 2
é a recta corrente pelas imagens de 2z e z.

R.: 1) a) Como 0+4+0=0 resulta logo 0=—0.

b) Como a0 existe a=' eentiode a-b=a-c
conclui-se que a~'.(a-b) =a'.(a.c) ou
(a'.a)-b=(a"'-a)-c* Dado que a~'.a=1,
vem finalmente 1-b=1-¢c ou b=c.

¢) Supondo, por exemplo, b0, vemde a-b=10
a relagdo (a-b)-b~!' =0, ou a-1 =0, donde
a = 0. Mutatis mutandis para a==0.

2) Fazendo z=x+iy, zj=a+bi e zz=c+di,

) |
a relagdo = ) pode escrever-se na forma

£ — I

(x=elebiy=1b)1
(x—c)+(y—d)i

ou
(x—8) 4 (y—b)i=2[(x—¢) + (y —d)i].

x—a=2i(x—¢
Vem entio ( ) e, eliminando X\, vem
y—bmaly—d)
x—a x-—¢
- que € a equagdo da recta que passa
gi=Db y—d

pelos pontos (a,b) e (c,d).

1I

5707 — 1) Seja
X=jz:iz=(—1)"4+1/m (m,n=1,2,...)L

Justificando as respostas, indique os seguintes con-
juntos: int X, ext X, front X e derivado de X.
Indique também sup X e inf X. O conjunto X é
fechado? E aberto? Porquéd?

2) BSeja u, o termo geral de uma sucessfo que
possui a propriedade seguinte: existe um nmimero na-
tural m e um nimero real & (0 <<k <<1) tais que,
para todo o nimero natural n =m, é |u,, | =k |u,]|.
Mostre que limu, = 0.

Ve e
Caleule 1im(\/1+l—1) S
en logn .

Bt 1)

mtX = ¢
entX = R—(X U|—1,1])
frontX =X U{—1,1}
X'={—1,1}
sup X = 2
infX =—1.
O conjunto X ndo € fechado porque nio contém o seu
derivado e também nio € aberto porque X g=int X .
2) De
Ium+l|§k}“ml
[aps | Sk | 0y |

[Uniy | =k [ Uago—t |,
vem
[ Ui | =K [ug |, ou [u,| k"™ |u,| (n=m + p).

Como k"™ — 0, resulta imediatamente limu, = 0.
Notando que

9 n? Ta-in®
Viﬁ.?_l-?t?{z_’l)’
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= —1Ilim{ . —
e" logn
IIT

5708 — 1) Admitindo que Zu, converge absolu-
tamente, e tendo em conta a evanescéncia do termo
geral, demonstre que cada uma das séries seguintes
tamhém converge absolutamente:

b) ZLu(u,,#—l) G T ey

a) Zul
) . 1L 14+ u?

2) Supondo que lim f(z)=A4 eque f(z) >0 em

certa vizinhanga do ponto a, prove que A=0.
Utilize esta proposigio para demonstrar que, sendo
limf(x)=A4, limg(x) =B e f(z)<g(x) emcerta
F-a a=a

vizinhanga do ponto a, entio A= 5.

R.: 1) a) lim |u“| =0, isto é, a partir de certa
ull
ug
ordem € | <e(e>0) ou wl<e|u,|. Como
ul)
Ze|u,| converge, também converge (absolutamente)
Zul.
b) & 1 = 1 impli
im | ———|/|u,| =1 o que implica que a
) e I que implica g
u,
série | ————— | € convergente.
1+ mu,

2
c) lt'm—u—"—,-'u:e-l e portanto, atendendo &

14 u?
u?
. ; x n
alinea a), pode garantir-se que X Tuﬁ converge

(absolutamente). f

2) Supondo A finito, se pudesse ser A <0, entdo,
escolhido 5 <0 tal que A + 3 <0, existiria «>0
tal que x e\ (BA)AxzFa = A—3<f(x)<A+3<0
e j& ndo poderia ter-gse f(x) >0 numa vizinhanga do
ponto a. Idéntico raciocinio para A infinito.

A segunda parte tira-se imediatamente desta proposi-
gdo, notando que g (x) — f (x) > 0 em certa vizinhanga
do ponto a e que fi?[g(x) —f(x)]=B—A.

I 5. C.E. F. — Matemiricas Gerars — 1.* cadeira —
1.° exame de frequéncia (2.* chamada) —22-3-1969.

I

5709 — 1) A partir da axiomdtica de corpo prove
que, em qualquer corpo K, sio satisfeitas as pro-
priedades seguintes:

a) Se a==0 entdo a-c=05 seesdse c=a!-b.

8 a:-0=0-a=0.

0) a:(—b) m(—a):b=—(a-B).

2) Designando = e y nimeros reais, demonstre que

a) 2>0Ay>0=2+y>0Axc-y>0.
b)) z2<OAy>0=z-y<0.

R.: 1) a) Se a=£0 existe a~* e, de acordo com a
relagdo a-c=b, vema~*.(a-c)=a"'-b ou c=a"'-b,
Reciprocamente,de ¢ =a~'-b vem a-¢c=a-(a"'-b)
oua-c=Db.

b) Notando que a-0 =2a-(0+4+0)=2a-042a-0,
tem-se a:0=0.a=0.

¢) DBasta observar que

O=a-0=a-[b+ (—b)]=a-b+a-(—b).

Desta relagio se tira que a.(—b)= — (a-b).
Analogamente se conclui que (— a)-b = — (a-b).

2) a) Sendo x =[X,,X,] e y =[Yy, Y], tem-se

x>0=0eX,
y>0=0eYy.

Ora 0e X4\0eY;=>0eX; + Yy o que prova que
x + y> 0. Designando X;Yy o conjunto dos produ-
tos inferiores xqyy (x3>O0Ay;>0) étambém evidente
que a secgdo inferior de xy contém 0 e portanto
xy>0.

b) Sendo x <0 € fdeil mostrar que 7—x >0 e,
por definigdo, vem xy = — [(—x)y]. O resultado
anterior assegura que (—x)y >0 eportanto xy <<0.

IT

5710 —1) Sendo A =lja:a=(—1)"(1 4+ 2/a)"
(n=1,2,-:)| ¢ B=[—10,1], indique, justifi-
cando as respostas, o derivado de AU B, o fecho de
AUB, int(AU B), front(AU B), sup (AUB) e
inf (AU B) .

2) Seja u, otermo geral de uma sucessio limitada
que nio possui um termo superior a todos os outros.

Prove que sup (u,) = lim u,. Verifique a proposigio
com u, = (—1)"(1—1/n):
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Determine a e &, sabendo que a + b =1 e que

Iimn(e”"-e—(-,-——l) -3,
n
R.: 1) (AUB)=[—10,1]U}e?|.
U{a:a=(1+£)n(n=2,4,6,--'}}Uiﬂ?f-
n
int(AUB) =]—10,17.
Jront(AUB)=}—-10,1, a=(—1)"(1 + 2/n)"
(n=1,2,...),e2.
sup (AUB) = e2.
inf(AUB) = —10.

2) Como a sucessdo € limitada e niio possui um termo
superior a todos os outros, pode garantir-se que (u,)
tem supremo finito e esse supremo terd de ser ponto de
acumulagdo de (u,) ndo pertencente a (u,). Tal ponto
de acumulagdo serd o maior dos sublimites e portanto
limu,.

A sucessdo u,= (—1)" (1—1/n) élimitada (| u,|<1)
e ndo possui um lermo superior a todos os outros.
O sup (u,) =1elélimu, pois ug, —1 € gy y—>—1.

Notando gque

lim n (e"“—E-—l) -=-h'mn( i—-E) -
n n n

=lim(Ea—b)=a—b,

vem a—b=2 que, juntamente com acondigio a+b=1,
dé a=3/2 ¢ b= —1/2.

111

5711 — 1) Mostre que as séries de poténcias
al‘
n+1
intervalo de convergéncia absoluta ] —a,2[. Tome
a,=1[/n para justificar que as trés séries podem
apresentar comportamentos diferentes para = = + 2.

Za, 2", Zna,x*1 e 2 x"*! possuem o mesmo

2) Considere a fungdo real de varidvel real

, z" 4+ 2
s A8 = i

Mostre que ela também pode ser definida do modo
seguinte :
1z +1 (z<—1)
(—l<z<1)
1 (z=1)
1/z +1 (z>1).

©—f(x) =

A fungdio é continua para © =17 Porqué?

R.: 1) As trés séries possuem o mesmo intervalo de
convergéncia absoluta porque

lim "\/Ta,| = tim "/ (0 +1) [ 8,4y | =lim V]2, /0 -
xn

Tomando a, = 1/n obtém-se as séries = y xS
n

xot

z 'EZT;T)_ para as guais o intervalo de convergén-

cia absoluta é 1 —1,1[. No entanto, =

diverge

para x =1 econvergepara x =—1; Zx"! diverge
xott

=t1;e2——
para x=+11; e S (B

converge para x=+1.

2) Com |x|>1 vem

: x" + 2 14 2/x" 1
lim ———— = lim - .
n=oo X" £ x"+1 a=wx+1+41/x" x+1
’ x" 43 1
Para |x|<1 ¢é nl;n:om-2 e f(1)=1.

Para x = —1 a fungio nio € definida porque ndo
: ; (S)iid :
existe lim = lim [(—1)"+2].
n=co(—1)H 4+ (—1)+1 »s=w
A fungiio nio € continuaem x =1 porque ndo existe
h‘_r:: f(x).De facto, f(1—0) =2 e f(1 +0) = 162.
A fungdo ndo apresenta continuidade lateral no ponto
x=1 porque f(1 —0)£f(1 +0)£f(1).

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerars — 4.* cadeira —
2.° exame de frequéncia — 1.* chamada — Duracido
— 3 horas — 14-6-1969.

1

5712 — 1) Utilize a identidade 2 max (f,g) =
= |f—gl|+ f+ g para demonstrar que, sendo f e
g funcdes continuas para = = a, também max (f,g)
é funcfo continua para = = a. Mostre também que
min (f,g) é continua para x = a.

Estude a continuidade e extreme a funcfio definida
por

2(l=x<?)
5(x=2)
—xz2<zx3).

[ (@)=

Indique os extremos absolutos (caso existam) e
relativos. Justifigue as respostas.
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R.: Basta notar que |f — g | e f + g sdo funcdes
continuas para x = a. Para a segunda parte obser-
ve-se que min (f, g) = —maw (—f, — g).

A fungio f(x) € continua em [1,2|U]2,3] e des-

continua para = 2. Tem-se
2x (1=x<?2)
ff{x)=1tco (x=2)
—1 @2<x=<3)

0 que permite concluir que os minimos locais sdo f(1)=1
e f(8) = —38, eomaximo local ¢ £(2) =5. E claro
que o maximo absoluto € f(2) = 5 e o minimo absoluto
€ f(3)=—3.

2) Supondo que f admite primeira e segunda
derivada em [a,b] e que sfio cumpridas as condigoes
f(a)=f()=0c¢e f(c) >0 (a<c<b), demonstre
que JEe]a,b[:f"(E)<O0.

R.: A fungio f € regular. A aplica¢do do teorema
de Lagrange dé

S Ty =0 )
c—a

SRV pe) <0 (oot
b—e

! —f!

f I:c:l—-clfcl) ST (E)<0 (CI{E‘:Q)

0 que prova a proposicdo.
3) Prove que o desenvolvimento em série de

Mac-Lavriy de y= ‘_(L_Zw?)?- (k > 0) é

o0
E (n + 1) i2n o®n
a

para |z |<1/Ek.

R.: A férmula do binémio dd, para |x|<<1/k,

(1—k2x2)~% =
@ —2(—2—1)--(—2—n+1)

=2 n!

o
T o (n+])

(— ke x2yr

kn x 2n

X
ﬁ (o + 1) k3»x?n.
1

4} Calcule P m .

x
R.: Fazendo a substituigio tg-§ =1, vem

p 142cosx -p 1 ; 2 2
1 2+1—tz 1412
14+t
1 2 1¢/3

P =
3+8#  y3

P -
1+(¢3)

II

5713 — 1) Seja dada 4 = [a;;] (m><n) e consi-
derem-se as somas por colunas Z |la;;] (j=1,2,--+yn).
i=1

Define-se 0o médulo de 4, M (4), como

max{'g[a,,l (G=1,2, ,n)}.

Prove que

a) M(I)=1.
b)) M (nA) =|x|M(4) para qualquer escalar x.
¢) M(A+ B)=M(4) + M (B).

R.: a) Para a mairiz identidade 1 tem-se

Nla;| =1, ¥j.

im=1

Logoé M(I) =1.
b) Como LA =

Z'lauj'_‘l.llzIaut!

i=1

[ra;] e

tem-se imediatamente o resultado.

¢) Com A =[a;] ¢ B=[b;] ¢ A+B=[a;+b;]

m m m

e 2 [ a; +bij|§z|alj| + Elbli |, relagio que
i=1 i=1 =1

conduz facilmente ao resultado.
2) Utilize a teoria dos determinantes para cal-

cular os valores de @ e b por forma que os sistemas
de equagdes lineares
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xy + =2 &y + axy = b
oy fwp—m3=1 e g + 23 =20
@+ a3 =0 B — @2 =0

sejam equivalentes. Mostre que para esses valores de

a e b os sistemas sfo ambos possiveis determinados
e ache 3 solugfio comum,

R.: O primeiro sistema é possivel determinado por-

que |1 1 0]|=1£0.
11 -1
(18 11
4 sua solugio vem dada pela regra de Cramer:
=21 0]=3—-b
11 -1
b 1 1
xp=|1 2 0|=b—1
11-—-1
0 b i |
xg=|1 1 2 |=1.
111
01 b

Para que o segundo sistema também seja possivel

determinado € preciso que | 1 a 0|=a+15£0
1 L) s |
1 -1 0

ou a=s=—1. E, para que seja equivalente ao primeiro,
a sua soluglio terd de ser xy=38—Db, x,=b—1 e
x3 =1, isto é, '

3—b+a(b—1)=b
I =b
8—b—({b—1) =0

sistema que dé a=1 e b=2.

I 8. C. E. F. — Mareudricas Gerars — 1.* cadeira —
2.° exame de frequéncia — 2.* chamada—Duracio
— 3 horas — 20-6-1969.

I

5714 — 1) Seja f continua em [a,d] e admita
que x4y e m, sio maximizantes (minimizantes) de f
que se supde nio constante entre «y e z. Prove,
utilizando o teorema de WerersTrASS, que existe um
minimizante (maximizante) de f entre z; e x;.

Indique, justificando, 0s pontos (préprios e imprd-

prios) de continuidade) e de descontinuidade de
x— f(x) =xel".

R.: Suponha-se que f(x1) e f(x;) sdo dois mawi-
mos de f(x). Como f(x) ndo € constante entre x; e
X3, seja f(x3) o minimo absoluto em [x1,x] cwa
existéncia € garantida pelo teorema de WEIERSTRASS.
Se x3 ndo pertence a qualquer secgiio de invariabili-
dade, f(x3) € minimo e ndo € maximo ; se x3 pertence
a uma tal secgdo algum dos exiremos desta cai enire
xy e X3 e ainda em ftal ponto f(x) tem unicamente
minimo, Mutatis mutandis para o caso de f(x;) e
f (x;) serem dois minimos.

A fungio x — f(x) € continua em todos os pontos de
R exceplo x=— 00, x=0, x= 4 oo,

2) Utilize a fungio auxiliar definida por g (x) =
= [f(x) — f(a)] (x — b) para demonstrar que, sendo
f regular em [a,b], entdo Jce]a,b[:

¢ —
1A=L _ i,
—c
R.: A fungdo g(x) € regular e, como g(a) =
= g (b) = 0, o teorema de Rorre garante que g' (x)=
= f'(x) (x — b) + [f(x) —f (a)] se anula para x =c
(a<<e<<b). Entio ' (¢) (¢ — b) + [f (¢) —f (a)]=0,
0 que prova o teorema.

3) Sabendo que z — f(x)=kx— 1:’:3 é cres-
cente % xe R, mostre que £=>9/8.
x4 4 3 x2
R.: ﬂ(x)sﬁ—mzo,sv‘xe'ﬂ.
xt |+ 32

Tomando g (x) = a , 0 8eu maximo terd

+ xzja
de ser inferior ou igual a k: Ora
—2x3 4+ 6x

g'(x) = BT -

e g (0) =g (+/3)=0. Nio édificil reconhecer que
+/3 sido maximizantes e g(+y/3) = 9/8. Logo,
k=>9/8.

e (1 4+ xlogx)

4) Calcule P
®

e* (1 + x logx)
x

el
=P—+ Pe*logx =
X

e

=P +e‘!agx—Pe—=—e‘£ogx.
X X
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5715 — 1) Sendo 4 e B matrizes quadradas
tais que A B e B A existem, demonstre que a soma
dos elementos principais de AB e B A é a mesma.

Prove que matrizes diagonais da mesma ordem sio
permutdveis na multiplicagfo.

R.: Fazendo P=AB e Q=B A vem p;j=a;, b,
e q;=Dbya, com a(mudo)=1,2,---,n. Entio
Pin=3be € a3 =Db,, 3, com a(mudo)=1,2,..-,n,
Logo, 2p,;=zqu=am b,, com o (mudo) =

1 1
=1,2,---,n e l(mudo) =1,2,---,n.

Para a sequnda proposi¢io, supondo A e B dia-
gonais da mesma ordem, vem

ay by (i =1])

PCEeRy {0 (i)
{bil. a;(i=1j)
0 (1))

Qjj = byg 35 =

o que prova que P = Q.

2) Utilize a teoria dos determinantes para caleular
os valores de a e b por forma que o sistema de
equagdes lineares

4+ T2=a

X — Xp=20b

2 2+ 2= 1

x + 2 X = a
seja possivel. Ache nesse caso a solugio do sistema.
R.: A caracteristica da matriz dos coeficientes é 2

pois, por exemplo,

A=]1 1| = =2 #:0 .
1 —1

possivel o teorema de Roucni: exige que os determinan-
tes caracteristicos

Para que o sistema seja

Ay =1 1 a|=—2+b+3a
1 —1 b
2 11
Aly = |1 1 a|=a—b
1 —1 b
1 2 a

sejam nulos, isto €

{—2+b+3a=0
a—b=0

quedd a=Db =1/2. O sistema dado € pois possivel

(determinado) para estes valoresde a e b e € equi-

valente ao sistema constituido pelas equagies prineipais
Xy + X3 = 1/2 cuja soluglo ¢ x;,=1/2 e

{ Xy, — X3 = 1!2

x;=0

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerais — 1.2 cadeira —
Exame final — Epoca de Julho — 1.* chamada —
Duracdo 3 horas — 5-7-1969.

1

5716 —1) BSeja A subconjunto do conjunto fun-
damental U. A aplicagio ¢, de U em 0,1} de-
finida por
1 (xed)

w@ =1 os

¢ a chamada func¢do caracteristica de 4. Demons-

_tre que

a) eoa(@)=1—10,()
b) 9anp (2) = 94 (x) - 95 ()
¢) @aop(®) =21 (2) + 25 (%) — Pa0p (%)

R.: a) Como
n(X) =1¢=x¢Ac=19,(x) =0
9 2(x)=0=1xe A=, (x)=1,
a igualdade é dbvia.
b) Notando que
gaap(x) =1¢=xe ANB=xeA A xe B
e (x) =1 Ag(x) =1
oanp(x) =0=x¢ ANB =
xeA Ax¢Be=g(x)=1Ags(x)=0
= 1x¢AAxeBe=e, (x)=0Ap(x)=1
x¢AAx¢Be=o, (x)=0A¢(x)=0,

vem imediatamente

9ann (%) = @5 (x) - g5 (x).

¢) Tem-se

orop(x) =1l¢=xe AUB =
xeAAx¢Be=rg (x) =1 Aq(x)=0
= 1X¢A AxeB=o¢, (x)=0Aqp(x) =1
xeAAxeBe=g (x)=1Ag(x)=1
Pavp(x) =0=x¢é AUB=>x¢BA x¢ B
= (x)=0Ae(x)=0
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e, atendendo ao resultado Ja alinea b), vem

@avp (X) = @2 (x) + @5 (X) — ¢aqn (x).

2) Desenvolva logaz segundo as poténcias de
¥ = (x — 1)/(x + 1). Para que valores de = é vi-
lido o desenvolvimento ? Justifique.

R.: De y=(x—1)/(x+1) vem x=(1+y)/(1—y)
e portanto

=

1
logxﬂlog( 43

l—y) = log(1+y) —log(1 —y)=

oo 2 -1 -] 1 ___1 2nt+
s P SN N e L
o 2n+1 o 2n4+1\x+1

-1
terd de ser |y |= |x+—1 | <1, donde resulla x>0.
X

8) Caleule P1/(}/5 —x + /5 — x).

R.: Fazendo D —x=1tt, vem
1 43

P L =
: 4V.’)—x-!-\/&—x t + t2
t2 1
= —4P(t—1 =
t+1 ( +i:+1)
t2
——4?+4t—4log]t+1[—

= 25 —_x+486—x—4dig|W5—x+1].

gen x

=—4P

em

4) Estude a monotonia de z—f(z) =

]0,%/2] e deduza desse estudo que '/ z6]0,7/2]
B—e:igw« (a igualdade é verificada se e 86 se
= = x/2).

X €08 X — S€n X
R: e — = cosx
x2 x

no intervalo indicado é cosx >0 e x—tgx<<0,
vem f'<<0 o que indica que a fungdo € incessante-
mente decrescente em |0 ,%/2). E claro que

xX—igx
e, como

sen x senw /2
vxe)o, ) Xz 200

= 2/x.

II
5717 — 1) Mostre que todas as matrizes permu-

tiveiscom A=]0 1 0 07 tém a forma
0010
00,01
loooo

B=7Ta B 7
0151
0 0 « B
Lo oo ol
R.: Fazendo B=7a b ¢ d7], vem
on-f g 'h
ij k
lm nopld
AB=7Te f g h7] ¢ BA=j0 a b ¢
T (o < | 0 es f g
m n o p ¢ D T 4
0 0 0 0 0 m n o

e a condigio AB =B A implica

e=i=j=m=n=0=0
a=f=ke=p

b=g=]

c=h

2) Prove que o determinante |a;;| nio sofre alte-
ragdo se se multiplica cada a;; por pi~/. Calcule

1 7l 1..-1
—1 0 1..-1
—1 —1 0..-1
|]—1 —1 —-1-...0].

R.: Como qualquer termo da matriz [a;] ¢ da
forma t = 3,8, B0 g, " B, B multiplicando cada
a;; por p'~' vem

ai—X58i
t/=pZ b4<] a“’B' "'aﬂ’nﬂn“t
pois Za;— Zf, =0.

Adicionando a primeira linha do determinante dado

a cada uma das restantes, vem o determinante triangular

T e
01 2.9
0002 -3
)

cujo valor € 1.



76

GAZETA DE MATEMATICA

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerais — 1.* Cadeira —
Exame final — Epoca de Julho — 2.* chamada —
Duracgao 3 horas — 11-7-1969.

I

5718 — 1) Prove as seguintes proposi¢des relati-
vas a conjuntos:

a) ANB=A—(4—B)

b)) BcA=B=A—(A—B).

Bo: a) A= (A= B)md (K —B) A

ﬂ(A?:B)—An(~AuB)-(An~A)U
U(ANB)=9U(ANB)=AnNB.
b) BCA=ANB=B«B=A—(A—B)

2) Supondo que a fungdo f é par (impar), mostre
que, possuindo derivadas para z = 0, sfo nulas as
derivadas de ordem impar (par).

Sejam f e g fung¢Bes impares com derivadas con-
tinuas de ordem =<3. Admitindo que ¢'/(0)=£0,
calcule lim F4G) ~ 2L Bt (o)

=0 g(2) —29(2%) + g (3x)

R.: Para funcio par tem-se

f(x) =f(—x)

fl (x) = — [/ (—x)
i (x) = ' (— x)

fi11 (x) = — i1l (— x)

o que implica f'(0) = f'"" (0) = ... = 0. Para fungio

impar tem-se
Lz m—$i(—x)
f' (x) =f"(—x)
1 {z) & — i (—x)>
i (x) =" (—x)
o que implica f(0) =f"'(0) = ... =0.
O limite apresentado conduz a uma indeterminagdo
da forma 0/0 e a regra de Cauchy di

f(x) —21(2x%) +f(3x)
=0 g(x)—2g(2x)+g(3x)
s fl(x) —4f'(2x)+3f (3 x)
x=0 g'(x) —4g' (2x)+3g' (3x)
i 1) — 817 (23)+ 9P (3x)
-— i g:r (x) o 3g” (2 x)+9 gH (3 x)
iy G167 (2%) 427 7 (3 %)
_x-" gu;(x) 16g”'(2;)+27 gnr(d x)

£11 (0)
g"©)

; 1
3) Calcule P TR
Rz
1 sec? x b - sec? x 5
14 3cos?x sec?x + 3 4 4 tg?x
1 Esecﬂx 1 tgx
=E}?—— 2act‘g(2).

tgx
i (i
65)
4) Para que valores de a e 5 o ponto P(1,3)
¢ ponto de intlexdo da imagem de z—f(x) = aad +
+ bx2? Justifique,
Escreva a equagiio da tangente 4 curva no ponto
de inflexdo.
R.: fl(x) =3ax2 4 2bx
fi'(s)=6ax+2b
A condigdo f(1)=3, juntamente com ' (1)=0, da
a=—3/2 e b=19/2.
9
A tangente de inflexdo é Y — 3 = T (X-1).

11

4
ache as matrizes X que satisfazem a equagfo matri-
cial AX=XA4.

5719 — 1) Dada a matriz A-[ ; H2],

R.: Tomando X = [xl xz]’ vem
X4

AX = Xy — 2 x5 X — 2 x4
—8x;+4x3 —3x +4x4
e
S '!1-—3312 -2}(5-{-43{2 {
X3—3x; —2x3+43x4

A condigdo AX =X A conduz ao seguinte sistema
homogéneo duplamente indeterminado:

31:—2}(3 =0
2!1—3!3 —2X4=0
—3x +3x34+3x;=0
—3x; 4+ 2x3 =0.

Um sistema fundamental de solugies € dado por
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7

1 1l
2/3 0
Xy = i e X, = 0 e portanto a solugdo
0 1
geral €
xj=@a + B
2
= —
X2 3
Xg=a
Xy = B

para quaisquer valores dos parametros « e B. Tem-se
entio

X = 2
a+p Eg
B

[- 4

2) Prove as relagdss:

a) Gy -t Gy | =ayy Ay + |0 agpray,].
& 5 Gazy G2z *** Gay
Gyy oot Gy ‘ﬂ“! Gpg *** Gyy
AR SR ) B T e
. : by ayg v ay, | |Oagy - ay,

Tyy = By 6»0‘“‘”"(1““ Oanl'”a’ﬁn

R.: a) Basta desenvolver pelo teorema de Laplace
o determinante no primeiro membro ao longo da pri-
meira linha (coluna) e proceder de modo idéntico para
o determinante no segundo membro para se obter o
resultado.

b) Utilizando o teorema de Laplace para o segundo
determinante ao longo da primeira linha e para o ter-
ceiro determinante ao longo da primeira coluna, obtém-
-s€ 0 primeiro.

L 8. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 1.* cadeira —
Exame final — Epoca de Outubro (1.* chamada) —
Prova escrita — 1-10-1969.

I

5720 — 1) Estude do ponto de vista da reflexivi-
dade, simetria e transitividade as relagdes bindrias
seguintes :

a) xSy« x e y slo primos entre si em N;
b)) zSy—=zx—y<1l em R;
¢) zSy=|x—y|<3 em R.

R.: a) Nao reflexiva, simétrica e ndo transitiva.
b) Reflexiva, nio siméirica e ndo transitiva,

¢) Reflexiva, simétrica e ndo transitiva.

2) Utilizando os desenvolvimentos em série de
Mac-Lavriy de senx e cos =, determine a, b e ¢
x(a + becosx) —csenx

por forma que lim e=1.
==0 xb
R.: x(a + bcosx) —csenx
. = -
(a+b bx? bxt bxé ) +c13 cx5
x P sl e i e
3 T38 6! T8 120
x%
c b b c
at+b—e)x4+[|———) xB e el
=( e +(e 2) "'(24 120)""
x5

Para que o limite seja 1 € preciso que

a+b—c=0
c b
R
b c
% Ti0 )
a =120
sistema cuja solugdo é { b =60 .
¢ = 180
T M L o A3
x3

p.ten (log x) it

R.: o

1 1
P el (log x) =

os (¢ )1 2 P cos (I Dy A
= X) —— — L] b A e ——
(log x) — 08 (log x) — - —3

i sen (logx) sen (logx
= — cos (log x) ;—2 [ (ng ) +2P (,;sg )]=

__ cos (log x) _g 2% (log x) _ap e (log x)
x2 x2 x3

dondc resulta

sen (log x) 1 cos (log x)
e x3 5 x2

sen (::g x) ] ;
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4) Represente geométricamente a fungfio definida

1
por f(a:}=1—e"+—§ 5l

R.: Dominio: | —oo,+ co[.

Continuidade: continua em todos os pontos préprios e
em X = + oco; descontinua para x = —oco.

Variagdo: f'(x)=e™ (1 —e™) eportanto a fungio
€ decrescente em | — oo ,0] e crescente em [0, 4 oo
possui o minimo f(0) =1/2,

Concavidade e pontos de inflexdo:
fI'(x) =e>(2e>—1)

e portanto a concavidade estd voltada para cima em
]—o0,log 2] e para baixo em Jlog2, 4 oo [; eriste
um ponto de inflexdo para x = log 2.

Assintotas: Y =1.

II

5721 —1) Discuta a caracteristica da matriz

A=p1 2 —1 0 1
4 1 0 —2 i
3 —1 1 —2 m
2 =3 2 n —1

consoante os valores assumidos por m e n.

R.: Condensando A , obtém-se
1 2 —1 0 al
—7

0 4 —2 —3
0 0 0 0 m
0 0 0 nt2 0

donde € facil concluir a resposta:

nE-—-2 r=4
m==0

ne=—2 r=3

n —.2 r=3
m =0 T

M= —2 r=2

2) Utilizando a teoria dos determinantes, ealcale
a« e B por forma que o sistema de equagdes lineares

2o+ 72 +2x3=1a

{ 351+:Cz+ z:3-=2
@y + Bz =0

seja possivel indeterminado.

R.: Tomando a matriz dos coeficientes

T
A=[212],
100 @

B terd de ser determinado por forma que a caracteris-

tica de A seja inferior a 3. Basta tomar |A| =0

para obter B =1. E eclaro que a caracteristica de A

passa a ser 2 porque A= |1 1|=—150,

2 1
Para que o sistema seja possivel € preciso que o carac-

teristico |1 1 2| se anule o que acontece para a=2.

21 a

1 00
Portanto, para o.=2 e p=1 o sistema € possivel
e simplesmente indelerminado.

I 8. C. E. F. — MaTtemaricas Gerais —1.* cadeira —

Exame final — Epoca de Outubro (2.2 chamada) —
7-10-1969.

|

5722 —1) Para quaisquer conjuntos 4 e B de
U define-se a soma simétrica A® B do modo seguinte:
ADB = AUB— (AN B). Prove que

@) AB=BoA
b) ADA=9
¢) (A®B)NC=(4nC)d(BNC)

R: a) A@B=AUB—(ANB) =
=BUA—(BNA)=BaA
b) A@®A=AUA—(ANA)=A—A=9
¢ (A®B)NC=[(AUB) — (ANB)]nC=
=[(AUB)N@AUB)INC =
= I[(AUB)NAJU[(AUB)NB)|NC=
=|[BNn~A)uU@AnB)inC=
=[(BNC)NAJU[(AnC)NEB]
(ANC)®(BNC) = [(ANC)U(BNC)] —
-~ [(ANC)N(BNC)] =
=[(ANC)UBNO)] N [(ANT)UBAD))
= [(ANC)NBAC)] U [(BNC)NANT)]
=[(AnC)nBlU[(BNC)NA].

1 3 =
2) Prove que (-i-iai) =14+ 3 @4n2+2)a"
para |x|<<1:
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R:

1—x
% @ (n+1)(n+2)
- (1+3 3 x2 3 PG s e W
1+3x+3x +x)g ) X
= (1+3x+3x2+4x3) (14+3x+6x24+10x3+ ...) =
=1+4+6x 4+ 18x2 + 38x3 + ...

para [x|<1.
Para obter o' termo geral do desenvolvimento note-se
que o coeficiente de x" (n=3) €

(n + 1)2(n+2) 43 n(ng+ 1) +8 {n—;)n
L == _

2
Tem-se entdo
f14x\3 =
kl—x) —1+zj“{4n2+2)x".

1 2
3) Calcule P ( Ogm) :
®

R

2
P ("'9‘) e i e
x2

X

log x

1
= ——V/log®x + 2P
x

1l 1 1
= ——Jog’x + 2 (——logx-_l-P—) -
x x x2

log? : [ .
= ——1log?x — — -
b4 L s i X

4) Determine os valores de @ e b por forma que
a fanglio x — f (x)=alog x+ba2+x tenha extremos
para z; =1 e xy = 2. Mostre que com esses valo-
res de @ e b x; é minimizante e x; é maximizante.

R: f (x)——:- +2bx+1 e o sistema
2b+1=0
a+2b+ o = —3/8
%+4b+1—0 {b-—us

2
Para estes valores de a e b vem f”(x)=§;z__

1 1 1
3~ & oomo 1 (1) 3 >0, f''(2) 5 <0,

xy = 1 € minimizante e x,=2 ¢ maximizante.

Il

5723 — 1) Ache as matrizes X e ¥ tais que
-3 1
5 —1

el

5 6X +3Y=
B [_12 15_]
—3 1
X—-3Y=

B e

donde resulta
L L

7X"|:_7 14J b e B 2J

De

142 ; 6 —2
2X+¥Y= — [ =
+ [_4 5] e 2X4+6Y [_10 2]

LA
X+Y= X—3Y =
ax+r=|_, ] — |

vem
7450 10
7 ( =
b [.-.14 TJ Ll [mz 1]
SENA 0N L)
1Al 0
01 2 il
2) Prove que D,=| = ° f=n+1.
000 2

Sugestio: Estabelega préviamente a relacio
Dn =2 Dn—l. v Dn—! L

R: Desenvolvendo D, pelo teorema de Laplace ao
longo da primeira coluna, vem D,=2D, ,—1.D, ,
ou D,—D,_,=D,_,—D,_,. Fsta relagio mostra que
Dy Dy Dg ... estdo em progressdo ariimética e, como

21
Dj=2,D5 = i
1 0 que prova o resultado: Dy=n+1.

=3, a razdo dessa progressio e

Enunciados e selugles dos n.% 5706 a 5723 de Fernando de Jesus

I. 8. T. — Maremdricas Gerars — 15-1-1969.

5724 —1) Uma aplicagfio ¢: A + B diz-se cons-
tante sse NV ¢ (2) = ¢ (¥)
yed

&y

a) Dadas duas aplicagies f: A-»B e g: B—C,
prove que a aplicagfio composta &= go f é constante
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sempre que pelo menos uma das aplicagdes f ou g
o for.

b) Mostre por meio de um exemplo que g o f pode
ser constante nfio o sendo f nem g.

5725 —2) Indique, justificando, ge sdo

a) reflexivas b) simétricas ¢) transitivas
as relagdes F',G e H, no conjunto dos reais, deter-
minadas pelas condigdes seguintes :

18) a2 Fye=>|z—-y|=1
22) xGy=a—yeZ
84) wHye3 @elk,k+1[Ayelk,k+1])

onde Z designa o conjunto dos inteiros.

Nos casos em que se trate de relagdes de equiva-
léncia descreva as classes de equivaléneia a que per-
tencem os nimeros 0, 1/2 e 1.

5726 — 3) Quando possivel dé um exemplo de um
conjunto X, majorado no conjunto ordenado R e
cujo supremo seja:

a) ponto de acumulagiio de X

b) » isolado de X

c) » interior de X
d) » fronteiro de X
€) » exterior de X.

Nos casos em que nfio seja possivel indicar um
exemplo prove que efectivamente o nio é.

5727 —4) Seja u, o termo geral de uma suces-
sdo limitada, verificando a condigio

W (nFm=u, )

i, nelN

e seja U o conjunto dos termos da sucessfo:

Das proposigoes

a) U nio é majorado

4) U tem elemento minimo

¢) wu, éconvergente

d) o derivado de U nio é vazio
indique as que sdo necessariamente verdadeiras, as
que s3o necessiariamente falsas e as que podem ser
verdadeiras ou falsas consoante a sucessio u, que

seja escolhida.
Justifique cuidadosamente as suas respostas.

1. 8. T. — Maremdricas Gerais — 15-1-1969.

5728 — 1) Represente A4, sucessivamente, cada
um dos conjuntes: }—1,0{, N=1{1,2,...{,
Z=}...,—2,—1,0,1,2,...} e @ (conjunto dos
racionais). Diga quais das seguintes proposi¢des sio
verdadeiras e quais sdo falsas:

-

a) v 3‘4:36 Ve(—=1)

e>0 xe

b) 3 M ze V(+c0)
e>0 xed

) M 3 zeVi(e)
e>0 =xed

Justifique resumidamente.

5720 —2) a) Seja A o subconjunto de R for-
mado por todos os nimeros x tais que meR e
22 <<4. Prove que a intersecg¢io dos derivados de 4
e de @ éigual ao derivado da intersecgio de 4

e Q:
ANQ)=4'na

b) D& exemplos de dois conjuntos (por exemplo,
dois intervalos abertos de R, escolhidos convenien-
temente) tais que a intersecgfio dos seus derivados
nfio seja igual ao derivado da sua intersecgio.

5730 —3) a) Demonstre que sendo 4y,45,---, 4,
(ke N) subconjuntos majorados de R, a sua reuniio,
A=jrv:zed)Vxzed\/ ... Voed,) é também
um conjunto majorado.

b) Se em vez de um nidmero finito considerarmos
uma infinidade de conjuntos majorados. serd ainda
verdadeira a afirmagfio de que a sua reunifio é neces-
siriamente um conjunto majorado ? Justifique.

5731 — 4) Seja u, o termo geral de uma suces-

sHo limitada verificando a condigio )/ u,e N e seja
nelN

U o conjunto dos termos da sucess3o.
Das proposigoes :
a) U éum conjunto finito
b) U é um conjunto fechado
¢) wu, ¢ estritamente mondtona
d) u, é convergente

indique as que sfo necessariamente verdadeiras, as
que sio necessariamente falsas e as que podem ser
falsas ou verdadeiras consoante a sucessio u, que
seja escolhida. Justifique cuidadosamente as respostas.
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I 8. T. — Maremiricas Gerars — 22-1-1969.

5732 — 1) Para cada xze R, seja
f(@)=maxlk:keZAk==z] e g(z) =2 — f(x).

a) Determine os contradominios das aplicagdes f
e g (de R em R) e indique se elas siio injectivas
ou sobrejectivas.

b) Determine as aplicagdes compostas fof, gog,
fog, gof. Justifique abreviadamente as respostas.

2) Indique, justificando, o derivado de cada um
dos seguintes conjuntos :

A=|x:2e NA 3
yeN

B=|r:ze RANO<|2—-1|=3|
C={c:zeR\|z|<min}|z—2|,|=+2]}

zy = 100}

m
D—{m:a‘.eR z=———}
AM,ESN m+ n
3) Das proposigdes
Xc¥=sint Xcint Y
X, YR
M XcY=ext XCext Z
X, ¥YcR
v Xc Y =) front X c front ¥
X TR

80 uma ¢ verdadeira. Demonstre-a e mostre, por meio
de exemplos convenientes, que as outras duas sio
falsas.

4) Seja X;,X,,X,,--+ uma sucessio crescente
de conjuntos nfo vazios, todos contidos num mesmo
conjunto X, limitado em £R.

Para cada ne N, seja ainda a,=infX, e b, =
=sup X, .

a) Prove que as sucessdes de termos gerais a, e
b, sio convergentes e que

lima, <limb,.

5) Em que caso se verifica a igualdade ? Justi-
fique.

I. 8. T. — Mateudricas Gerars — 22-1-1969.

5733 — 1) Sejam A e B dois conjuntos total-
mente ordenados (com relagdes de ordem que, em
ambos os casos, serio designadas pelo sinal <) e
¢ uma aplicagio de 4 em B tal que

Y (E<y=¢(x)<e(y))-
z,yed

Nestas condigdes:

a) prove que as proposi¢cbes ay & sobrejectivar e
ap & bijectivar sfio equivalentes;

b) prove que, e X & uma parte majorada de 4,
a imagem ¢ (X) ¢ uma parte majorada de B;

¢) poderd haver partes nfio majoradas de 4 que
tenham por imagem uma parte majorada de B?
Justifique.

2) Sendo G a relagiio em R formada por todos
os pares (x,y)e R? que verificam a condigdo

zeZNosSy<w+1,

a) indique o dominio e o contradominio de G e
da rela¢io inversa G~'. Algumas destas relagdes é
uma fungio ? Justifique.

b) Verifique se G & reflexiva, simétrica ou tran-
sitiva.

3) Sendo
A= jz:ze R A\ 2?2 —1<0}
B=|z:ze RAO<x—3=|z—5||
Ca{:z:: 3

neN

emar M)

indique, justificando abreviadamente as respostas, o
derivado, o interior e o fecho do conjunto

X=AUBUUZC.

4) Segundo o principio de encaixe,se Iy« 1, ,---
¢ uma sucessfo decrescente de intervalos limitados e
fechados de R, de comprimentos ¢;,+-+,¢,, -+ tais
que lime, = 0, existe um e um sé ponto comum a
todos os intervalos 7, .

Mostre por meio de exemplos convenientes, que se
obteriam proposi¢gdes falsas se, no enunciado prece-
dente, se suprimisse a hipdtese de:

a) a sucessdo de intervalos ser decrescente;
5) lime, = 0;
c) os intervalos I, serem fechados.

I. 8. T.— Maremiricas Gerais — 16-4-1969.

5734 — 1) a) Determine os limites das sucessdes

de termos gerais
1 1
1\w% 1 \o
s () T e e

=1

n
V=

ol
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b) Sendo a, o termo geral de uma sucessio de
termos positivos, com limite + co, considere as
séries :

a 1 | 1

2 1-{-"{.:,,,z nz+a,,z

e indique, justificando, as que sfo necessiriamente
convergentes ou necessariamente divergentes e as
que podem ser de uma ou outra natureza consoante a
sucessio a, considerada.

€%n

5735 —2) a) Para cada xe R, estude o
lim (cos~ z)", (considere separadamente os valores
n — 0O

de x nfo inteiros, inteiros pares e inteiros impares).
b) Sendo g a fungfo definida pela férmula:

1_ "
(;c)nx.l_ lim _isﬁx)
n—>» 0 2+(cosr:w)"

no conjunto dos pontos = para os quais existe o li-
mite indicado no segundo membro, determine os pontos
em que g ¢ continua, descontinua ou prolongdvel por
continuidade.

5736 — 3) Suponha que f ¢é uma fungio com de-
rivada continua em R e que a equaglo f/(x) =0
ndo tem raizes reais. Enunciando os principais teo-
remas a que fizer referéncia prove que:

a) f & estritamente monétona;

b) a fungfo inversa de f é continua;

¢) f ¢ limitada em qualquer intervalo limitado;
d) o contradominio de f é um intervalo aberto.

Mostre também, per meio de exemplos, que podem
ser verdadeiras ou falsas as proposigdes:

€) a equagio f(x) =0 tem uma e uma sé raiz
real;

f) f élimitada (em R).

I 8. T. — Maremdricas Gerars — 16-4-1969.

5737 —1) a) Determine os limites das sucessdes
de termos gerais:

. g 1)+(1 1
A= F i ™ (2 3 % 3=)+

i 1
+ T +

b) Sendo ¥l a, e 35, duas séries convergentes
de termos positives, considere as séries:
i b

2 (5 +3) Do Dab,

e indique, justificando, as que sfo necessiriamente
convergentes ou necessariamente divergentes e as que
podem ser de uma ou de outra natureza consoante as

séries 3 a, e X%, consideradas.

5738 — 2) a) Para cada xe R, calcule

1
lim —_—
nso 14 n?sennax

(considere separadamente valores de x inteiros e ndo
inteiros).

b) Estude, quanto a continuidade lateral, em todos
os pontos de R, a fungdo definida pela férmula:

1
= C N
9 (=) @ e 1+ n2senma’
onde C(x) designa o maior inteiro < =. Esboce
um grifico aproximado de g(z).

5739 — 3) Suponha que f ¢é uma fungfo continua
em R eque lim f(x) = limwf(a:) =
& = =00 22—+

a) Justifique cuidadosamente as duas afirmagdes
seguintes:
1+ Existe um nimero a>0 tal que

|z| >a=f(@)>/(0);

2.* No intervalo [—a,a], f tem minimo.

b) Utilizando as duas afirmagdes anteriores,
prove que f tem minimo absoluto (isto é,
em todo o seu dominio, R) e, designando
esse minimo por &, indique, justificando, o
contradominio da fungfo.

¢) Dé exemplos de duas fungdes nas condigdes
da fungdo f deste enunciado, uma que atinja
o seu minimo num inico ponto, no qual seja
diferencidvel, outra que atinja o minimo em
dois e so dois pontos, nos quais nio seja di-
ferencidvel.

L 8. T. — Mareudricas Gerars — 23-4-1969.

5740 — 1) a) Determineos limites das sucessdes
de termos gerais u, e w»,, sendo

1 n+1
Uy = E; Uppg = U, * ﬂ+2,

U - ‘/4u 3!n Q3n

N neN
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&) Supondo a,>0, justifique que se

e 7 6]0,1]
n
entdo a,—0.
D& exemplos de sucessdes cujo termo geral a, seja
um infinitésimo e tais que:

19 Hm—f o1, 8% lim-— w9,
8s), Tm 2t .9,
a,

5741 — 2) Seja ¢ afungHo definida pela férmula:

oo pintt

Al u§0 (n+1) (n+2)

no conjunto dos pontos ze R nos quais a série que
figura no 2.° membro é convergente.

a) Mostre que o dominio de ¢ ¢é um intervalo e
indique os extremos desse intervalo.

b) Mostre que ¢ ¢é uma fungfio impar e estrita-
mente mondtona.

¢) Determine o mdximo de ¢.

d) Obtenha uma equa¢io da tangente 4 curva
y = ¢ (x) no ponto de abeissa 0.

5742 — 3) Sendo I e J dois intervalos de R
tais que I c J, diz-se que uma fungfo f, definida e
continua em I, é continuamente prolongdvel a J,
sse existe pelo menos uma funglio g definida e con-
tinua em J e tal que:

f@=g(z), s zel.

Uma tal fun¢io g diz-se um prolongamento conti-
nuo da fun¢do f ao intervalo J.

a) Das fungles deficidas no intervalo ]0,1[,
pelas expressdes

™ ™
A C(x), cosiz—w,(c”—l) sen:,

(onde C(x) designa o maior inteiro = =), indique,
justificando, as que sfo continuamente prolongdveis
ao intervalo [0,1].

5) Supondo que f é uma fun¢B3o definida e conti-
nua em ]a,b[ e continuamente prolongdvel a [a,&]
prove que:

1.° f élimitada em Ja,d[;

2.2 o prolongamento continuo de f a [a,d] é
tinico ;

3.2 f ¢é também continuamente prolongdvel a R,
admitindo, porém, uma infinidade de prolongamentos
continuos distintos.

c¢) Para uma das fung¢bes consideradas na alinea
a) dé dois exemplos de prolongamentos continuos a
R, por forma que num desses exemplos o prolonga~-
mento seja uma fungfo ilimitada mas com limite finito
quando = -+ 4 co e no outro seja uma fangio limi-
tada mas sem limite quando * — 4 co.

L 8. T. — Maremdiricas Gerars — 23-4-1969.

5743—1) a) Estude, quanto 4 convergéncia,
1 3 1 1
séries E (Vn+1l—yn—1) e S e
ne{

%A e B TR

bR o ol i T

b) Prove que, se Za, é uma série convergente de
termos positivos, as séries = (—1)"-a, e Za? tam-
bém sfo convergentes. Mostre, por meio de exemplos,
que qualquer destas duas séries pode ser divergente
se Xa, for uma série convergente, mas de termos ndo
necessariamente positivos.

5744 — 2) Considere a fung8o ¢ definida em R
pela férmula:

¢() =1+ C(x)]-[20—C ()],

onde C'(z) designa o maior inteiro < =.

a) Mostre que ¢ & continua em R.

b) Mostre que ¢ nio é diferencidvel nos pontos
xze Z, mas que o é em todos os outros pontos de
R, sendo precisamente:

Y@ =201+C@)], Y=z¢Z

¢) Indique, justificando, o contradominio de .

Sugestio: para a resolugio de algumas das ques-
toes anteriores, poderd ser-lhe 1itil observar que,
sendo ke Z, para todo o we[k,k + 1[ se tem

() =(1+4%k z—F).

5745 — 3) Sendo a um ponto de acumula¢io do
dominio D de uma fungfie f, diz-se que & é subli-
mite de f no ponto a sse existe uma sucessdo x, de
termosem D |la| talque limz,=a e lim f(x,) = b.
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a) Justifique que, se f tem limite (finito ou infi-
nito) quando « —» a, esse limite é o iinico sublimite
da func¢io no ponto a.

&) Determine os sublimites no ponto 0, das
fungdes :

1se xe@
0 se ze R\ Q.

> 1
u(l +z), sen—, D(:c)=-{

= ©

¢) Supondo que f é uma fun¢io mondtona numa
vizinhanga do ponto a, indique, justificando, quais
sio o8 sublimites de f no mesmo ponto.

d D& exemplos de fungdes que tenham como tinicos
sublimites finites no ponto _a = + oo,

1. — 08 mimeros 0 e 2;
2.° — todos os nimeros do intervalo [0,4];
3. — todos os niumeros reais.

I. 8. T. — MarEmAricas Gerats — 2-6-1969

5746 — 1) Designe por I o intervalo [0,1],
no conjunto ordenado R.

a) Admitindo que X c I, indique, justificando,
quais das condigdes seguintes sfo equivalentes i con-
di¢do «o supremo de X ¢ menor do que 1»:

la—1¢X

28 — 3 y>22z
ze X YEINX

32— 3 M TSy

yeint I .o x

b) Prove que ndo é possivel dar exemplos de
fungdes f, definidas no intervalo I e verificando
alguma das condigdes seguintes:

1
1.2 — f & continuaem I e f(:)—n,lvlnsN;

2.* — f é mondtona mas nio limitada em I;
3.2 —f é continua e nfio constante em I e f(x)
€ racional, \fxzel.

Se, em vez de ser I =[0,1] fosse I=1]0,1[,
em quais dos casos anteriores seria possivel dar
exemplos ? Justifique.

5747—2) a) Estude a fungdo g, continua em R
e tal que:

g (x) = =*-loga?,

A ze BN\ 10].

Esboce o grifico de g. 5). E a fungfo desenvol-
vivel em série de Mac-Laurin ? Justifique. Obtenha o
desenvolvimento de ¢ (z) em série de poténcias de
# —1 e indique o raio de convergéncia dessa série.

&) Determine a drea limitada pelo grdfico da
fungfio g e pelas tangentes ao mesmo grifico nos
pontos (distintos da origem) em que ele intersecta o
eixo das abcissas.

5748—-3) a) Sendo |ej,e5,-++,e,| uma base do
espaco vectorial E e ¢ e ¢ duas aplicacdes lineares de
E em si mesmo, prove que, para que ¢ e ¢ sejam
permutdveis — isto é, para que se tenha ¢[¢ (x)] =
=¢[¢(z)],\f=ze E — ¢ necessirio e suficiente que
e[ ()] =¢[e(e)], para j=1,2,..-,n.

Se forem 4 e B as matrizes correspondentes a
¢ e ¢ (em relagfo & base referida, suposta ordenada)
de que forma se traduz, na dlgebra matricial, a per-
mutabilidade de ¢ e {? Justifique.

b5) Designe por C(R) o espago vectorial real
formado pelas fungbes continuas em R (com as ope-
ragdes usuais) e por 6 a aplicaclio de C(R) em si
mesmo que associa a cada fun¢fo fe C (R) a fungio
g = 6(f) definida pela férmula:

y(ﬂ’—)=_£zf(¢)dt, VzeR.

Mostre que 6 ¢é uma aplicagio linear, cujo contra-
dominio é o conjunte de todas as fungdes que tém
derivada continua em I e se anulam no ponto 0.
Diga se 0 é ou nHo injectiva e indique, justificando
cuidadosamente as respostas, qual é o transformado
por 6 do subconjunto de C (R) formado pelas fun-
¢bes f que verificam a condigdio:

lvla:eR-.

f@)=0,

L 8. T. — Maremdricas Gerais — 21-7-69.

5749 — 1) Sendo (e;,e;,---,¢,) uma base orde-
nada do espago vectorial £ e & um ndmero natural
menor do que n, designe respectivamente por I e
G os subespagos de E gerados pelos conjuntos de
vectores |ej,-:+,el| e legq,--,e,|. Nestasicondi-
cdes, demonstre que:

1°— FNG = {0{;

2.° — Qualquer que seja ® e E existe um e um 86
par (y,z), verificando as condigdes: ye I,
56 e x=y+3.
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5750 — 2) Determine os valores reais de a para
08 quais o sistema de equagdes:

ax+ y+ z+alu=0
z+ay+
o+ y+az+au=0

z+ y+ s+au=0,

z+adu=0

(nas incégnitas «,y,z e u) éindeterminado e, para
cada um desses valores, indique, justificando, o grau
de indeterminagdo do sistema.

5751 — 3) Seja g uma fungio crescente e limi-
tadaem R.

Escolhido arbitrariamente um nimero real ¢;, po-
nha-se g(c¢y) = ¢z, e duma forma geral,
fneN.

g (c,) = €41,
Nestas condigfes:

1.° — Prove que a sucessiio de termo geral ¢, ¢écon-
q
vergente (considere separadamente as hipéte-
B8 0a >4 @ Cp<<Cp).

2.v — Designando por ¢ o limite de ¢, prove que,
se g & continua no ponto ¢, a equagio
g(x) = = tem pelo menos uma raiz real,

5752 — 4) Qual é o maior valor que pode assumir
o volume de um cilindro circular recto inserito numa
superficie esférica de raio r»? Prove que o valor en-
contrado é realmente o n?:iximo.

5753 — 5) Seja f uma fungfo definida e majorada
nointervalo I = [a,b] (a,be R, a<b) e,paratodo
o xel, seja o (x) o supremo de f no intervalo

fa,]:
e(z)= sap f(0), Y zela,b].
te[a,x]

Das proposi¢des seguintes, prove as que sfo verda-
deiras e mostre, por meio de exemplos, que as restan-
tes sdo falsas:

1. — Para que se tenha o = f & necessdrio e sufi-
ciente que f seja crescente em I.

2° — ¢ & integrdvel em I, mesmo que f o nio
seja e, no caso de f ser integrdavel em 7,

b b
tem-se: f f(x) dx <f o (x) dr.

8°—Se ¢ 6 continua em I, f também o é.

Indique ainda, justificando a resposta, uma condigfo
(a impor a f) necessdria e suficiente para que ¢ seja
constante em I.

5754 —6) Calcule o comprimento do arco de
curva definido pelas relagdes:

y=1—logcosx
™
0L —.
<*<3

I. 8. T. — Maremiricas Gerais — 24-7-69.

5755 — 1) Sejam uy,up, -+, %, ,u,, vectores de
um espago vectorial E, tais que:

1.°) wug,us,+++,u, sio linearmente independentes;
2.°) wy,up,cec U, %y, sAo linearmente depen-
dentes, -

Nestas condigdes, prove que u,,, pode exprimir-se,
de forma tnica, como combinagfo linear de

UpgUzyer g Ui 3
Se o for uma aplicagdo linear de E noutro espago
vectorial F', indique, justificando, qual das propo-
sigbes seguintes é necessariamente verdadeira:

1.» — Os vectores o (ug), @ (uz), -+, (u) sdo li-
nearmente independentes;

2.2 — Os vectores ¢ (u1), 9 (u2), -+, 9 (), 9 (%)
sdo linearmente dependentes.

5756 — 2) Sendo p um nudmero natural, calcule
a drea limitada pelos grificos das fungdes f e g,
continuas no intervalo [0, 4 co[ e tais que
f(x)==r-logz e g(z)=a"*-logex, Max>0,

5757 — 3) Prove que, se uma série de poténcias
de = ¢ absolutamente convergente no ponto «>0,
converge também sbsolutamente em qualquer ponto
a tal que |x|< «. Admitinde apenas que a série ¢
convergente no ponto «, para que valores de = po-
derd ainda garantir-se a convergéncia absoluta da
série? Justifique. :

Se as séries Za,x" e Xb,x" tiverem o mesmo raio
de convergéncia e se, num dos extremos do intervalo
de convergéncia, uma das séries for convergente e a
outra divergente, qual serd o raio de convergéncia da
série = (a, + b,) =" ? Justifique.
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5758 —4) Recorrendo ao desenvolvimento de
Magc-Lavriy da fungBo senx, calcule uma aproxima-
¢do, a menos de 0,01, do integral:

1 genz
f de .
0 ®

Indique, justificando, se se trata de uma aproxima-
¢do por excesso ou por defeito.

5759 —5) Seja f uma fungdo definida em I=[a,b]
e d= |z ,2,++,x,4| uma decomposi¢io deste in-
tervalo; supondo a=p <y <--- <@ <, =,
designa-se por variagio de f, relativa a decomposigio
d, o numero:

V= glf(wa—f(w.--o I

Diz-se que f é uma fung8o de varia¢io limitada
em I sseexiste um mimero % tal que, qualquer que
seja a decomposigio d de I, setem V,<k.

ANALISE

F. C. L. — Axduise InFovitesiwan II — (1.* chamada)
— 11-6-69.

I

5761 — 1) Defina espago compacto e prove que
toda a bijecgdo continua dum espago compacto num
espaga separado é um homeomorfismo.

2) Defina espago métrico completo e prove que
todo o espago métrico compacto é completo.

3) a) Prove que um espago topoldégico E ¢é
conexo sse toda a parte prépria nio vazia ACE
tem fronteira nfo vazia. ‘

b) Mostre que os tnicos conjuntos conexos da
recta racional @ sfo o vazio e os conjuntos singu-
lares.

II

5762 —1) Zeros duma fungio holomorfa.

2) seja 6 o espago das fungdes complexas defi-
nidas e holomorfas em C e ponhamos, para cada
fedb,

A1 -lg;l_plif(s)l-

1.°— Prove que qualquer fun¢gio mondtona em
I = [a,b] é uma fungfo de variagfo limitada
nesse intervalo.

2. — Prove que, se f ¢é diferencidvel em [a,b] e
se f! é uma fungfo limitada no mesmo inter-
valo, entdo f ¢ uma fuugfo de variagio limi-
tada em [a,b]. (Utilize o teorema de Liacraxce,
em cada intervalo [z;,_;,=;]).

5760 — 6) Mostre que o gréfico da fun¢io definida
em R |0} pela formula:
5 |
filn) =i

1—e*

tem uma assimptota e obtenha uma equagio dessa
assimptota.

Enunciados dos n.°® 5724 a 5760 de J. Campos Ferreira

INFINITESIMAL

Prove que:

a) ||+|| é uma norma sobre 5.

5) Uma série 2a,2", a,e C, converge no espago
normado 5 sse o seu raio de convergéncia é + co.
Deduza dai que o5 ndo é completo.

+® genix
3) Prove que o integral —_dx é
) Vi : .ﬁ @ (@ 7 2)

absolutamente convergente para todo A e R e calcule
o seu valor em fangio de A.

F. G, L. — Ax{viss InFrxrresivarn IT — (2.* chamada)
— 25-6-69.

5763 — 1) Continuidade uniforme em espagos
métricos.

2) Considere um espago métrico F em que toda
a bola fechada é compacta.
Prove que:

a) E é completo;
b) todos os fechados e limitados sio compactos.

3) Defina espago conexo e conjunto conexo.
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Prove que a unifio de dois conjuntos conexos de
intersec¢io nio vazia é um conjunto conexo. Genera-
lize para uma familia qualguer de conjuntos conexos.

il

5764 — 1) Série de Laurent. Pontos singulares de
fungdes holomorfas.

2) Seja f(z) uma fung¢lo ndo identicamente nula
definida e holomorfa em C— |0}. Prove que, se
para todo § > 0 existe zpe C tal que 0 <<|z5| <3

e f(z) =0, entio a origem é uma singularidade
essencial de f(z).
A
3) Mostre que ‘j.n > ;AeR é somdvel (como

fungfio de x) sobre R e calcule pelo método dos resi-
duos uma expressio de

9 (A) = f

Mostre, aproveitado o resultado anterior que

+%® cosix
— dr=me W
—-0n 1'!'332

gen A x
:n(1+:r’)

F. C. L.— Ax{vuise IsFisiresmvar II—(2.* chamada)—
24-7-69.

I

5765 — a) Defina seminorma sobre um espago
vectorial E (real ou complexo) e indique ecomo pode
definir uma topologia sobre E a partir de ama semi-
norma. Prove que tal topologia é separada sse a
seminorma é uma norma.

b) Prove que, num espago separado, a inter-
ven¢io de um conjunto compacto com um conjunto
fechado é um conjunto compacto. Mostre, com um
exemplo, que a propriedade nfio é neceesdriamente
verdadeira se o espaco ndo é separado.

¢) Prove que num espago métrico a distincia entre
um compacto ¢ um fechado disjuntos é > 0.

1I

5766 —a) Pontos singulares duma fungdo holo-
morfa.

b) Prove que se f(z) possui um pédlo de ordem 1
na origem, e/” tem uma singularidade essencial
neste ponto.

IIL

5767 — a) Prove, com base ao eritério de deriva-
bilidade do integral paramétrico (Lebesgue) que a
fan¢do

+o gendx
@ (2) = dz,
=00

mﬁ+l’ re]0,+ oo,

é diferencidvel.
b) Calcule pelo métode dos residuos, ' (3).

Enunciados de V. Ferreira

Université Libre de Bruxelles — Faculté des Scien-
ces Appliquées — Avaiere Surtrieure — 1969.

5768 — 1. Soit N une matrice carrée nilpotente
(c’—a—d il existe un entier » > 1 tel que N" =0).

Sionpose M eI 4 N4 N2+ N3+ ...

1) Calculer (I — N) M.

2) En déduire que I — N est inversible; que vaut
(I— Ny—?
3) Application.

On donne la matrice

1 Esea
081, 9,58
452 oMg a yal”
oty

Calculer A—! (mettre A sous la forme I — N).

R: 1) (I—N)M=(I—N) (I+N+4N2+4... 4-N~1)
=14+ N4+ N2y oo &+ Nt —
_(N+N2+... +Nr—'l)
—I.

2) (I—N)'=M.

3 A=I-N +N=I-A

1 00 0 1.8 By
O KL T R
0010 001 2
0001 000 1
01 = B
gib L0 sty
) 0 T T B8
O L0 DA
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0 0 4 2 1er cas
o Bl (a+2) (a—1)%£0
00 00
000 0 — Cramer — une solution
000 _8 TRl T R e (3+2)(I+}’+z)—3
- 8
00 0 0 BN R s sl o e
3o Ni= 0 x+y+z=
N 570 00 oo a ey 00 T SR s G S TR a+2
0 0 0 0 ot ety 4 B I 8
1 (a—l):.--:l—a+2
AV =(@I—Ny'*=I+N4+N4N "7 ° "7 i s
TR, 1400 I 3 :
S R SR f a+2 :
B, P R | 3
-1 = -1 = =l Z |
RS RN R oh (S ) (SR Y er (X Sl x T o
Vérification : mnte
2—3
1 2 8 4 1 —2 1] 0 [ 2 ) O sy s i = a+ %
0123 WA U =Py (a—1)(a+2)
00132 0 TR 1) g =1 1
O 0 O] 0 0 0 1 (a—1)(a+2) SEan
2éme cqs
= I - 2= =2
—2 1 1
—» systéme de rang2 car| 1 —2 1| =
5769 — 2. Résoudre et discuter le systéme 1 =g
=—8+14+14+24+24+2=0
ar+y+z=1
[a:+ay+z=1 avec aeR. =4 1|_4_2:;=0
z+yt+az=1 14
il y a un seul déterminant caractéristique
R.: 2 — Th. Fontené-Rouché
—2 bt | —2 10
kT Rty VIR T 1) N S TR Y P e
xikay + =1 s gl 0 tha A
x+y+az=1
déterminant caractéristique non nul => pas de solution.
a-1 1 a+2 1 1
A=|1 a 1|=|a+2 a 1|= 3éme cas
1 1 =a a+2 1 a a=1
AT 1 e 0 — 3 équations identiques x +y +z =1
=(a+2)|1 a 1|=(a+2)|1 a-1 0 |= — on fize arbitrairement les valeurs de deux
145 8 1 0 a—1 inconnues (les non-principales) et on en déduit
la [ de I'in nue pr 3 ’r le

= (a+2) (a—1)2. — remarque: [e rang de la malrice est 1.
q g



GAZETA DE MATEMATICA

89

5770 — 3. a) Démontrer que si deux suites |a,|
et |b,| sont telles que pour tout n a, < b, alors
lim @, < lim b, si ces deux limites existent.

b) Montrer qu'une suite }a,| converge vers 0 si
et seulement si il existe une suite &, >0 telle que
|a, | < b, et 5,—0.

5771 — 4. Etant donné la fonction f(x) = 23 +
+ sinx.

a) Ecrire le développement de Tavror d’ordre 2
de cette fonction au voisinage du point x = % -

b) Développer f(2x) en puissances successives
de (» — 1), jusque et y compris (xz — 1)4.

¢) Calculer, 4 'aide du développement de Mac
«8 sin @

Laorix lim
a0 e*

R.: 4— f(x) =x3 4+ sinx
a) f'(x) =3x2+cosx
f'! (x) =6x —sinx

fill (x) = 6

—CO8 X

- ‘ ™
au ME X == —
£s 2

3 n2
—
4
™
=6 ——=1
g 2

5772 — 5. On considére la gunite de fonctions
Ju (@) = €™ (n entier positif).

a) Montrer que sur tout intervalle compact [a,d]
{f.! converge uniformément vers 0.

b) La suite f, converge-t-elle vers O unifor-
mément sur R?

R.: 5—a) Si xe[a,b] ona e "<e""

— ainsi la suite de fonctions f, est majorée sur
[a,b] par une suite numérique qui converge
wvers 0; il en résulte que la suite de fonctions
converge uniformement vers 0

—en effet & tout e >0 on peut associer N tel
que

n>N=e"<e

— a fortiori on a alors \xe {85 b]:a====gt
le nombre N est bien indépendant de x, il ne
dépend que de & et de b.

b) — Quel que soit n on a sup e*™ = oo; la suite
x6R

f, me peut donc pas converger uniformément
vers 0 sur R, car sinon sup |f, (x)| devrait
xeR

étre fini et tendre vers 0.

Enunciados e resolugles de J. M. Teixeira
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178 — Xll* Congrés Internacional d'Histoire des
Sciences — Librairie Scientifique et Technique
Albert Blanchard — Paris.

A Unifo Internacional de Histéria e de Filosofia
da Ciéncia na sna assembleia geral de 1965 quando
do XI Congresso Internacional de Histdria da Ciéncia
realizado na Polénia encarregou o Comité nacional
francés de histéria e de filosofia da ci@ncia de orga-
nizar o congresso seguinte.

Este realizou-se em Paris no Conservatdirio Nacio-
nal das Artes e Oficios nos dias 25 a 31 de Agosto
de 1968.

Os trabalhos dos congressistas foram distribuidos
entre as sessdes realizadas em onze secgdes.

Para uso dos congressistas ji foi publicado pela
Revue de Synthese um volume que reuniu todos os
relatérios. Na edigfio A. Blanchard estes estio inclui-
dos num dnico volume, o Tomo 1A das Actas do
Congresso. O Tomo 1B contém os complementos
destes relatorios, as discussfes as quais eles deram
lugar, o discurso de abertura feito pelo Prof. Jean
Rostanp, a sintese dos trabalhos do Congresso do
Prof. Luciex Praxreror, as conferéncias plendrias
dos Profs. Marcer Frorein e Avsstaix Cromsix, e a
lista dos congressistas.



