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Particdes de um conjunto formadas por conjuntos

de cardinalidade dada

por Edison Farah
Instituto de Matemitica e Estatistica da Universidade de S8io Panlo ; Sio Paulo, Brasil

1. Nesta pequena Nota apresentamos uma
solugio do seguinte problema, que nos foi
proposto pelo Prof. NEwrox C. A. da Cosrta,
do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sio Paulo:

Dado um conjunto M, de nimero cardinal
aX 2, e sendo B um niumero cardinal veri-
ficando 2 £B £ e, calcular o ndmero car-
dinal do conjunto das particdes de M, for-
madas, cada uma, por conjuntos de mesmo
cardinal (3.

Caleulemos, primeiramente, o ndmero
P(n,r) de particdes de um conjunto fi-
nito com nr elementos n X2, »rX 1 for-
madas por conjuntos possuindo o mesmo
niimero n de elementos. Deixando de lado
o caso trivial »=1 (é 6bvio que P (n,1)=1),
consideremos um conjunto 4, com nr ele-
mentos e fixemos um subconjunto B, de =
elementos, de 4. K claro que o nimero de
particdes de A, formadas, cada uma, por
conjuntos com o mesmo nimero n de ele-
mentos, e ainda, em cada uma das quais
figura o conjunto B, 6 P(n,r—1), donde

P(n,r)m (nnr)P(n,r— 1);

e o leitor podera, facilmente, verificar que,
nesse computo, ndo houve omissio nem re-
peticio de partigdes. Da férmula acima se
tira, sem dificuldade,

rin= ()(2) ()

que se aplica, também, para r=1.

Suponhames, agora, M infinito e, para

cada conjunto X, ponhamos X = ntimero
cardinal de X. Observemos, primeiramente,
que, dado um conjunto infinite, qualquer, 4,
de cardinal «, e considerando-se o nimero
cardinal B, 2 £LP L «, existem ao menos
duas particdes de A formadas, cada uma,
por conjuntos de mesmo cardinal f. Com
efeito, sendo B um subconjunto de A, de
cardinal 2, e atendendo-se a que o produto
cartesiano B >< A é equipotente a A (o que
decorre do Axioma da Escolha) por uma bi-
jegdo, digamos f, de B><A s6bre A4,
entio, pondo-se, para cada xeAd, B,=
=f(B><|z|), os B, formario uma partigio de

A, com B,=B, fxeA; fixando-se, nessa
parti¢éo, dois conjuntos diferentes e, em cada
um déstes, um elemento, entdo, trocando-se
entre si ésses dois elementos, obtém-se, evi-
dentemente, numa nova partigio nas condigdes
desejadas, donde a veracidade de nossa afir-
magio. Notemos também, que se y é o ni-
mero cardinal de um conjunto infinite, C,
entio o conjunto de t6das as parti¢des de C
tem nimero cardinal inferior ou igual a 27;
com efeito, o referido conjunto de partigdes
é equipotente ao conjunto das relacdes de
equivaléncia sobre (', e portanto, equipo-
tente a uma parte do conjunto das partes do
produto cartesiano C>< C, donde, por ser
CX C=C=1y, resulta o que se afirmon.

Consideremos, agora, uma particio de
M formada pelos conjuntos M., xe M,

(M,NM,=¢ para a=Fy), particio essa,
cuja existéncia se pode assegurar, em virtude
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da primeira das observagdes acima; e, para
cada xelM, seja P, o conjunto das parti-
¢des de M,, cada uma formada por con-
juntos de mesmo cardinal £. Entio, pelas
observagdes de ha pouco, tem-se :

2 LP. 22, Mael,

donde, pondo-se

H=T]P-

re M

(produto cartesiano da familia (P.):cx de

conjuntos P, de partigdes), resulta H < 2%.
Consideremos, agora, para cada leH, a
reuniio

Hn=J P=-.

ze M

onde A = (P.):ex (e portanto, para cada
xeM, P,eP;). Ora, é 6bvio que H, 6
uma parti¢io de M, formada por conjuntos
de mesmo numero cardinal (; por outro
lado, se p =1, peH, entio’ H, 5= Hy.
Logo, o nimero cardinal do conjunto das par-
tigdes de M, cada uma formada por conjuntos
de mesmo nimero cardinal B, é 2%,

2. Nuomero de partigdes de um con-
junto. Do que se constatou no n.° prece-
dente, resulta, imediatamente, que: se « é
o nimero cardinal de um conjunto infinito, M,
entdo o niumero cardinal do conjunto de todas
as partigoes de M é 2%. Este resultado,
alids, foi obtido diretamente, em [1], mos-
trando-se que o nuémero cardinal do conjunto
das partigdes bindrias do conjunto infinito M
é 2%, o que, por sua vez, decorre do fato
de que, fixando-se um elemento aeM, a
funcéo

X |X,M— X},

definida no conjunto das partes ndo vazias

de M—|a}, 6 biunivoca (e, naturalmente,
também do fato, jA observado no n.° 1 desta
Nota, de que o nimero cardinal do conjunto

de todas as particdes de M e inferior ou
igual a 2%). Quando M é finito, o caleulo

do ntmero de partigdes de M se torna
menos trivial. Acolhendo uma sugestio do
Prof. NewroNy C. A. da Costa, reproduzi-
remos, a seguir, a solugio apresentada
em [1].

Seja m o nimero de elementos do con-
junto finito M =~¢. Designando-se por x,
(1 £LrZm) o nimero de parti¢des de M,
cada uma com » conjuntos, e por S, ,, 0
nimero de aplicagdes de M sobre o con-
junto |1,...,r}, tem-se:

rloe, =5

Multiplicando-se ambos os membros dessa
igualdade por (p) (1£Lp«Lm) e somando-se
r

em relagiio a r, vem

B (1) 3(0)on

r=1

Como somatério da direita é, precisamente,
o nimero das aplicagdes de M no conjunto
{1,...,r}, ter-se-a

»
1) 2 Bp,r By = p™,

re=]

onde, por comodidade, puzemos a,,=n! (p)
r

(para p<r, poremos a,,,=0). Tomando-se
p=1,...,n (nLm) obteremos, a partir
de (1), um sistema dé = equacdes lineares
nas incégnitas xy,-.-,@,. Ora, sendo P,,,
o nimero de particdes de M, cada uma
possuindo no maximo = conjuntos, ter-se-a
Pun=x+ -+ + @, . Pondo-se, entio,
bp,r=20p,+p* (lLpLn, 1LrLn) o
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sendo D, o determinante da matriz ((4,,,)),
obtém-se, efectuando-se os calculos:

Aoy o
T 21 i al

Ppin

donde o nimero de parti¢cdes de A é

.Pm,m L # —1.
1121...m!
OBSERVAQRO. A nogéio de conjunto finito
6 aqui considerada no sentido aritmético
habitual (um conjunto A & finito se existe
um nimero natural » tal que 4 é equipo-

tente ao conjunto dos naturais estritamente
inferiores a n); e um conjunto sera infinito
se ndo for finito. No caso em que M 6 infi-
nito, pressupuzemos, na solugio do problema,
o Axioma da Escolha, netadamente ao con-
siderarmos a equipoténcia entre M e M><M
(ver [2], pags. 148-150).
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