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Introdugdo & &lgebra exterior

por J. J. Dionisio
Faculdade ue Cidncias, Lisboa

SERGE LaNG, no preficio do seu livro
sobre variedades diferenciaveis (ver Bibl. [7],
p. VI-VII) exprime a seguinte opinido ao re-
ferir-se a textos sobre calculo diferencial
exterior : «The orgy of multilinear algebra
in standard treatises arises from unnecessary
double dualization and abusive use of the
tensor product». O objecto do presente tra-
balho — subordinado ao tema geral da sime-
tria — é precisamente expor os elementos de
algebra exterior necessarios a quem deseje
iniciar-se no estudo das formas diferenciais.
Em consequéncia, adoptamos uma perspectiva
elementar, ainda que sébria, a pressupor
apenas rudimentos relativos a espagos vec-
toriais e euclidianos, assim como ao grupo
simétrico. Em particular, ndo focamos a uni-
versalidade da construcio de algebras exte-
riores sobre médulos, a qual podera ver-se,
por exemplo, em BirkHOFF-Mac LaANE [1]
ou em Hu [5]. Nio pressupomos a teoria dos
determinantes pois em verdade julgamos que
o seu lugar natural se insere — ainda de um
ponto de vista pedagégico — no deseanvolvi-
mento da algebra exterior, tal como o esbo-
¢amos no § 5, alias seguindo parcialmente
neste ponto o excelente texto de Dixmigr [3].

Todo o estudo serd feito em relagdo a um
espago vectorial L de dimensdo finita n sobre
o corpo real R.

1. Tensores covariantes.

Designe p um inteiro N 1. Zensor cova-
riante de ordem p sobre L & qualquer apli-
cacio

T:L - R

que seja [R-p-linear, isto é, que depende
£-linearmente de cada um dos seus p argu-
mentos. '

Os tensores covariantes de ordem p=1,
ou sejam os elementos do espago dual L*
de L, chamam-se também covectores de L.
Os elementos de R — os nimeros reais —
consideram-se como tensores covariantes de
ordem zero.

A colecgiio dos tensores covariantes de
ordem p >0 sobre L sera denotada por
Z,(L). Em particular,

GIL) =R, T(L)=L*,

Tomemos uma base {B;,...,B,| de L.

Posto, para um vector de L,

A = 2 AiB; ou A= A'B;

i=]

(subentendendo o sinal de soma, de harmo-
nia com a convengio de EINSTEIN) a p-linea-
ridade de um tensor 7'eT,(L) da logo

T(Ay, - 4) = T (4} By, ---, 47 By,) =

=4y ... 47 - T (By, -+, By)

pelo que vem a seguinte

Prorosigio I. Seja {B;,.--, B,| uma
base de L. Se TeT, (L), px1, entdo
tem-se

i,

T(Al Ay :Ap) ="Til_..1n * A’l"" Ay
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i , .
onde A; é a componente numero i do vector

Aj&

T, cnady = T(Bin lBip)

é o valor do tensor T na sequéncia |B;,,.--,B; |
de p vectores daquela base.

Os »P nameros reais 7j,..,;, sdo as com-
ponentes do tensor 7' na base referida ; elas
determinam unlvocamente 7' e podem tomar
valores arbitrarios em £&.

A colecgio T,(L) possue uma estrutura
natural de espago vectorial sobre R dada
pelas operagdes

T+ T':(Ay, e, ) > T (Ay, ey Ap)+
+T!(Ay o0 5 4y)

A- T:(Al g Sar ’Ap)_")" T(Ala Fhiny Ap)

onde A;,.--,4,eL e Ae R. Este espago

vectorial, por ser isomorfo a R¥, tem a
dimensio =n?, isto é,

dim T, (L) = (dim L) .

Prorosigio 1. Sejam [By, ...,B.} e
{B'y, -, B} duas bases de L e designe
S = [S]] @ matriz (de ordem n e ndo-singu-
lar) que exprime os vectores da segunda base
nos vectores da primeira, isto é,

B =8B, (i=1,..,n).

Entdo, as componentes T, . ; do tensor
TeT, (L) na base |B',--.,B.| exprimem-se
nas componentes na base |By,...,B.} por
intermédio da férmula
4 Ty, ="Tj...5 *

j j
b SE.

DEmM. Temos sucessivamente

T...oye= T(B's,, -+ B'y) =
= T(S{:Bj’:"‘s Siip

P

By =

= 8i-+- 8- T (Bj,,++, By)=
=i 8% Ty

A
Introduzamos agora a multiplicagdo tenso-
rial de tensores covariantes. £ a operagio

®:7, (L) < T(L) = Tpiq (L)
(onde p >0 e ¢ >0) definida pela regra
(T®T’)(Alv ’AP+Q) == T(Al ’AP)'
% T’(Ai’-i-l D AP+Q) LS

Estende-se a defini¢io ao caso p=0,
¢g> 0 pondo A® 7" =27" e ao caso p >0,
g =0 pondo 7®1=121T; para todo
le R=704(L).

A operagio (7',7") - T® T’ que acaba-
mos de definir é R-bilinear e associativa,
mas ndo é comutativa,

O tensor 7'® 7" diz-se produto tensorial
dos tensores 7T e 7'. A sua ordem 6 a soma
das ordens dos factores.

Prorosigio III. Se¢a {B;,..-,B,} uma
base para L e {f1,...,[B"} a base dual dessa
para o espago dual L*. Para todo o tensor
TeT,(L),pX1, tem-se entdo

T="Ti..i,  f1®... OB

Por conseguinte, 0s nP tensores (1Q...&Bh
constituem uma base do espago wvectorial

Z, (L)

Para estabelecer esta Proposi¢io, bastara
verificar que as componentes do tensor 77,
definido pelo segundo membro da férmula
acima, coincidem com as componentes homé-
logas do tensor dado 7':

To.ty=T" (Byy...tp) = Tj,...j, - P D ... ®Bi»
(B.'I see Bg’ 2= Tj,...j‘, . Bj' (B") e ﬁ?lﬂ (Bi,) ==

L— T.fl-o-.?" 3 5’3; s 5{: =y T'*'x---“)'
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2. Tensores alternados.

Conforme advertimos na nota preliminar,
supomos o leitor familiarizado com as pro-
priedades elementares do grupo simétrico de
grau p, ou seja, o grupo S, das permuta-
¢des do conjunto |1,...,p}.

Ha todavia um conceito que desejamos
destacar, o de signum de uma permutacdo
€ S,: é o nimero real sg¢ calculado pela
férmula (Hu [5], p. 58)

Bgg = I1

I=i<j=p

2())—e()
J—4

Utilizando esta férmula é facil reconhecer
que

(1)) sgg=—1 se 9 ¢é uma transposigio.

Por outro lado, se ¢ e | sio dois elemen-
tos quaisquer de S,, tem-se

(&) sg(Yog)=s8¢ 889
visto que
Sels =TI WP =)@
i<j J—3
_ T e —dE) () —9@)
i<i 9 —¢@) q—

$(e(N)—d(e()

=

er<en ¢()— (@)
JI2)=20) _yey . uge.
i<j 3—3

Ora, como toda a permutacio é decompo-
nivel em produto de transposi¢des, infere-se
de (1) e (2) termos um morfismo

sg: S, {1,—1]

do grupo simétrico S, para o grupo multi-
plicative {1, —1}.

Infere-se também que o nimeéro de trans-
posi¢des em que uma dada permutaciio é
decomponivel sai sempre par ou sempre
fmpar.

Posto isto, dado um tensor T'eT,(L),pX 1,
e dada uma permutacio ceS,, é claro que
a regra

(a T}(Al L ol :A;J) e T(AG(!)s Hen Ac(p))

define um tensor o 7'eT,(L). Provemos o

seguinte

LemaA. Para quaisquer TeT(L),pXx1,
e o,veS, tem-se

(voo)T=v(aT)

DEewm.
(@ T) (A5,

Fazendo ¢ T'=7" e A, = B; vem
AP)=(‘; 7") (A4, --- !AP)=
=T (Auty,+++ s dop) = T'(By, +++, By) =
=0T (B, ,B)=T(Bgy,**> B,w) =
= T(4oiaps s Aveen) = T(Apoayays ==+ »
A‘”"“)(ﬂ)) A ((U L c) T) (Al s sAp)a 0 que
estabelece o Lema.

Derixigio. Um tensor T'eT,(L),p>1,
diz-se tensor alternado de ordem p se resulta

T(4y,-++,4,)=0
todas as vezes que dois dos vectores 4;,-.-, 4,
sejam iguais,

Os covectores, elementos de T; (L) =
consideram-se como tensores alternados de
ordem 1; e os escalares, elementos de
Ty(L) =R, como tensores alternados de
ordem O.

Reconhece-se imediatamente que, se a se-
quéncia {4;,...,4,] é linearmente depen-
dente, @ se 7'eT,(L) é alternado, entio
T(4y,---,A45) = 0.
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Em particular, todo o tensor alternado de
ordem p >n = dim L 6 nulo.

Proposigio I. Se T ¢ tensor alternado
de ordem p X1, entdo tem-se, para toda a
permutagdo ceS,,

r3) c’Tasgo‘.T
i8to é,
T (Aeqys -+ s Aop) =88 - T (Ay, «-- , Ap).

Dem. Porque toda a permutagiio é pro-
duto de transposi¢des o Lema anterior e o
morfismo sg:S, - |1, — 1} permitem redu-
zir a demonstracgiio ao caso em que ¢ é uma
transposi¢do (ver Nota (1)).

Seja, em primeiro lugar, p=2 (o caso p=1
é trivial). Temos na verdade 7'(Ay,A4;)=
= — T(Al N Az) visto ser

O= T(Al +A2,A1 +A2)=T(.Al 7Al)+
+ T'(Ay, 49) + T'(4g, 4)) + T'(4g, 4g) =
=T (4y,49) + T (43, 4,).

Seja agora p>2 e o=(7y, jy) com < jjp.
Fixados p —2 vectores

- -

Al!"')-Al’n"'JAJ'-:"":AP

(o sinal ~ indicando omissiio do elemento
que encima), defina-se 7"eTy(L) mediante
a regra

T'(AsB) = T(Als"'Al‘.:'”,Ajn"'sAp)

com 4;,=A4 e A4;,=DB. Porque 7' é ten-
sor alternado de ordem 2, tem-se 7"(B,4)=
=—1"'(4,B), donde

4 ;AJ'.: 112 sAp) e
,Ai., oy AP)

T(AI’"'!At’.!'
—— T (g, e, 4y,

e dai 67 =— T =3s8gc:-T como deseja-
vamos.
ObsErvagio. Recordemos que toda a per-

mutaciio 6 decomponivel em produto de
transposicdes de inteiros consecutivos (por
exemplo, (2,4)=(2,3)0(3,4)0(2,3)).
Sendo assim, a férmula (3) mantémse va-
lida (mesma demonstragio, com jo =7y + 1)
se o tensor 7'eT,(L) satisfaz apenas & con-
digdo mais fraca: 7'(4,,---,4,)=0 todas
as vezes que dois vectores consecutivos sejam
iguais. Por conseguinte, esta condig¢iio mais
fraca, por implicar a férmula (3), implica em
particular ¢ 7'= — T" para qualquer trans.
posicio o; e isto por sua vezimplica logo que
o tensor 7" é alternado: 7T':(4;,.--,4,)=0
se dois vectores (consecutivos ou ndo) sio
iguais. (Ver Nota (2)).

Prorosigio II. O {ensor covariante
TeT,(L), p>1, é alternado se e 36 se em
alguma base |By,-..,B,| de L as suas
componentes saem anti-simétricas, tsto é,

Tlnm---ia‘m = s Tl....i,
para toda a transposigdo ceS;.

Dem. Se T é alternado temos, pela

Prop. I,
T, - T(Biaﬂ)! e !chrm)=

3 ,B;’)_—“—ﬂ’”_‘

p *

ait)esTgip)

=sgego - I'(By, -

Para provarmos a reciproca, tomemos p
vectores A;,..., A4, e suponhamos que é
A,=4, (1Lu<vLp). Na base |B,,--.,By,|
em que, por hipdtese, as componentes saem
anti-simétricas vird na verdade, usando a
Prop. I1do § 1,

Al =
A =0

T(4y,--,4,)= Ta,...;,Af' i
B PR 1 R [ AT
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porquanto se tem

Ai=4 (j=1,-.-,n).

Vimos na Prop. IIT do § 1 que, sendo
|By,--, Bl base do L o |B1,-.-,0"| a
base dual para L*, entdo ter-se-a para todo
TeT(L), p1,

T=T(Bj, e, By)- 7@ ... ® s

Se T ¢ alternado, este somatério pode ser
reordenado na forma

T = Z 2 T (Biguys*** s Bigw) *
1=i<...<ip=n Tebf,
Plon @ ... @ Picm
como facilmente se reconhece; ou seja,
‘usando a Prop. I deste §,

T= 2 zsgc"T(Bﬁ)"'!‘B“ﬁ)'

Gl ity Ca iy

o ® ... ® Piem

donde a seguinte

Prorosigio III. Seja {By,...,B.} base
de L e |51,...,B"] a suadual. Entdo, todo
o tensor alternado de ordem p X\ 1, sobre L,
é representavel na forma

@ T= X Ti., X sgo-
hi<...<ip Tel,
sBlen @ ... Q Blom ,

Mostra a férmula (4) que as (n) compo-
p

nmentes 13 ..., com l =2=f <o, 2,

uma vez arbitrariamente fixadas (cf. Prop. II),

determinam univocamente um tensor alter-
nado 7" de ordem p (1 ZLp <Ln).

Por conseguinte, a colecgio Alt,(L) dos
tensores alternados de ordem p sobre L
possue uma estrutura de espacgo vectorial
sobre [/ — subespago de T, (L)— cuja di-
mensio ¢

dim Alt, (Z)= (‘“m L ) .
P

Em particular tem-se dim Alt, (L) =1;
dim Alt, (L) =0 se p>n=dimL; e
dim Alt, (L) = dim Alt,, (L) (1 L p £Ln).

3. Anti-simetrizagdo. Produto exterior.

Fixemos & nimeros naturais p;,:--p, e
tomemos uma permutacio ¢e Spi...4p,-
Esta dir-se-a (py,---,p;)-admissivel se e 86
se forem satisfeitas as seguintes s cadeias
de desigualdades

c() < <a(p1) (se p1 >1)
c(m+1)<---<o(p1+ps) (se pa>1)
c(ptpt+D<-- <

<o (p1 + pa+ Ps) (se ps> 1)

o ( Py Patves FPag )< sens
<o(pr+ pa+-e+ Pe1+ps) (s0 p, > 1).

Prorosigio I. Consideremos a aplicagdo

APn---;P- + Alty, (L)X XAltps(L) =
= EPI+--'+pl (L)
definida pela regra
Ap-,m,p.(Tl s ;T-)=
= Z BgG-G'(T1®-H®T,)-

[
(Pl,---,P.)—ad
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Entdo tem-se

Ay, ....0s(Tys -, T)e Alty, ... 45, (@),

isto é,
Im API.---;PI o Aztp:'l‘-‘-'f‘l)-(L) F

A Prop. I justifica que se denomine opera-
dor de anti-simetrizagdo relativo as ordens
P15+, P. & aplicagio 4, ..., . O tensor
alternado, de ordem p;+...+p,, nela cons-
truido, indica-se com a notagio 77 A--- A 7%,

L
abreviavel para /\ T;; e chama-se produto
i=1
exterior dos tensores alternados 7j,..., 7,
(ver Nota (3)):

Q) TiA--- AT, =Dsgo-o(T1®...QT).

g—ad

Dem. pa Pror. I. Fixados p; 4 -+ + p,
vectores Ay, --+, A, 4 ...+, teremos, sem-
pre com €Sy +...4+p © (P1,+++,p:)-admis-
sivel,

(Am,---.p.(Tl iy Tl))(Ali sAp.+.--+p.)=
=ng°' J “(T1®"'®T-)(Ah vy dps i)

o—ad

=880 - (I1\®---®T)(Aotys* + s As(p,+...+29)

g-ad

= N 8go- Ty (deqpy,

g—ad

ey Aagy) oon

To(Aoit .ot pmi+1) s 340+ oo 409) +

Devemos mostrar que este iiltimo soma-
tério sai nulo sempre que dois vectores con-
secutivos entre o8 p; + --- 4+ p, vectores
Ay,-eoyAp 4...+p, sejam iguais — tendo em
conta a Obs. feita no § 2. Suponhamos pois
que 6 A;=A;,, para certo ¢ (1 ZLi<p+
Ry )

Consideremos o termo do referido soma-
tério relativo & permutacio admissivel o.

Se tivermos

t,i+1le 10(1):! S :G(Pl)i
saira nulo o valor de 7; e portanto nulo tal
termo. Anilogamente, se tivermos

iai"!" le *G(PI ot l)s o sa(Pl +P2)i

saird nulo o valor de 7, e portanto nulo o

mesmo termo. E assim por diante, até i
hipo6tese

£s£+ Ieia(pl ettt +Pa—1+ 1)! gk
o(pr+ - + 1)l

Suponhamos agora que se tem, por exemplo,

o)< v <P oo < a(py)

e
s(pm+)< - <iH 1< <o(p+pa).

Entdo também se tera, apenas trocando entre
Bi it e 741,

()< e <1< e <a(py)

c(p+) < <i< e <o(pr+po)-

Por conseguinte, da admissibilidade da per-
mutacio ¢ resulta a admissibilidade da
permutagéio ¢/ =toc, onde v é a transpo-
sigdo 1= (¢,7+1). Ora, como A;= A;4,,
o termo relativo & permutagdo admissivel ¢’
resulta simétrico do termo considerado, rela-
tivo a ¢: estes dois termos dio pois soma
nula.

Porque o caso que acabamos de analisar é
tipico dos restantes casos possiveis, a demons-
tragio esta concluida.
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Como exemplo, construamos o produto
exterior de 8 covertores. Se s=2 e
«,B e Alt; (L) = L*, teremos AP e Alty(L)
com

(« AB)(4, B) =a(d)-£(B) — «(B)- B (4).

No caso geral sera

t=1

AA- A= |\ ateAlt(L)
com

(“IA"'AGS)(AII"'!A-)= nga-

Tedy

(@B @) (Aoqrys -+ 5 Aow)

(ver Nota (4)), ja que toda a permutagio
cgeS, é trivialmente (1,-.-.,1)-admissivel;
ou ainda

@ @A AL) Ay, e, 4)= D sga-

Cgl,

cal (doqyy) -+ a*(4a(y) -

(Ver Nota (5)). Fagamos o (i) =1/, donde
t=0"1(i') = v(¢') posto ¢! =v; fica

@ (do@y) = (4y) (E=1,..,n)

o que da, por ser sgo=sgoc ! =8gv, e
reordenando factores,

(@A see Ac) (Ayyeeey A-)= 2 sgv -

»e S

L ov (D) (Al) uw(a)(As) g

Em consequéncia, nio s6 temos por defi-
nicéo

A Aat= D 580.0(d1®...Qa)

Ge S,

como também agora inferimos ter-se

(B) alAe-Act= D 8gc.’WR...Qa"®,

Ga 8,

(Ver Nota (6)).
Nesta féormula (3) mudemos s para p e
tomemos .

ol = ﬁ‘i

(G=1,-,p);
vem

BiaA e A\ Bir = 2 8g0 - ﬁ‘cll;@...@ﬁiqw:

Ge8p

o que, introduzido na férmula (4) do § 2 da
a seguinte

Prorosigio II. Se |f!,...,B"} é a dual
de uma base |B,,...,B,| de L, entdo todo
o tensor alternado T sobre L, de ordem
P(1 £ p £n) é representdavel na forma

4 T-= Z Tiyooip e BUA - A Bl

B<l...<Zlp
Este resultado diz-nos em particular que,
suposto 1 Zp < n, os (;) tensores alter-
nados de ordem p

BiA--AB? (L < - <HpLn)

constituem uma base do espago vectorial
Alt,(L), cuja dimensdo ji vimos, no final

do § 2, ser (;) :

4. Propriedades da multiplicagdo exterior.

Na Prop. I do § 3 tomemos em particular
8=2,p,=p e py=g¢q, para o fim de con-
siderarmos a multiplicagiio exterior

Ap,q: Alty (L) X Alty (L) - Alty 4 4(L)
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com

Aop(T, T) = TAT' (= 4,0 (T, T").

Estendemos a operagio aos casos p =0
e ¢g=0 pondo AANT"=2T' e TAA=AT
(e ), respectivamente.

As propriedades desta operagio funda-
mental constam do seguinte

TeOREMA. A multiplicagdo exterior é
(1) R-bilinear:
(T+ THAT'=TAT + TAT",
AT)AT =1(TAT),
TAT + T")=TAT + TAT",
TAQT)=A3(TAT);
(2) associativa :
TA(T'AT) =(TAT)AT";
(3) anti-comutativa, significando que

TAT =(—1)ps. T'AT

onde p e q sdo as ordens respectivas de
ke T,

Por consequéncia, a multiplicagio exterior
introduz na soma directa de espagos vectoriais

Alt(L)= @ Alt,(L) (n—=dimL)
p=0

uma estrutura de £R-dlgebra graduada asso-
ciativa e anti-comutativa: a dlgebra exterior
do espago vectorial L . (Para a definigio de
algebra graduada, ver Hu [5], p. 173).

Dem. po TeEOREMA. A R.bilinearidade é
imediata.

Para provarmos a associatividade, mostra
a Prop. II do § 3 que bastara estabelecermos
a identidade

(al/\--- /\ar)/\(ap+l ,\.../\ap-bqr):

|=acl/\.../\ap+q

relativa a p-+q covectores al, ..., ar+q,
Tomando p + g vectores A;, ..., 4,4,
teremos

(@A A@PIA(@HIA - Aap+9)]
(Ay,eeeydpyg)= D) sgo-c[(@A---Aa")®

o
(p,q)-ad

®(¢p+1/\.../\¢p+q)](AU sy Apy )=
=580 (@l A +- A o) (doqty, -+, Aogp)) -
g—ad

c(@HIN APt ) (Ao ity e 5 Aot g) -

Mas temos
(@I N\ Aa?)(daqyy o+ 5 Aogp)) =
=288 v-al (Ayoqy) -+ @ (Avoiy)

e analogamente

(@@HIN NP ) (Ao 1) *++ 5 Aopag) =

=D8g - & * 1 (Angaqpsry) - @+ (Axoptq))

o que substituido acima da
[(“l/\_../\ﬁp)/\(qpﬂ/\ .../\an-l-q)]
(Ays ey dpigd= 2 D Dsgo-sgv-sgw-
@y’ "
cal (Agoaym) o @ (Apoay@) *

s (Amogyp+1) *++ T (A(mo ) p+a)) »
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Atendendo a que os conjuntos

domv={c(1),-.
={o(p+1),-,0(p+ 9}

-,a(p)}, domm =

sio disjuntos, poderemos dar ao triplo soma-
tério a forma (com v e = trivialmente pro-
longadas a {1,...,p + ¢})

D 88(vemo0a).al(Apomommy)

YOTOO
g-ad

o qPte (A(vo % O0g) (P+G)) X

E atendendo a que toda a permutac¢io gpe Spy,
é manifestamente decomponivel na forma
¢=vomoo com ¢, v € ® nas condigdes
anteriores, obtém-se para o mesmo somaté-
rio a expressio

2 589 [P ® .. ®art9)](Ay, -+, Apiy)

PeSpiq

ou seja (a'A--+Ae?*9)(4y,:-,4p4g), que
6 o resultado desejado.

Passemos & prova da anti-comutatividade.
Uma vez mais usando a Prop. II do § 3,
bastara provar a identidade em covectores

(al/\._./\ap)/\(yl/\.../\yq)=(_ l)w.
A APAGA - A).

Mas esta facilmente decorre da associatividade
o da relagio imediata «Ay=—y A« para
covectores « e 7.

5. Determinantes.

Recordemos que é dim Alt, (L)=1 (com
n=—=dimL). Fixemos uma base &={B,,-+,B,|
de L e seja {B!,...,B"] a base dual. Para

Te Alt,(L), a formula (4) do § 3 da

T=)‘B- ﬁl/\...,‘\lﬁ”

sendo
lB=Ti&!-.-n=T(B'I:Bz’ ’Bn)'

O caso particular em que é Jg=1 vem
considerado na seguinte

DeriNigio I. O tensor alternado de

.ordem =

detg: =PIA-.- AL"

denomina-se determinante relativo & base @
do espago vectorial L .

E o seu valor na sequéncia 4,,-..,4,
de vectores de L
detg (A4, -+~ , 4a)

diz-se determinante relativo & base B da se-

quéncia de vectores {Ay,...,A,}. (Ver
Nota (7)).

Prorosigio I. Tem-se, na base 8=
{By, -, Baf,
(1) dety(Ay,---,Am)= D sgc- A]D... A%®

%aS,
posto
A; = Al B; {i=1,:...,n).

E se & ¢ outra base de L, entdo
(2) dcf@;(Al""sAn)“‘
=detga(Ay, -+,A,)-detgy 3

donde
detéar = def&! B . detﬁ .

DeM. Temos

det@ (AI yit oy A,.)=det (A;’B," g ey A:: Bfn =

— Ai' "'A:" X det&}'(Bl‘n WLk ’Bi'n):
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somatério em que basta reter os termos nos
quais é |7;,.--,i| uma permutacio ¢ de
{1,...,n}, j4 que os restantes termos sio
nulos ; vindo entdo

dety (Mg ;0005 4,) = 3 AV... 47®,

Te Sy
- detg (Boqtys -+ s Bow) =
- Z Afm e A3 sga - detgy (By, .+, B,)
Ge 8,
donde

detg (Ay, -+, As)= 3, 8gc-

Ge 8y

A1V . 4™ dety @,

Este resultado da-nos primeiramente a fér-
mula (1), ao tomarmos &'—&, visto que é
(ver Nota ())

dety B=(BIA--- AB")(By,-++,B8.)=1.

Depois, introduzindo (1), o mesmo resultado
dé-nos (2).

Prorosigio II. Designe ®:L - L um
endomorfismo do espago vectorial L. Entdo
existe um e um 86 escalar, det ®, que satisfaz &
igualdade

3 detg (P(Ay), -, P(An))=
—det® . detg(A;,--, A

qualquer que seja a base & de L e qualquer
que seja a sequéncia de vectores Ay, --+,A,.

DermNigio II, O escalar det® denomi-
na-se determinante do endomorfismo ®:L— L.
(Ver Nota (8)). '

DeM. pa Prop. II. Comegaremos fixando
uma base &B. A aplicagio 7 dada pela

correspondéncia

(4, JA")"' det@(q)(“‘il)) ity ,‘I’(A,.))

é uma composigio

(diy ey 4a) > (P (4y), -+, P(4n)) ~
= detﬁ((p (Al)} IO ,Q(A“))

por onde se vé que 7':L" -+ R é n-linear.
E se dois dos vectores A4;,-.-,A, sio
iguais, o valor de 7' sai nulo, pois que
dety 6 tensor alternado. Logo, 7'e Alt,(L)

e existe por isso um escalar A; tal que
T=)gdetgp, donde

detg (P (Ay), -+, @(dn)) = T(4y,---
=g detg(4;, -, 4.

’ An)=

Em segunda base @' teremos, usando (2),

detg (P(4y), -+, P (4))=
=detg (P (4y),+-+,P(4,))  detgy B=
=1@det§;(¢41 g vty A“) . det&y&a:
=133 dotﬁl(i‘!l gt ,A-).

Por consequéncia, existe um escalar )g
tal que para toda a base @' e para qualquer
sequéncia de vectores A4;,..-, 4, se tem

detgy (P (A4;), -+, P(4,))=
=).£det£1(A1 gore ,A,.).

Tomando nesta igualdade 4;=B';e&
(i=1,.-.,n) sai

detg (®(B'y),++-,®(B)))=Ag

(visto ser detg @'—1), o que prova a uni-

cidade do escalar 15 . Resta por Ag—det®.
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DeriNigio IIT. Designe

a=[A.;] (ii.}‘:l’ s ’”)

uma matriz real, quadrada e de ordem n=.
Denomina-se determinante da matriz & o
nimero real

detﬁ::detﬂ-(fll gy ,A“)

onde XK é a base canénica do espago vecto-
rial R", constituida pelas matrizes-colunas

By =T L Joinvn KT O
0 0
0 1

e os vectores A;,-.., 4, de R* sio as
matrizes-colunas de &:

: A.r'=_A}— (G=1,:-+,n).
43

L4
(Ver Nota (9)).

OBsgrvagio. Equivalentemente, podere-
mos definir det@:=det® com &:LR" —» R»
o endomorfismo de R* representado pela
matriz @ na base canénica K (visto ser
A;=®(K;), j=1,.--,n e tendo em conta
a formula (3) com #=K). (Ver Nota (10)).

6. Produto mixto. Produto vectorial.

No decurso deste § suporemos I espaco
euclidiano orientado. (Ver Nota (11)). O pro-
duto escalar dos vectores 4 e B sera indi-
cado por <4 ,B> e a norma do vector A
por [[4].

Designaremos por &, uma base ortonor-
mada de L fixando a orientagiio (base orto-

normada positiva). Se &,5 é outra base or-
tonormada positiva, tem-se

atendendo a que o primeiro membro é o
determinante de uma matriz ortogonal
(cf. (1), § B). De (2), § b resulta entio

BUA -+ A Br=dotgy —detgy —
—B1A --- AP™.

B portanto licita a seguninte

DeriNigio I. O tensor alternado de or-

dem =
oty =l A -ov A B

(independente da base ortonormada positiva
3%.:) denomina-se produto mizto sobre o espago
euclidiano orientado L.

Prorosigio I. Seja L um espago eucli-
diano orientado de dimensdo n. A aplicagdo

9:L —» Alt,y (L)
definida pela regra

(9 (A)(Ag,--- sAng) =p(A, Ay, -0, Any)

é um isomorfismo de espagos vectoriais.
E se |f1,...,B% ¢é a dual de uma base
ortonormada positiva Bg = |By, .+, Bu},

entdo tem-se para cada i=1,...,n:
1) eB)=(—1)-BA--ABA-- AF"

(o sinal ~ indicando omissio do elemento
que encima).

Dem. E claro que ¢ é um morfismo de
espacgos vectoriais.
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E Kerg=10}. Com efeito, dado um vec-
tor A=-0, pode construir-se uma base
ortonormada positiva da forma

1
m;*ﬂzlmA,Ag, ,Aﬂ]
donde

—ﬁmﬂmmmu

~(ay

o que exige ¢(A)=£0;
¢(A)=0=4=0.

Sendo 9 monomorfismo, tem-se dim Im ¢=—
=—dim L—=n. E porque dim Alt, (L)=n,
conclue-se que ¢ & na verdade um isomor-
fismo.

'y dny) =
Aoy ,An_l)=det@°+'“@j;t=1

provando que

A férmula (1) estabelece-se facilmente ve-

rificando a igualdade das componentes homé-
logas (valores nas n sequéncias de vectores
Bl,.--,ﬁj,--- yBa3j=1,...,n) dos ten-
sores alternados de ordem n—1 que sio
9(B) © (= 11BN BA-AL"

Da férmula para a mudanga da base &
para a base & :

B;—= 8! B;
deduz-se
Bi—=(8-1- 8.
Sendo @ e &' bases ortonormadas do

espago euclidiano L, a matriz S=[S;], da
mudanga de base, sai ortogonal :

(8-0)j=87 (,j=1,-+,n).

Daf decorre facilmente que a aplicagio

Y: L - L*

dada pela correspondéncia

A—A'B|—>a= 3 Ap

i=]

é nm isomorfismo independente da base orto-
normada @. Ko isomorfismo canénico L—1L*
relativo ao espago euclidiano L.

Derivigio II. Designe I um espaco eu-
clidiano orientado. Chama-se multiplicagdo
vectorial sobre L a aplicagio

A < E
definida pela regra

Ay yvem il q) o Ay Niven Nodli 3
=g (Y (A) A =+ A $(4n1))

onde y:L — L* e ¢: L — Alt,y (L) sdo os
isomorfismos acima considerados.

O vectorde L queé A=A, A---Adsy
diz-se produto vectorial (ou externo) dos vec-
tores Ay, ..., 4.

A operagio A : L™ — L reduz-se no caso
L = R3 ao produto vectorial usual sobre R3
(ver Nota (12)) como se infere da seguinte

Prorosigio II. Oveetor A=A A...AA,,
tem por componente numero i numa base
By = |By,+++,Ba} o produto de (— 1)-1
pelo determinante da matriz obtida suprimindo
a linha nimero i da matriz n < (n — 1)
formada pelas componentes dos vectores
Ajyeees Ay

@) (Al

j=1,...,0—
Temos em primeiro lugar

YA A - Ay (4u) =
= NAA N D Ai“;‘l‘ Binoy =

J1 P

Deu.
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= 2 ( 2 sgd~Ai°‘”"‘Aif-"14j) :

1=i<<...<ip—1=n \ 08 8p—1
.ﬁll I A ﬁin—l

como facilmente se reconhece (cf. formula da
Nota (6), @)). Usando a férmula (1) da Prop.I
vem portanto

e (Y (ADA - AY(4n-1)) =

= 2(__ l)i—l( E 880 - A;u(n... A:.-;_nl.-u . Bi

i=1 GeSp—t

com 7 ,---,%-; designando os inteiros, por
ordem natural, do conjunto {1,.+.,2, -+ ,n};

o que eéstabelece a Prop. II.

Prorosigio III. Tem-se

<A A AAp, A>=0 (i=1,..-,n—1),

quer dizer: o produto wvectorial de n — 1
vectores é ortogonal a qualquer deles.

Dem. Ampliar a matriz (2) a4 esquerda
com a matriz-coluna das componentes do
vector A; e desenvolver o determinante da
matriz quadrada obtida segundo a primeira
coluna,

Prorosigio IV. A sequéncia dos n — 1
vectores A, ..., A, | é linearmente indepen-
dente, se e 86 se o seu produto vectorial é
diferente de zero. E a sequéncia

{Alr "'sAn—lx(_]‘)n_lAl s A"'AAD—I;

é entdo uma base de L com a orientagdo

de L.

DeM. A independéncia linear de {A4;,---
esy Ay} equivale & de {{(A4;), -, ¥ (4n1)},
ou seja a $(A)A -+ A $(dng) =0 (ver
Nota (6), b)) e portanto a ¢! (y(A4)A ---
e AY(Ana))F0, isto 6 A4 A -+ A\ dny 0.

Para estabelecer a segunda parte, ampliar
a matriz (2) a4 direita com a matriz-coluna
das componentes do vector (—1)*1.A4; A
A+ A Any (dadas pela Prop. II) e desen-
volver o determinante da matriz quadrada
obtida segundo a iltima coluna: obtem-se
om ndimero real > 0.

NOTAS

(1) Tensor alternado é, portanto, o0 mesmo que
tensor covariante anti-simétrico; ¢ T'= — T para
toda a transposigiio o. Esta anti-simetria equivale
3 anti-simetria das componentes, em conformidade
com-a Prop. II a seguir.

Sobre as simetrias dos tensores covariantes, con-
sultar Souriav [8], p. 198-202,

(2) Tensor alternado é, portanto, o mesmo que
tensor covariante com o valor zero sempre que dois
vectores consecutivos sejam iguais. i a definigio que
d4 Carrax [2], p. 11.

(3) Com a férmula (1) exprimimos o produto
exterior de tensores alternados em termos do seu pro-
duto tensorial, o que ndo ¢ usual salientar-se.

Carrax [2], p. 14 e Dixuzr [3], vol. 2, p. 66 defi-
nem o operador de anti-simetrizagio apenas para
s=12.

A generalizagdo ao caso s> 2 ¢ imediata e tem
a vantagem de conduzir-nos directamente 4 impor-
tante representagido (4) dos tensores alternados em
termos de covectores.

(4) Pode definir-se um outro operador de anti-gi-
metrizagio g, (L) — Alt, (L) mediante a regra

T— E sgo-aT.

aeSp

Aplicado ao produto tensorial de p covectores,
d @ @e”, estamos vendo que este operador igual-
mente nos dd o produto exterior al A .-- A o,

(5) Se a sequéncia de s covectores |B!,-..,p*|
(1 < s< n) élinearmente independente, ela pode ser
ampliada a uma base |Bt,...,p*,pH ... B*| de L*.
Seja |By,--+, B, a base dual para L. Entio, a.
férmula (2) dd-nos logo

(B*A--AB)(By,-,B)=1.

(6) Da férmula (3) vem ficilmente o seguinte :
a) para toda a permutagio ce S,.

a®® A wev Aas® =ggaead A +or A @



62

GAZETA DE MATEMATICA

b) paraque s covectores ol,---,a* sejam linear-
mente independentes é condigfio necessdria e suficiente
que o seu produto exterior seja diferente de zero (cf.
Nota (5)).

(7) Tem-se detg(dy,---,4,) =0 se e sé se os
vectores Ay,---, A, sdo linearmente dependentes.
(Observar que

\T,T' 6 Alt, (L), T40, T (4y,,4,)=0] =
= T/ (4, ,4,) =0.)

(8) Se ® e ¥ sdo endomorfismos L — L, con-
clue-ge que é det(¥ o @) = detw.detd.

(9) O desenvolvimento de Larrace de um deter-
minante por menores complementares estabelecer-
-se-ia nesta altura com um simples cdlculo exterior;
ver Frawpess [4], p. 10.

(10) Na sequéncia da Nota (8) deduz-se imediata-
mente a regra para o determinante do produto de
duas matrizes quadradas da mesma ordem.

(11) A férmula detg = detgs & - detgp da Prop.I
do § 5 permite definir uma relagio de equivaléncia:
B~ B se e sé se detgd' >0. Entdo, fixar uma
orientagio de L ¢ fixar uma das duas classes desta
relagdo de equivaléncia.

Posto B[=8]B;, notemos que é detg &/ =det [S]].
(12) Para um estudo do produto vectorial em R3
ver o0 Cap. IV de Nickerson-Seencer-Steexrop [6].
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