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1. Introdugdo

Suponhamos que o grupo G é o produto
directo dos subgrupos 4 e B, G = A><B;
isto significa, como é bem sabido, que cada
elemento de G' tem uma e uma s6 represen-
tagio como produto de um elemento de A por
um elemento de 5 e, além disso, 4 e B sio
subgrupos normais do grupo G.

Recordemos que, se, para cada xe G, de-
finirmos ¢(z) como o elemento de B que
intervém na representacio de x como pro-
duto de um elemento de A por um elemento
de B, obtemos um projector ¢ de G, isto
é, ¢ 6 um endomorfismo de @ que satisfaz
as duas condigdes seguintes :

a) ¢ éidempotente, quer dizer, 9 o ¢ = 9}

b) o é normal, quer dizer, ¢ comuta com
todos os automorfismos internos de G'; assim,
se f. designa o antomorfismo interno deter-
minado por ae G, entio tem-se

9ofo=fao9 paratodo ae @,
ou seja,

9(axzal)=ao(x)a! para todos a,zeC.

Os subgrupos normais 4 e B s#o, res-
pectivamente, o niicleo de ¢ e a imagem de
9, A=Ker(g) e B=TIm(g).

Inversamente, se ¢ é um projector do
grupo G, entio tem-se

‘G = Ker(g)><Im (g).

Mas pode acontecer que um endomorfismo
a do grupo G ndo seja um projector e, no
entanto, se tenha

(1) G = Ker (z) ><Im (z).
Por exemplo, se G é o grupo ciclico de
ordem 6,
G=|{l,a,a?,d’,a*,d%},

e, s8 a 6 o endomorfismo definido por
a(x)==a? para todo xe (¢, entio

G = Ker («) >< Im («) = |1,a%] >< |1, a2, a}

e, no entanto, « ndo é um projector, visto
que a(x(a))=a*<a®=a(a).

Diremos que um endomorfismo « do grupe
G 6 um endomorfismo directo de G, se é
valida a igualdade (1).

O objectivo principal desta nota é precisa-
mente dar uma caracterizacio dos endomor-
fismos directos de um grupo.

2. Preliminares

Comecemos por estabelecer a seguinte pro-
posigéo :

I) Se « é um endomorfismo directo do
grupo G, entdo a resirigdo de « ao subgrupo
normal Im(e) é wm automorfismo.

Dem. Com efeito, vejamos que se tem
(2) Ker(«) =Ker(a?) e Im(x)=Im(a?).

Da primeira destas igualdades vai resultar
que, se

a(a(x)) = a?(x) = 1 (elemento neutro de G),
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entio «(2x) =1 e, portanto, a restrigio de «
a Im(«) é injectiva.

Da segunda destas igualdades vai resultar
que, para todo xe (G, existe algum ye G
tal que

a(x) = a?(y) = «(«(y))

e, portanto, a restricio de « a Im(x) é so-
brejectiva.

Tudo se reduz, por consequéncia, a provap
as ignaldades (2).

Ora, como, para todo endomorfismo « de
G, se tem

Ker («) € Ker (a?) o Im(a)>Im(a?), -

basta estabelecer as inclusdes inversas.

Seja entio a e Ker (a?).

De «?(a)=1, resulta que «(a)e Ker ()
e, como se tem evidentemente «(a)e Im (),
conclui-se que «(a) = 1, visto que Ker(a)N
NIm(«) = |1}, em virtude de, por hipétese,
" ger valida a igualdade (1).

Isto mostra que Ker (a?) € Ker («) e, por-
tanto, verifica-se a primeira das igualdades (2).

Seja agora aelm(x), isto 6, a=a(x)
para algum xeG.
Como se tem

x=bc, onde beKer(x) e celm(x),
pode-se escrever
@ =>ba(d) para algum de G,
donde
a—a(x)=a(b)a2(d) = o« (d),

o que mostra ter-se Im («) < Im(«?) e, por-
tanto, verifica-se a segunda igualdade (2).

II) Se « é um endomorfismo directo do
grupo G, entdo existe um automorfismo o de
G tal que

3) goa=al=aoQq.

Dem. Com efeito, designemos por = o
automorfismo induzido por « no subgrupo
normal Im(«) e seja

(4) x=yz, onde yeKer(a) e zelm(x).

Como a representagiio (4) de = é tnica,
pondo

() o(x) =y~ (2),

define-se uma aplicagio ¢ de G em G; é
claro que, se xeIm(«), entio o(x)=7(x)=
=a(x) e, se xe Ker(a), entio o(z)=x.
Vejamos que ¢ 6 um automorfismo de G.
Seja
t=uv, onde ueKer(x) e velm(x)

e, portanto,
o(t) =ux(v).
De (1) resulta que cada elemento de Ker («)

comuta com cada elemente de Im («), sendo,
por consequéncia,

zl=yz -uv=yu-2zv,
e zvelm(a)

onde yueKer ()

e daqui resulta

s(xt)=yut(zv)=yut(2)t(v) =
=yr(@ur(v)=0(@)o(1),

quer dizer, ¢ é um endomorfismo de G.

O endomorfismo ¢ é injectivo Na verdade,
se o(x) =1, entdo de (4) e (5) conclui-se
que

7(2z) = y~1 e Ker (¢) N Im (o) = {1},

e, como T é um automorfismo de Im(x),
resulta z=1=y, o que implica # =1.

O endomorfismo ¢ é sobrejectivo. Na ver-
dade, seja ae G e vejamos que existe algum
ze G tal que o(x) =a.
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Supondo que
a=>bc, com beKer(z) e celm(a),
e pondo x ="b+"1(c), vem
o(@)=br(1(c) =bo=a,

como se pretendia,

Vejamos agora que o automorfismo ¢ ve-
rifica as condigdes (3).

Ja observamos que, se zeIm(a), entdo
o(z)=r7(z)—a(z), resultando, por conse-
quéncia, que

(00 o) (@)=0(x(x) =7(a(x)) =
= o (a:(::c)) = oc'-’(w).

Por outro lado, tem-se

(@0 0)(2) =2 (3 (y2)) == (37 (2) =< (= ()) =
= a(a(2) = () = 0 (§) () =

= o?(yz)=a? ().

Isto mostra que, de facto, ¢ ‘verifica as
condigdes (3).

3. Caracterizagdo dos endomorfismos
directos

Recordemos que, se f e ¢ sio aplicagdes
do grupo G em si mesmo, entdo a diferenca
f— g define-se pela condigéo

(f— 9)(®) =Ff(x)g(=~1) para todo ze@.

Se f e g sioendomorfismos de G, entdo
a diferenca f— g ndo é necessariamente um
endomorfismo de G.

No entanto, se « é um endomorfismo di-
recto de G e ¢ & o automorfismo construido
acima, é facil ver que a diferenga o —a §é
um endomorfismo de G.

De facto, suponhamos que z=yz e t=uv,
com y,ueKer(z) e z,velm ().

Entio, tem-se evidentemente

(e —a) (@) = s (@t (@ty) -
=o(@)e()a(ta(>T) =
— yr(@us()a(otut)a(y)—
=yr(@)ur(@a(@)a(z"l)=
=y (@ua(z) =
=Yyu.

Por outro lado, tem-se também

(6—a) (@) (c—x) () =0 () x(z"N) o () x(t") =
=ys(@)ea(zly Dur(v)z(vlul)=
=yr(@)azNur(v)a(vl)=
=yu,

0 que prova que ¢ —a ¢ um endomorfismo
de G.

Suponhamos agora que a« é um endomor-
fismo do grupo G, tal que existe um auto-
morfismo ¢ de G satisfazendo & condigio (3)
e ¢ —« 6 um endomorfismo de G.

Tem-se trivialmente

z=za(el(z1)). a(! ()

para todo ze G.
Ora, como «(¢~!(x)) e Im(«) e, além disso,

a(@a(cl(x))) =ca(x)a?(c-1(x1)) =
—a @) (@ o0) (@ @) =
=a(z)a(s (1 (z))) =

=1,

isto 6, xa(c1(x1))e Ker(«), conclui-se que
o grupo G 6 o produto dos subgrupos Ker («)
e Im ().

Vamos ver que este produto é directo.

Com efeito, mostremos primeiramente que
a representagio de um elemento de G' como
produto de um elemento de Ker (z) por um
elemento de Im(x) é tnica.
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Realmente, se yz = uv, com y,u e Ker ()
e z,velm(a), entio
uly=vz1eKer(z) N Im(a).

Ora é facil ver que a interseccéio destes
subgrupos é |1}.

Na verdade, se = é um elemento qualquer
daquela intersecgio, entio tem-se a«(x) =1
e x =ua(t) para algum te G, donde resulta
a?(t)=1, ou seja, c(«(tf))=1. Como o &
um automorfismo de @, tem-se necessaria-
mente 1 =oa(t)==a.

Por consequéncia,

vly=vzl=l

isto 6, y=u e z=v,
Para podermos concluir que se tem

G = Ker () ><Im (),

basta agora provar que o subgrupo Im ()
é normal.
Para isso, temos de mostrar que

aa(z)a—!'eIm(x) para todos a,re G,
o que & equivalente a mostrar que

(6) g(b)a(x)o(b~!) e Im («)
para todos b,xe @,

em virtude de ¢ ser um automorfismo de G.
Ora, por hipétese, ¢ — « é um endomor-
fismo de G e isto significa que se tem

s (w)a(v)a(v-a(w)=a(u)a(w)a(v)x(v)

para todos u,veG.
Daqui resulta

g(va(u)o(v)=a()a(u1)a(v)

para todos u,ve .
Fazendo u =a~! e v =41, resulta

c(d)a(z)o(b-1)=a(bxd),

0 que prova a relagdo (6).

Ficou, portanto, provado o seguinte

TeorEmA 1. Um endomorfismo « de um
grupo G é um endomorfismo directo, se e 86
se existe algum automorfismo o de G que
satisfaga as sequintes condigdes :

(i) coa=al=aocc

(i) o — « é um endomorfismo de G .

OBSERVAGAO. Se a é um endomorfismo
directo do grupo G, entio deve existir um
projector ¢ de G tal que

Ker () = Ker(«) e Im(p) = Im(a).

E fécil ver que 9 =c'oa é um tal pro-
jector. De facto, de (z) resulta

aoc-l=c¢-lox 6 c-load =«,
donde

?o?g(rlcz)o(rloa)u

=c¢lo(cloaoa)=cloa=g,

o que mostra a idempoténcia do endomor-
fismo ¢. Por outro lado, como c—a é um
endomorfismo, também

e—cgloa=(cloog)—(cloa)=clo(c—a)

onde & é o antomorfismo idéntico, 6 um en-
domorfismo. Ora, sabe-se ([2], teorema 1)
que o endomorfismo B é um endomorfismo
normal, se e sbmente se s — 3 é um endo-
morfismo. Por conseguinte, o~!1oca, sendo
um endomorfismo idempotente e normal, é
um projector, que tem o mesmo nicleo e a
mesma imagem que .

Podemos dar outra forma & condigio (ii)
do Teorema 1.

Com efeito, pelo que acima vimos, ¢ —«
é um endomorfismo, se e 86 se

(7 gb)x(x)a(b-1)=a(b r.b")
para todos b,xe G .
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Como ¢ é um automorfismo de G, que
comuta com «, a condigdo (7) é equivalente
a condigio

c(bay)bl)=a(bo(y)d)
para todos b,ye G,

ou seja,
0070a=ﬂ0700

para todo antomorfismo interno y do grupo G.
E valido, portanto, o seguinte

TeorEMA 2. O endomorfismo « do grupo
G é um endomorfismo directo, se e 86 se existe
um automorfismo ¢ de G que satisfaca as
sequintes condigbes :

(I) coa=c?=aoq

(II) cgoyoax=ao0yoq

para todo automorfismo interno y de G.

4. Endomorfismos normais de ordem
finita

E elaro que o conjunto End (@), formado
por todos os endomorfismos do grupo @G,
constitui um semigrupo (mais precisamente,
um monoide) com respeito & operacdo de
composigio. Se o subsemigrupo < a > de
End(G), gerado pelo endomorfismo o, 6
finito, diz-se que a ordem de « ¢ finita e 6
igual ao nimero de elementos de << a >.

Mostraremos que, para todo endomorfismo
normal de ordem finita, existe alguma sua
poténcia yue é um endomorfismo directo.

Antes, porém, vamos estabelecer o seguinte

TeoreEMA 3. Se a éum endomorfismo nor-
mal do grupo G cuja restrigdo & imagem de
o® é um automorfismo, entdo «* é um endo-
morfismo directo.

DemM. Com efeito, designemos por t o
automorfismo induzido por « em Im (a®).

Tem-se evidentemente, para todo xe @,
2= (o (@) - T (o (@)
Ora
= (@ (2)) o Im (),
porque " é um automorfismo de Im (a"); e
zt"(a" (1)) e Ker (a),
porque
a* (z) o (7" (a* (1)) = at (@) a* (="1) = 1.
Isto significa que G' = Ker («*) Im (a").
Pretendemos provar que este produto 6

directo.
E imediato que se tem

Ker(a®) N Im (e) = |1},
porque, se # é um elemento qualquer desta
intersecgéio, entdo o (x)=1 e x=a"(f)
para algum ¢(e @, donde «2"(f)=1. Ora,

por & ser um automorfismo de Im (%),
tem-se evidentemente

Ker («") = Ker (7 o o) = Ker (a*+!) = ... =
L Ker (aﬂ") == s

e, analogamente,

Im(o&") = Im(‘roa") =Im(¢“+|)= gL
=Im (3" =....

Assim, teKer(«"), donde resulta
r=a"()=1.

Para concluir que aquele produto é directo,
basta notar que o subgrupo Im («") é normal,
visto " ser um endomorfismo normal.

Logo, «* é um endomorfismo directo do
grupo G.

CoroLAr10. Se a ¢ um endomorfismo nor-
mal de ordem finita do grupo G, entdo hd
pelo menos uma poténcia de « que é um endo-
morfismo directo do grupo G .
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Na verdade, se « é de ordem finita, entdo
o subsemigrupo de End (@),

o =la,a?,a8, 0. ,am, 0o
y O, 00, y &,

tem sdmente um nimero finito de elementos,
quer dizer, hi poténcias de « que siio iguais
e tdm expoentes distintos.

Seja o™ a primeira poténecia de o« que é
igual a alguma poténcia de expoente n << m.
Entao os elementos de < a > sio

u’az’-.-,a“,.--,a“_l.

E imediato que « induz um automorfismo
em Im (o) e, pelo Teorema 3, «" é um en-
domorfismo directo de G.

L interessante observar que o conjunto

‘g" ’a"+1 PR ’a'“—li

é um subgrupo do semigrupo <« >. O ele-
mento neutro é o elemento «*, onde r é o
tnico miltiplo de m —=n existente no con-
junto

in1n+1)"’;m_ll

([4], pp- 19-20).
Todos os elementos daquele subgrapo sio
endomorfismos directos do grupo G.

O elemento neutro «" é a tnica poténcia
de a que é um projector.

Uma outra consequéncia imediata do Teo-
rema 3 é o conhecido Lema de Fitting ([1],
p. 327): Se o grupo G satisfaz as duas con-
digdes de cadeia ¢ « é um endomorfismo
normal de G', entdio tem-se

G = Ker (a*) >< Tm (a®)

para algum inteiro positivo n»; « induz um
antomorfismo em Im(«").
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