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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I.S. C. E. F. — Mareudricas Gerars — 4.* cadeira —
Exame final — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.* 1
— 4-6-1970.

5773 —1) Prove que
(AU~ (B) = f7 (A4UB).

R.: Provemos em primeiro lugar que

=1 (A)uf=' (B) = £~ (AUB).
xef-!' (A)Uf~' (B) =xef'(A)Vxef~! (B)=

=f(x)eAVYf(x)eB=f(x)e AUB=
=xef~' (AUB).

Mostremos agora que

f~'(AUB)c 1 (A)Uf1 (B).

xef~1(AUB)=f(x)e AUB=f(x)e AVf(x)e B=

=xef-! (A)\/xef (B)=xef! (A)UFft(B).

2) Sendo X subconjunto do espago métrico 4,
prove que o sen fecho X é a intersecgfo de todos os
conjuntos fechados que contém X .

Ache o supremo, o infimo e o fecho do conjunto
linear

n
3nt+2

X—]1,3]U{zeR:z—(——])" (?;:-1,2,---)}.

O conjuno X & fechado? E aberto? Porqua?

R.: Seja K a intersecgdo de todos os conjuntos
JSechados que contém X . Entdo, como K 2 X , tem-se
K=>X. K € fechado e portanto K =K. Assim
K 2X. Por outro lado, X ¢ fechado, X 2 X eassim
X e um dos conjuntos cuja intersecgio é K . Portanto
XoK. dssim K=X.

Para o conjunto linear X apresentado no problema

¢ upX =3, infX = —1/5, x“-xu{_%,_}},

O conjunto X ndo € fechado nem aberio.

3) Considere os intervalos fechados I, =[i,,L,],
suponhaque I, 27, (n=1,2,...) e que L ,—1,—0.
Prove que existe um e um sd ponto comum a todos
os intervalos I,.

1 1
log (1+ 08“) e
L n? n
Caleule lim é
=00 "/; 877
R.: Tem-se

S h<s S LS

LiZLly= 2 L,=

e,com W =1, =L, <Ly, as sucessies 1, e L, tém
limites finitos e, dado que L, —1, — 0, tem-se lim ], =
KESTIIS i

E claro que E € o tnico ponto comum a todos os
intervalos 1,. Se houvesse outro =, teriamos L,—1,=

=|E—n| ¥neN e entio ndo era verdade que
L,—1,—-0.

L 1 lo 1
log (1+ ogn)__ n L
% n? n Iy n? n
im = lim =
”Va -1 ;..;og,,
logn 1 logn
— — — n__l
Ui < = lim ks 1/loga
= lim = - — .
1
E—loga Slog
n

4) Considere a série Xa,(a,=0). Mostre que,

se o conjunto dos termos da sucessio "Y/a, possui um
ponto de acumulagio maior do que 1, a série é
divergente.
1

Estude a natureza da série 2 ———.
B (-1

R.: Se {"Va,| tem um ponto de acumulagio maior
do que 1, entdo lim"\/a, >1 e Za, diverge.
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Como

lim - i L
BN DT AR B e

a série dada converge.

5) Sendo f fungdo continuaem ]—oco,+ o[,
(inclusivé nos pontos impréprios), mostre que

VY xeR, 3keR:f(z) + k> 0.
Na mesma hipétese e supondo f(— o) - f (4 o0)<<0,

indique, justificando, o mdximo da fungfo definida

Pr I = ET @

R.: Como f € continua em ] — co,+ oo, tem-se
MxeR [f(x)|<k (ou ¥ xeR —k<f(x)<k)
donde resulta % xeR,3keR f(x) + k>0.

Como f passa por todos os valores desde f(— co) a
f (4 o), toma o valor 0. Entdo, max g (x) = 1/a2.

6) Deduza a férmula que d4 a derivada da fungio
definida por f(x) = log,x com a=e.

R: y=Ilog,x (= x=a’

d d 1 i
e s

dx dy  a'loga  'xloga

I 8. C. E. F. — Maremdricas Gerars — 1.2 cadeira —
Exame final — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.° 2
— 24-6-1970.

5774 —1) Sendo a e b nimeros reais, prove que

i) a=0Ab£0= (ab) '=alp71,
i) |a|=a la|=—a.

R: i) (ab)(@!'b)=ab@®plal)=
=a(bb hal=aal=1
@ b (ab)=bl(@@ala)b=b"1b=1,
Logo, (ab)™!=a"1p~1.

s [ (a>0)
< la{-{—s(a<0}.

Sendo a=0, vem —a=0e¢ |a|=2a=0=—a
o que di |a|=2a e |a|=—a; supondo a<O,
vem —a>0¢ |a|=—a>0>a oquedd |a|>a
e |a|=—a.

Portm!o,emlodoau\cmo:, |la|=a A|la|=—3a.

~

2) Sendo X subconjunto do espago métrico 4,
prove que int X ¢é a reunifio de todos os conjuntos
abertos contidos em X .

Ache intX, extX, sup X e inf X para o con-
junto linear

X_[1:3]U:536=U {iﬂﬂR:m—Mi)“n}'

n+1

Justifique as respostas.

R: Seja G a reunido de todos os conjuntos abertos
contidosem X . Entido G €aberto. O intX éconjunto
aberto contido em X e portanto intX c G. Se xe G,
entiio x pertence a um conjunto aberto T (T cX).
Como T € aberto, existe ¢ >0 tal que Vo (x)ST e
portanto Vo (x) X e xeintX. Logo xeG=yxeint X
e portanto G Cint X. Podemos pois afirmar que
G=intX.

Para o exercicio proposto €

iﬂlx=]113[

: \ 2k +1
extX = R—{1,3]015,61Ufxe R1x = S22 1)
sup X=6
infX=1/2

3) Supondo que limu,/v,=1 e v, é sucessio
limitada, prove que u, —v,—+0.
D& um exemplo de sucessdes u, e v, paraas quais
u,/v,—1 mas lim (u, — v,) 0.
log n
Caleule lim ("Y/a —1) ™

n = o0

R: be _..1(=)E=1 + a, (2, — 0) = u, =v, +
‘rn vll

+ &, V=0, —V,=a,V,.

Ora «,v,— 0 ea proposigio estd provada.

Tomando u,=n e v,=n+1, vem u,/v,—1
mas u, —V,=—1 e portanto u, — v, ndo tende
para 0 porque v, ndo é limitada.

1
I I — log a
tim —2= log("Ya —1)=lim ﬂlog (e —1)=
n=o00 n2

u!
[ 1
= lim e log (E = log a)

n?
I
= lim ag;n (logE + log log a — logn) =
n
. logn logn logn\ 2
_sz[ o log £+ 3 log log a — 3
=0.
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logn

Portanto, lim("Ya—1) * =1.

4) Seja p, uma sucessfo de termos positivos e

Pl — p“—a’—‘——-P'H_’(O‘."}O).
Gy

Demonstre que: (i) lim P, >0 =)>Za, converge;
(#) im P, <O AZ(1/p,) diverg,=>Za, diverge.

Deduza o coroldrio que se obtém fazendo p,=n
e mostre que se trata de um coroldrio do critério de
Raass.

Estude a natureza das séries

21+(—1)" ‘_I+(-1)"
n k2 n2 )

R: Considerando P> 0, fome-se e >0 suficien-
temente pequeno por forma que K =P —e>0. Por-
tanto, a partir de certa ordem, é

a
Pa = Pap1 = K
An4q
ou
B Pa

2 Poya t+ K
o que implica a convergéneia de X a, (1.° parte do cri-
tério de Kumuer).

Com P <0, tome-se ¢ >0 suficientemente pequeno
por forma que K =P 4 ¢ <0 e entdo, a partir de
certa ordem,

all

Pn —Papy <0

3ot
0 que da
an n
e 0 Pe
3y Puts

condigdlo que, juntamente com a divergéncia de X (1/p,),
garante a divergéncia de Za, (2. parte do criterio
de KuMMER).

Fazendo p,=n, vem

P,=n( = —1)—1.
Ay

iimP,>0=2xa,C, equivale a afirmar que

lim n ( = —1)>1=)Zan0.
i By

limP,<OAZ(1/n)D.=2a,D. equivale a

l_zﬁn( = —1)<:1=‘>2a,"D.
o

Para =

1+ (—1)°
-i{—) basta notar que a soma dos 2n
n

primeiros termos € a soma dos n primeiros termos da

1
série divergente X — para garaniirmos que a série €
n

14(=1)°
divergente; para ZL) , @& soma dos 2n pri-

1
meiros € a soma dos n primeiros termos de = Int (conwv.)
n

e portanto a série converge.

5) Demonstre que, sendo f fun¢do continua in-
cessantemente crescente em [a,b], a equagio f(z)=
=k(f(a)=k=f(b)) admite uma solugfio Wnica x,.

R: Porsercontinua em [a,b] 3xp¢ ] a,b[ f(xo)=k
mas como € incessantemente crescente € Nfx == xg f (x)5&
1 (x9) =k e portanto x, € a tnica solugdo.

6) Prove que sendo f fung¢do periédica, também
f! é periddica.

Se f nio-constante tem o periodo p, é necessdrio
que f' tenha o periodo p? Porqué?

R: f(x+p)=Ff(x)=f(x+p) =1f/(x) e por-
tanto f! também € periddica.

Supondo que a derivada tinka o periodo py<<p, se-
rig p=mp e viria f/(x + py) =f/(x), o que im-
plicaria f(x + py) =1 (x) + K.

Entdo, obter-se-ia f (x + muyg) =f (x) + Km ou
f(x + p) =f(x) + Km donde resultaria Km =0 ou
K =0. Mas entdo seria f(x + py) =f(x) o que €
contrdrio & hipdtese de ser p. o periodo de f. Logo a
derivada f! tem o mesmo periodo de f.

I 8. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 1.* cadeira —
Exame final — Ano lectivo 1969-70 — Ponto n.v 3.

5775 — 1) Bendo n inteiro positivo, prove que

-1+ 3\  (—1—iy3\%"
e G
s

—1+iy/3)\3" S L
( T "("?‘“T) =

2x\ 50
=(c€s—3) =cit2nn =1
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4x\8n
- (ct'aT) =cisdnr =1

s B el R

2) A é o espago métrico com a distincia defi-
nida do modo seguinte:

logo

O(z=1y)
9= {1

Seja XS A. X é aberto? E lechado ? E limitado?
Justifique as respostas.
Tomando o conjunto linear

X=11,2,3{U {zeR:w-%(n=1,2’...)},

indique intX, ext X, frontX, supX e infX.
O conjunto X ¢ fechado? K aberto? Justifique as
respostas.

R.: Atendendo a que Vg(a)=}a|(e=1) e V¢(a)=
= X (e>1), € facil conctuir que X ¢ aberto e por-
tavto ndo ¢ fechado. E claro que o conjunto X € limi-
tado pois Ve (a) =X (e>1).

Para o conjunto linear apresentado tem-se: int X =g,

extX =R—{1,3 3|U{x T °—} front X=X,
supX = + oo, infX =0 e X ¢ fechado.

3) Supondo que u, — v, — 0 e que 1/v, é sucessio
limitada, prove que lim u,/v, = 1. D& um exemplo

de sucessdes u, e v, para as quais u, — v, — 0 mas
limu, /v, 5=1.

1\ e
Calcule lim (1 +'“T) -

R.:

lim (u, — v,) = 0<=u,— v, = a, (2, = 0) =

u
S =V, F o= — =1+ a,-

donde se conclui facilmente, em consequéncia da hipdtese

sobre 1/v,, que

u
— 1
v-

Com un =2/n ¢ v,=1/n, vem u, — v,= — =0
n

uﬂ
mas, no entanto, lim — = 2 porque 1/v, ndo € limi-
vll

tada.
Atendendo a que

1
lim e log (1 + —) =lim e
nﬂ

L (i)"_o,
n" n

1 n
(1 +_)° B T

nl|

4) Seja Za,(a,=0) uma série convergente e
b, (b,=0) uma sucessio limitada. Mostre que a série
Za,b, éconvergente.

2 1)
Dada a série 2( bR
T n(n+ 2)
de convergéncia e a natureza nos extremos desse
intervalo.

, determine o intervalo

b
a, “an{K,
a,

de Xa, implica a da série Za,b,.
u, + 1
u

R.: Como

entdo a convergéncia

Como

—+ (2x + 1), a série dada converge

absolutamente para |2x+1|<1(—1<x<0) e
diverge para |2x+11>—1(x>0Vx<-—l).

Para x =0, obtém-se a série 2 ————— abso-

n(n + 2)
lutamente convergente e, para x = —1, vem

E(—)

que € também absolutamente convergente.

n(n+2)

5) Sendo f fungdo continua e biunivoca em
[a,6], prove que f é incessantemente crescente ou
decrescente em [a,b].

R.: Sendo f biunivoca em [a,b], vem f(a)<£f(b).
Suponhamos que f(a)<<f(b). Provaremos que f €
crescente em [a,b].

Sejam xy,x5€[a,b] tais que x; < x3. Deveremos
ter f(x1) <<f(xs). Com efeito, se fosse f(x;) = f(x3),
a fungdo ndo era biunivoca. Se fosse f(x1) > f(x;),
duas hipdteses teriamos de considerar: f(x3)<<f(a) e
f (xy) > f (a) . No primeiro caso, vinha f(x;) < f(a) <
< f(b) e portanto existiria x € ]xz,a[ tal que f (x)=
= f(a), o que é absurdo em face da biunivocidade; no
segundo caso, ter-se-ia f (a) <f (x;) << f(xy) e, andalo-
gamente, existiria xe]a,x [ tal que f(x) = f(x3),
o que € absurdo pela mesma razdo.

Logo, podemos efectivamente concluir que

Voxi,xe(a,b] xqp<xp=f(x) <f(x).
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(5]

Analogamente se provaria a proposicio na hipdlese

£ (a) > £ (b) .

6) Sendo % parimetro real e sabendo que a
equagio da tangente A curva representativa de

x+ k
ache o valor do

Y= é z—4dy—4=0,

pardmetro % e as coordenadas do ponto de tangéncia.

k
R.: y/=— —5 € porianto terd de ser
x

k 1
x2 4
k

r=1 = 2
Y o=

x—4y—4=0
sistema cuja solugdo €
k= —4

¥eu )
x=4

I. 8. C. E. F. —Maremiricas Gerais —Exame final —
Ano lectivo de 1969/70 —Epoca de Outubro — Ponto
n.° 4—1-10-1970.

5776 —1) Demonstre que (4 — C)U(B — D)<
S(AUuB)—(CN D). Dé um exemplo em que se
tenha (4 — C)U(B — D) = (AUB) — (CN D).

R:

(A-CUB-D)=ANC)UMBAD) =(AUB)N
NAuUD)NECuB)n(CuD) = (AuB)NECUB) =
* = (AUB)N[~(CND)]=(AUB) — (CND).
Tomando

U=i1,2,3,4,5|,A=11,2{,B ={2,3,4},
C=12,3|,D =|1,2,3|
vem
(A-QUuU(B -D)=(AUB)—(CND) =|1,4].

2) Sendo X subconjunto do espago métrico 4,

prove que int X — est X e front X = front X,
Determine a e & por forma que o conjunto linear

(ﬂ‘“132}“

bn
X = = -
{3,alUlzeR: 2 T )! tenha

o derivado X' =3} e inf X =1/2. Qual é o sup X?
X & fechado? E aberto ? Justifique as respostas.

R: apintX=V,@cX=oV(anX=9¢—
=>a p.ext. X; a pext. X =Ve(@NX=¢=
= Ve(a)c X=>a p.int. X.

Se a é ponto fronteiro de X (de X) em qualquer
sua vizinhanga, por mais pequeno que seja o valor de
e, ha sempre pontos de X ede X. Logo, a também
é ponto fronteiro de X (de X).

b
Como lim 0 =b, terd de ser b=3.
n=co I 2

=1/2—=a=1/2; supX =3 e X ¢ fechado.

inf Xe=

3) Dada a sucessfo u,, suponha que u,,, Us, 4«
e u;, sfo convergentes. Prove que u, converge.
Diga qual é o conjunto dos sublimites da sucessio

A PO W b o § p O e 1 D B 165 &

13?)11?:_3‘,1 ‘E‘ ‘5 T)l’_g')'ngJFl‘

Indique, justificando, os seus limites mdximo e minimo.

R: Supondo que ug, —>u,uy,4.4 >V € U3, —> W,
notemos que 3n ¢ ntimero par (quando n for par) ou
impar (quando n for impar) e portanto as subsucessies
de uy, que secobtém com n par e n impar sio, respec-
tivamente, subsucessies de u,, © uy, .. Podemos entdo
garantir que uw=v=w e portanfo u, converge
para u.

O conjunto dos sublimites da sucessio dada €

1 1
{1$?!§s"'111"'30}

Os limites maximo e minimo sdo, respectivamente,
1e0.

4) Prove que, sendo u,>—1(n=0), a conver-
oo

o«
géncia de Z u, € Z vy implica a convergéncia de
[ v

ﬁ leg (1 + u,).
0

Discuta a natureza da série

R: Notando que u,—0, log(l+ u,) = u, — A u?

LT

1
onde l~+§ quando u, — 0.
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00 . o0 oo
Tem-se entdo 3 log (1 + u,) = X u, — J % ul.
L 0 [

oo oo
Ora como ¥} u, converge e Y)Aul também converge,
0 o

Au? 1 L
—»-2-—=#0,oo, a série 2[09(1 + u,)
v

(soma de séries convergentes) também converge.

. & 1-83.-4(20+1)
Para a série gw_2n

porque —s

(1 —x2)" vem
| DO 2n + 3

i —x2 f P
g |13t 1= 2]

ull
Como
I—-x|<l=>—1<l-x2<1l¢=

> 1-x2<1l¢=x0
<__){1—xﬁ>—1(=>-\/§<x<\/§

a’série converge para — {2 <x<0 e 0<x<{2Z,

Por outro lado,

1 . 1 1 —x2>1 (impossivel)
Bl g "—){l—x2<-—1<=>x<*\/§\!x>\/§
e portanto a série diverge para x < —1/2 e x>/2.
gy B @n 1)
Para x=0, vem a séri 2-_2—4?
L PO 2n+3
u, 2n+1

que

€ divergente pois

1.3 .- @n+1)

o0
Para x =12 vem 3} (—1) e
- Ddiias

u 2n+43
e, como | —2L|=——" "1, o seu termo geral
u, 2n+4+2

ndo tende para zero e portanto a série diverge.

5) Seja f continua em [a,d] e admita que
f([a,b])S[a,b]. Prove que, sob estas condigoes, a
equagdio f(x) = tem sempre uma raiz em [a,d],

Exemplifique com f () = {/z em [0,4].

R.: Nos casos em que f(a) =2a ou f(b)=">b a
proposigio € ébvia. Se for f(a)>a e f(b)<<b a
SJungdo g (x)=f (x) — x toma sinais conirdarios em
a e b eportanto g (x) anula-se num ponio ¢ interior
(teorema de Borzano-Caveny): g (¢) = 0 ou f(c)=c.

Com f(x) =/x em [0,4] aecquagdo X = x tem
asraizes x =0 ¢ x=1.

6) A fungdo F satisfaz 4 condigo F (e —0) <
< F(e) < F(c +0) no ponto interior ¢ do seu
dominio. Estude a existéncia de I (¢).

B.: F,(c)= lz'ﬂz_o—E—'—(%:-'—:‘-(—ﬂ———}-oo
P10 = i FO—EE
x=c+0 X—=C

Portanto, no ponto x =c¢ vem F'(c) = + co.

I. 8. C. E. F. — MaremAricas Gerais — Exame final —
Ano lectivo de 1969/70 —Epoca de Outubro—Ponto
n.° 5 — 1-10-1970.

5777 — 1) Considere as aplicagoes de B em R
definidas por f(z) =af, g(x)=2—1 e A(x)=2.

Determine fog,gof,(foglohk, fo(goh),
oy e (fo gt

R.: fog=(x—1)5,gof=xi—1,(fog)oh=
=(x—1),fo (goh)=(x—1)5 gt o f~1=14y,
(fog)'=1+yy.

2) Prove as proposigdes seguintes :

7) Sendo a um nimero real qualquer e X=|x:x
é racional A x <<al, entio a=sup X.

77) Sendo A conjunto linear nfo-vazio limitado
inferiormente ¢ B o conjunto dos nimeros —x
tais que e 4, entdo B é superiormente
limitado e inf 4 = —sup B.

Indique o conjunto derivado, o supremo e o infimo
do conjunto linear

X—{a:::c=(—1)ﬂ+_];(m,n=1’2,...)}_
m

R.:

i) O nimero a € majorante de X e, como % § >
>0,31xeQ a—3<x<<a, € evidente que
a=supX

iil) Sendo |l =infA, tem-se FxeAx=1 e
WV3>0,3xeA: x'<1+ 3. Portanto,

M—-xeB—x=<-le ¥3>0,3—x'¢B
—x'>—1—38. Logo —1 éo supB.

1

Para Xu{x:,xe- (— 1) + —(m,n—1,2,---)}
m

tem-se X! =}—1,1}UX, infX = —1,sup X=2,

8) Mostre que, sendo u, >0 e u, ., /u, k<1
(t constante) % ne N, entio limu,=0. O que



GAZETA DE MATEMATICA

(x

se pode afirmar quando se sabe apenas que u, ., /u,<<
<< 17 Justifique.

Sendo u, = n!/n",
lim u, .4 /u,.

indique o lim %, a partir de

R.: w4/, =k<1=3u, converge =>u,—0.
Quando wu,,,/u, <1 apenas se pode afirmar que
U, .4 << u, e portanto u,—u=0,

U, 44

1
Para u,=n!/n" vem lim = — <1 e por-
e

n

tanto limu, = 0.

4) Sendo a,>0(n=1,2,
+ o+« 4+ a,)/n, prove que by + by + -

a | 1
(1+—+ +-—)
2 n

=) e b, = (ag+az+
+b,>a

Tomando a série Za,, aproveito o resultado ante-

rior para justificar que 25, é sempre divergente.

Estude a natureza da série

(:P+1)f10+2}"'fP+“)_
(gh2)(g+R) g+ ")

R: Como

by=ay

a5 + a;

bs =
2 2

a3+ ax + a3

by = 3

2 & & @ % * ® ® 3 s ® =

ay + az4---+3,
e 5 ’

b

resulta imediatamente

1 1
by + by + -+ +b,> 2y (1+E+---+;).

Esta desigualdade serve para provar que

b1+bz+---+b,—»+m
pois

i 1
14+—+ v+ ——=>+4o00.
2 n

Para estudar a série dada, notemos que

344 _PpF+o+l
a, q+n+1

e o critério da razdo nio explica a naturesa da série.

Como
Byig n+p+1

o critério de RaiBe, permite concluir que a série con-
verge com q>p + 1 e diverge com q=p + 1.

5) Seja f continua no intervalo [0,2=] tal que
f(0) =f(2%). Prove que existe um ponto ¢ nesse
intervalo tal que f(c) = f(¢c + ). Sugestio: consi-
dere a fungfo auxiliar g (x) = f(2) — f(z + =) .

R: Observemos que g(0) =f(0) —f(x) e g (w)=
=f(%) —f(2x) =f(r) —f(0). Se f(0) =f(x), a
proposigio € dbvia. Com f(0)s£f (=), a fungdo con-
tinua g (x) tem sinais contrarios em 0 e © e o teo-
rema de Borzawo-Cavcny garante que existe um ponto
centre 0 e © tal que gc) =Ff(c) —f(c+=) =0

6) Seja

(z=£1)
V“_
2 (x=1)..

(@)=

Prove que f é diferencidvel para = =1.

R: Como
& x—1
—2
f1 (1) = lim VESL b el S

x=1 x—1

=1 (x—1) (x—1)
(V/x—1p 3 1 1

= lim = lim

== (/x-1) = Vx+1 2’

a fungdio € diferenciduvel.

I. 8. C. E. F. — Marteudricas Geriis — Exame final —
Ano lectivo de 1969-70 — Epoca de Outubro —
Ponto n.° 6 — 6-10-1970.

5778 — 1) Prove as seguintes propriedades no
conjunto R dos mimeros reais:

i) —(—a)=a

> <<
) a=b= —a=—5b.
<< >



78

GAZETA DE MATEMATICA

R: i) Dado o nimero real a = [Ayq,Aj], tem-se
—a=[—A;,—Ay] e éclaroque —(—2a)=[Aq,A,].

ii) Sendo a =T[Ay,A;] e b =[By,B;], tem-se
a="h¢= Ay = By A A, =B, mas entio também
—Aj=—B; A — A= — By o0 que mostra que
—a=—b. !

Supondo, por exemplo, a>b tem-se AjNBy£ @
o que indica que

—b = [—B;,—By]>[— Ay, — A]= —a.
2) Prove por indu¢io que todo o conjunto linear

finito tem minimo e mdximo. Mostre que

1
max ;a,bi:-é-[ai- b+|a—20]]

1
min{a,b;ag[a+b—|a-—bl]

e prove também que
max |a + ¢,b + d| =< max |a,b| + max |c,d|.
Ache o supremo e o infimo de
jzreR:(x—a)(z—b8)(z —¢) (x—d) <0

com
a<b<c<d.

R.: A proposigiio € bvia para um conjunto de dois
elementos. Supondo que a propriedade € verdadeira para
um conjunto de m elementos, se tomarmos um conjunto
com m + 1 elementos e considerarmos um sew subcon-
junto de m elementos, o minimo existe. De facto, é o
menor de dois elementos: o minimo do subconjunto e o
elemento que lhe nio pertence. Mutatis mutandis, o ra-
ciocinio aplica-se ao maximo.

Supondo

1
a<hb, max{a,b| —am-E(a+b+a —-b).
Com a=<b, vem
1
maz {a,b)} =b=E(a+b+b-a).
Analogamente se prova que

miﬂ{a,bl—%[a-i-b—-[a—b[].

max {a +c¢,b 4+ d| =

-%[(a+e)+(b+d)+l(a+c)—(b+d)|J5
5%[(3+c)+(b+d)+la—b|+|c—d|]..

—sl+b+ia—b+slo+d+le—d|]=
=mazx {a,b}| + maz |c,d].
Para o conjunto
X=|xeR:(x—a)(x—b)(x—¢)(x—d) <0},
vem supX =d e infX =a.

8) Dada a sucessio a,a + 5,1 +1/2,a,a+ b,
1+1/3,a,a+ 5,1+ 1/4,... determine os nimeros
a e b por forma que a sucessio seja convergente.
Justifique.

Admitindo que u,—u e wv,—v, mostre que,
exceptuando os casos (u=1, v=00), (u=co, v=0)e
(=0, v=0), asucessio w, = u:" (u, >0) possui
o limite u*.

1\»
Calcule lim (1 + 2tg :) .

R.: aml eb=0.
Notando que logw, = v,logu,—vlogu, facilmente
se conclui que w,—»u",

1 1
nlog |1 +2£g—) =2n%nlg— =
n n
acn? 1
1 5
o cos —
n n

-2

=2y

e portanto

(1+2:gl)"-.ez.
n

4) Dada a série Zu,, demonstre que

9) | uqfu, | =k <1=)Zu, éabsolutamente con-
vergente.

#7) | th4iftte | =1 =>Zu, é divergente.
Estude a natureza da série de termo geral

an

TArad+e) - (Ita,

U,

5@>0).



GAZETA DE MATEMATICA

79

Rz
|uppqfu, | Sh <1=>Z|u,|conv. => = u, conv. absol.

|uppifu, | =1=2Z|u, | div=>u, ndo € evanescente
=2 u,div.

a(a<<l)
P “W*ly(i(;:)l)

e o critério da razdo permite concluir que a série con-
verge para todos os valores de a .

Wy, 4y

5) Sendo f mondtona em [a, 8], justifique que f
86 pode possuir descontinuidades de 1.* espécie nesse

intervalo. Estude a continuidade da fungfio
0 (z rac.)
@ (x irrac.)

r@-{

R.: Uma funglo mondtona tem sempre limites late-
rais nos pontos de [a,b] e portanto sé pode possuir
descontinuidades de 1. espécie.

A fungio

£ (x) = {0 (x rac.)

x (x irrae.)

é continua para x =0 pois |[f(x)—Ff(0)|=|x].
Em todos os outros pontos apresenta descontinuidades
de 2% espécie.

6) Considere a fungio
Vo (2=0)

e calecule ¢'(0). Esboce a imagem da fungio na
vizinhanga de = = 0.

R.: Notando que
1

g®)—g©) _ =
3 x>0

(x<0)

X

resulta g' (0) = Foo.

I. 8. C. E. F — Marenirioas Gerars — Exame final —
Ano lectivo de 4969-70 — Epoca de Outubro —
Ponto n.° 7 — 6-10-1970.

" 5770 —1) Prove a seguinte propriedade: se
a,beR e a>0b, entdo a+c>b+c WceeR.

R.: Com efeito, sgja a=[A;1,A;], b =[By,B;],
¢ = [c‘,Cz]' a4+ c= [Dl,Dﬂ eb+c= [Ei ,E,_]-
Como a>b, existe a'yeA; ¢ b,eB, tais que
a'y>b'y ou a'y—b'y>0. Entdo, poderemos deter-
minar c¢'jeCy e cyeCy tais que c'; — ey < alj—b/y
ou by +cy<aly+cy. Mas by +cheE; e ay +
+ ¢'ye Dy e portanto a + ¢>b + c.

2) Prove que A é ponto de acumulagfio de A4 se
e 86 se em qualquer vizinhanga de A existe pelo
menos um elemento de A4 distinto de .

Mostre que sup A —=sup A, onde A designa o
fecho de A . Indique dois conjuntos 4 e B tais que
ANB =g e ANB+¢.

Indigque o infimo, o supremo e o fecho do conjunto
X=|oeR:z=n" (m,n=1,2,..:)}.

R.: 8e € ponto de acumulagdo de A, numa Vg (2),
por menor que seja &, existe uma infinidade de elemen-
tos de A e portanto existe sempre um elemento de A
distinto de A, Reciprocamente, se em qualquer V. (})
existe um elemento de A distinto de A, hd uma infi-
nidade de elementos de A em qualquer V,(3).

Notando que A = AUA!, basta examinar as hipd-
teses sup A>sup A e sup A >supA. No primeiro
caso haveria a > sup A, o que € absurdo; no segundo
caso, haveria a> sup A que ¢ uma contradigio, Logo
sup A = sup A .

Sendo A=]a,b[ e B=]b,c] vem ANB=¢g e
ANB = |b]. infX =0, supX=+o00, X=XU|0{.

8) Indique, justificando, quais das proposigdes
seguintes sdo verdadeiras:

i) Se uy,—>u € ug,yy -+ v, u e v sio o8 tnicos
sublimites de wu,.

i) Se o conjunto dos termos de uma sucessio
nfo tem mdximo nem minimo, a sucessdo é
divergente.

ii) Se M neN u,>0Au,—+0, entfo u, &
decrescente.

R
Calcule lim n (’\ / 2+ -;-—3;/2) .

R.: A proposigio i) € dbviamente verdadeira. Para

ii) basta notar que o infimo e o supremo de (u,) sdo

pontos de acumulagdo, e portanto sublimiles de u,, para

provar que ii) é verdadeira. Para it), observemos que

24+ (—1)
n

€ decrescente. Logo iit) € falsa.

u, =- > 0 ¢ evanescente e no entanto ndo
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4) Se a série Za, (a,=0) é divergente e S,
designa a soma dos seus n primeiros termos, prove
que 3 (Y8, —VS,) também diverge.

Estude a natureza das séries

oo o0 1
g (_ 1)n+l e—nsmz g $ SRt
R.: Se xa, diverge, entdo S,— + co e a série
de MesacLr 2 (S, — 1/ S.) ‘também diverge.
Notando que ﬁ (— 1)+ gneenx ¢ série geoméirica
0

de razdo — e—*"*, ela serd convergente se e 80 se
1 .
Wcl ou senx>0, isto é, para 2knr <x<

o
<(2k + 1)w. A série de poténcias z con-
1

ol x*
verge absolutamente para x50,
5)

i) D& exemplo de uma fungfo continua num con-
junto fechado limitado que nZo tome todos os
valores desde o minimo ao mdximo.

it) Represente geomttricamente uma fungdjo f
continua em [a,b] excepto no ponto interior
¢ onde possui uma descontinuidade de primeira
espécie com f (¢ —0) < f(c) <f(c+0). Cal-
cule f'(c) para esta fungio.

1(0 1
R.: i) f(x)-{a((x%;)é )
ii)
fi(c) = +oo e fl(c) = + oo, isto €, f'(c) = + co.

6) Prove que, sendo g diferencidvel para » =a,
entdo

im 9@+1) —g(@a—H)

he=0 2h =9 (@)

R.: Por definig&o de diferenciabilidade podemos
escrever
g(a+hb)—g(a) =h[g'(a) +a] (lima=0)

g(a—h)—g(2)=—h[g (@) +B] (4imB=0)

Subiraindo membro a membro, vem

g(@a+h)y—g(a—h)=2hg'(a)+h(z+B)

a-+p
2 ]

ou

g(a+h)—g(a—h

)
. -8 @+

0 que prova a proposigdo.

Enunclados e solugdes dos n.°® 5773 a 5779 de Fernando de Jusus

I. 8. T. — Maremiricas Gerats — Ponto N.° 1 —7-1-70.

5780 — 1) Justificando cuidadosamente as respos-
tas, indique se sio:

a) reflexivas,
b) simétricas,
¢) transitivas

as relagies ', G e H, definidasem R pelaforma

seguinte:

zFy=|e—y|>0

cGy= a?—yleQ

cHy—= 3 xz=1uy.
ue 2

(Q ¢ o conjunto dos racionais)

Nos casos em que se trate de relagdes de equiva-
léncia, indique a classe de equivaléncia do elemento
0 (zero) e uma outra classe de equivaléncia, distinta
desta.

2) Seja f a aplicagdo de R em si mesmo definida
por
—x se <0
f@=11

X

se >0

a) Indique, justificando, se f é injectiva ou so-
brejectiva.

5) D@ exemplos eoncretos de um conjunto limitado
(em R) cujo transformado por f seja ilimitado e de
um conjunto ilimitado que f transforme num conjunto
limitado.

¢) Mostre que

(fof) (® =Sf(—=),

(considere separadamente os casos >0, 2 =0,
z<0).

Pondo fi=f e, para todoo neN, f,u = f, of,
aproveite o resultado anterior para determinar expli-
citamente a aplicagio f,.

MxeR
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3) Sendo u, e v, os termos gerais de duas suees-
sdes de termos reais e w, = u, + v,, indique, justi-
ficando, quais das proposigfes seguintes sfo necessi-
riamente verdadeiras e mostre, por meio de exemplos
concretos que as restantes podem ndo o ser:

a) Se u, e v, sio divergentes, w, também o é.
b) Be u, e v, sdo limitadas, w, também o é.
¢) Se u, e v, sio ilimitadas, w, também o é.
d) Se u, e v, sio crescentes, w, também o é.
e) Se u, e v, sdo mondtonas, w, também o é.

4) a) Prove que, para que ce R seja ponto de

acumulagéio do conjunto

A[UA!U "'UAS
(pe N) é necessdrio e suficiente que ¢ seja ponto
de acumulagfo de um, pelo menos, dos conjuntos
Ay, Az, e, 4.

b) BSe em vez de uma reunifio de conjuntos, em
nimero finito, se tratasse da reunifio de uma infini-
dade de conjuntos, a condigfo seria ainda suficiente ?
E necessdria? Justifique.

I. 8. T. — Mareudrioss Geusis — Ponto N.° 2—7-1-70.

5781 —1) Justificando cuidadosamente as res-
postas, indique quais dos seguintes subconjuntos de
R sio

a) abertos,
b) fechados,
¢) limitados (em R):

A= |z: 3 x? + 2 L 0}
ye R
1 : Asrey
B = {a;:—e Z} (Z é o conjunto dos inteiros)
x

Ce=lu:|z—1]|+|z+1]|>4].

2) BSeja f a aplicagdode R em si mesmo definida
pela forma seguinte:

—x se xeQ (Q éoconjuntodosracionais)

g = — 8o ze B\ Q.

a) Prove que f é bijectiva.
b) Indique, justificando, quais sfio os valores de =
que verificam a condigdo:

f(@) =a.

¢) Designando por A4 o transformado por f do
intervalo [1,2], indique (quando possivel) o su-
premo, o infimo, 0 mdximo e o minimo do conjunto 4.

d) Pondo fi=f e,paratodoo ne N, fiu=f.of,
determine explicitamente a aplicagdo f,.

8) Sendo u, o termo geral de uma sucessio de
termos reais e v, =u}, indique, justificando, quais
das proposigdes seguintes sdo necessariamente verda-
deiras e mostre, por meio de exemplos concratos, que
as restantes podem nfo o ser:

a) Se v, é convergente, u, também o é.
b) Se v, é divergente, u, também o é.
¢) Se v, é majorada, u, é limitada.

d) 8e v, é crescente, u, é crescente.

e) Se v, é crescente, u, é mondtona.

4) Convencionemos dizer que um conjunto ACR
é simétrico em relagdo & origem sse

M(zxed= —xzed)

xze B
e que um conjunto BC R é fechado a respeito da
adigio sse

M (zxeBAyeB=>x+yeB).

z,ye R

Nestas condigdes, sendo C um subconjunto de R,
considere a relagio G', em R, definida por

eGy—=x—yel
e prove que:

a) G ¢ reflexiva sse Oe C.

b) G é simétrica sse C 6é simétrico em relagfo a
origom.

¢) G ¢ transitiva sse C é fechado a respeito da
adigdo.

Enunciados de J. Campos Ferreira

Université Libre de Bruxelles — Faculté des Scien-
ces Appliquées — AraiBre-ANALYSE.

1ére candidature.
5782 — 1. En quels points les fonctions suivantes
sont-elles discontinues

a) f(x) =[z] ou [x] représente la partie entitre
de =
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1
B S (E) = 142sinx
[0 si 20
o) i) =3 T
e *gi x>0.

1
2. Montrer que la fonction y = — est continue
x

sur l'intervalle ]0,1[ mais n'est pas uniformément
continue.

3a) Montrer 4 'aide de la définition de la dérivée
que

(e*=)! = q er® aeR.

Application: Calculer les dérivées des fonctions
suivantes & partir de a)

1. Sha
2. Cha
8. Tha
4. In ».

4. Etudier la fonction y = |« | est-elle continue
et dérivable en tout point «?

5. En quels points la fonction y = |cos x| est-
-elle non dérivable ?

6. KEtadier la variation des fonctions suivantes
a) [0s8ixz=0 b) [0siz=0
1 1% 4
cos— 8i 20 ®cos— i x£0
@ o
) [0 e 2=0
y L
x?cos — si w==0.
a
En quels points ces fonctions sont-elles continues ?

Dérivables ? Continument dérivables? Représentez
les sur un graphe.

1¢re candidature.

5783 — 1. Calculer les dérivées partielles de la
fonetion.

f=(zy)

2. Calculer les dérivées partielles de la fonction
f= e!ln yflz s

3. Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 de y
par rapport aux variables indépendantes strictement
positives xy, 5,23, si

y =1+ 0 ot u=logm my+ a3 v=et@FTtE)

4. Caleuller & 1/10 pris gi (2.1) et o (2.1)

oy
F
si f(x,y)=\/ :csiny+?.

5. Soit X (¢) une matrice dont les éléments x; 7 (6)
sont des fonctions dérivables de ¢. Calculer

d d
G b)) — X2.
dt dt
6. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de la
fonetion

f(ﬁ,y:z)=$(yz)-

7. Montrer que l'équation 33+ 5xy2 4+ 10y —
— 1022 = 0 définit, dans le voisinage de o =0 une
et une seule fonction réelle y ().

Développer cette fonction y (x) en série de Tavror
jusqu’au terme en x5 inclus.

8. Si {¢=9+Bin9

y=1—cosg
sont les équations paramétriques d’une courbe plane
d’équation cartésienne y = F'(x), calculer F' (x)
et étudier la variation de F'(x) pour 0 e 2.

9. Considérons la surface d'équation =y + yz—
—xz=2.

Déterminer pour quelles valeurs de = et y il est
possible d'appliquer le théoréme des fonctions impli-
cites. Si (g, 1) estl'un de ces points, calculer (de
deux maniéres: en explicitant ou en n’explicitant pas
z en fonction de » et y) les dérivées partielles pre-

: d= 0z

& — —_— t la diffé iell
miéres FP (05 o) » 5% (0, yo) et la différentielle
totale dz (x, ) -

10. Calculer ]la matrice jacobienne de u,v par
rapport &4 =,y si u et v sont les fonctions définies
implicitement par les relations:

{uz—v!+2:c+3y—0
uvt+x—y=0,
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1tre candidature.

5784 — 1. Démontrez que:

S8i A et B sont des matricee carrées symétriques,
alors A B est une matrice symétrique si et seulement
si A et B commutent (4-B = B.4).

2. Sans effectuer le produit, trouvez le rang de la
matrice C=A-B ou

2 —1 17058
A o t B= 4
(3 0) . (»4 0 5)
3. On considére la transformation linéaire de I'es-
pace vectoriel R? définie dans la base canonique par

el
la matrice (0 0). Montrer qu'il n'existe aucune

base de £2 par rapport a laquelle la matrice de cette
transformation linéaire soit diagonale.

4. Trouver les valeurs propres et les vecteurs cor-
10 2
respondants de la matrice ( 0 2 1 ).
3 [

5. Boit f sin" ¢ cos" xdw = I,, 4, -

Etablir la formule de réduction
(m+n)l,,=—sin"xgcos"Ma + (m—1) 1,4,

Mm,n saufsi m=—n=1.
Application: Calculer I3, =-fain3:n cos? xdx .
6. Démontrer la forme de récurrence

nl, =—sin"!xcose + (n - 1) [,

avec

I,,=fsin~xd;c e L (A,

Application: fsin1 zdz.

w2
f sin"z dx =
0

si n est un entier positif impair

7. Démontrer

(n—-1)1!
nll
(n—1)!! =
nll 2
nll=n(n—2)(n—4)....

si n est un entier positif pair

Epunciados de F. et J. Teixeira
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185 — Nxcorax Porescu — Categorii Abeliene —Edi-
tura Academiei Republicii Socialiste Roménia —
Bucaresti, 1971.

A teoria das categorias abelianas tem-se desenvol-
vido nos tltimos vinte anos e pelos seus métodos e
resultados desempenha um papel de relevo na Mate-
mética abstracta. Tem origem na Algebra, particu-
larmente na teoria dos mdédulos sobre um anel e tem
sido desenvolvida pela necessidade de se obter o qua-
dro natural para muitas nogdes algébricas. Do mesmo
modo, a teoria das categorias abelianas tem aplica-
¢0es importantes na teoria dos anéis, na geometria
algébrica, na geometria analitica, na topologia algé-
brica, etec.

O presente trabalbo é uma monografia que aborda
problemas importantes da teoria das categorias abe-
lianas.

O primeiro capitulo expde (sem demonstragdes) no-
¢bes e resultados fundamentais da teoria das cate-
gorias.

Ao segundo capitulo descrevem-se as nogdes funda-
mentais sobre as categorias préaditivas, aditivas pré-
abelianas e abelianas, demonstrando os resultados
cldssicos sobre as categorias abelianas, os produtos e
somas fibradas teoremas de isomorfismo, somas direc-
tas. No pardgrafo oitavo, o mais importante do capi-
tulo, o Autor ocupa-se dos limites indutivos e projec-
tivos nas categorias abelianas, demonstra a equiva-
léncia das quatro formas da condigio Ab5 de Groraex-
pieck e apresenta consequéncias.

O terceiro capitulo, «Functores aditivos» contem o
estudo dos functores aditivos, categorias dos functores
aditivos, categorias de mddulos, caracterizagiio de
categorias de functors aditivos e categorias de mod-
dulos o teorema do produto tensorial, a exactidio dos



