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Algumas propriedades da distribuigdo
binomial negaliva
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1. Consideremos uma populagio infinita
m com uma propor¢io P desconhecida de
elementos com wuma caracteristica especf-
fica 4.

Amostremos © através de uma sequéncia
de repeti¢des independentes, com probabili-
dade constante, de sucessos e denotemos por
X o ntmero total de fracassos nesta sequén-
cia antes do réimo gucesso, isto 6, X + r 6
0 ndmero de ensaios necessarios para pro-
duzir na amostra r > 1 elementos com a
caracteristica A4 .

Temos :
(1.1) g(@;r,P)=
/3 (“""“‘1) Pr(1—PF a=0,1,2,
x
Usando-se P = L como estimador
X4r=—1

de P, o qual foi proposto por HALDANE [2],
demonstraremos que :

?) X é uma estatistica suficiente para P;
i) |g(x;r,P), 0< P<1} é completa;
i) E[P]=P
DEeMONSTRAGXO :

%) Imediata, pois, g(z;r,P) satisfaz o
critério de fatoracdo.

(*) Bolsista do I. A. C. no Centro de Matemdticas
Aplicadas, Lisboa.

t7) Seja u(x) uma fungio continua, inde-
pendente de P, tal que:

1.2) Efu(X)]=0
para todo P, 0< P <1.
De (1. 2), segue que:

oo

E[u(X)] = 3 u()-

. x=)
.(“’+"‘1)Pr(1—1=)==0
a

para todo P, O< P < 1.
Desenvolvendo-se (1.3) e tomando-se
1—P=Q, temos:

(1.3)

EuX)]=01—-Q|u0)+ru(1)Q+
rir+1) Y5
+ ey @+ ] 0

Sendo 1 — Q=0 para todo 0<Q<1,
segue que a série em ( entre colchetes
converge a O para todo 0 < Q<1, o que
implica u(x)=—0 para todo =0,1,

1)

o~ 7—1 [fexlr—1
E P = Pr(l1—PyF =

Y S T iy
=Py ("’

z=()

Donde:

)P'-I(I—P)'.

E[P|=P
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Satisfeitas as trés condi¢des acima, con-

clufmos que o estimador P assim definido,
tem varidncia minima entre todos os estima-
dores nfo viciados de P.

2. Determinacio da varidncia de P.

(2.1)
A [ L

1 (:.c+r— 1) 1Py

3 (@+r—1) ®;

E[P2]—

-7 3

Usando-se o facto que se a série

b@)= bt
k=0

é diferenciada m vezes dentro do meu inter-
valo de convergéncia, entio,

@) _ i 5

k+m
k+n( i )a’k ]
ke=0) k

de (2. 1), temos:

e 1
2.2 E[F]:(r—l)ﬂPW.
e O N |

e bR

Por outro lado, temos:

d = 1 = |

é-%[—los(l—Q)]-

Donde :

(2. 3)

a1 [ 1

d Q- Lg,ﬁ@]=
d-2 [log(l — Q)
er-z[ Q ]

Substituindo-se (2. 3) em (2.

2), segue que:

(r—=1)Pr .
(r—2)1

! dr-2 log (1 — Q)
d Q-2 [ Q ]

Sabemos que :

d-2 [ log (1 -Q7_
dQ-2 [ ] Ty

(,,_ )[_1 Gl Q)][ d;;a(_)]

Donde:

(2.4 E[P)=-—

d-2 [log(1—Q7_
dQ-2 [ Q ] %

(— 1)-2(r — 2)!log (1 —
— Qr—]

(2.5)

Q)+

(=1p
+(—2)! i% — Q) Q=i 3

Substituindo-se (2. 5) em (2. 4), obtemos :

Pl T —-ér)_f’r log(1—Q) ¥
r-2
(__ l)r—i
—p P s
e gl i(1—Qf Q1
ey

G| s~ O+

2 Y (= 1)'-‘ . Qq)]
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Portanto,
Var[P] = "L(r_l) (—1)-1log P+
a—-prPy-?
+3 = Liaal (I_P)'—j“ — P2,
o W - il I o

Outras expressdes obtidas através de séries
infinitas da variancia de P sio mencionadas
no trabalho ja citado de HALDANE [2] e tam-
bém em KexDALL and StuarT [3].

3. Determinacio de um estimador ndo
viciado e de variincia minima para a razio
e

P

A partir de (1. 1) o estimador de maxima

verossimilhanca para P é expresso por:

r

P— A
r4+X

3.1)

De acordo com a propriedade de inva-
ridncia dos estimadores de maxima verossi-
milbanga, substituindo-se (3. 1) na expressio
de R, temos:
8.2 R = —f-

Dado que X distribui-se segundo uma bi-
nomial negativa, temos que as condigdes ¢),
#) de 1) estido satisfeitas.

Por outro lado, temos:

r(l— P)

W 1
(3.3) E[Bl= L E[X]=1 T

Donde:

1—P

(3. 4) =

E[R)= = R.

Das expressdes (3. 2) e (3. 4), concluimos

que £ também satisfaz as condigBes i), i) e
1ti), respectivamente.

Portanto, entre todos os estimadores nio
viciados de R, o definido por (3.2) é de
varidncia minima, cuja expressio é dada por:

- 1 1 r(1—P
Var [R}:-: §Var[]f]=;._£_};2_).

Donde:

1 1—P) (1+B)R
R o r :

(3.5) Var[R]=

Devemos acrescentar ainda que estes re-
sultados podem ser obtidos trabalhando-se
com o estimador de maxima verossimilhanga

1 1
d — de d - R N e 1 -
e P e compondao-se P

Podemos observar também que esses resul-
tados ndo sio validos quando consideramos
amostras de tamanho fixo.
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