GAZETA DE MATEMATICA

Geomelrizagdo da Légica de Proposicdes
(s n dimensdes)

por Anténio José Mendes Silva

Ulll\' idad da c imt a

I —Introdugdo e proposi¢des bésicas da
teoria.

Traduzir a rigorosa linguagem da analise
l6gica, psra a sugestiva linguagem dos tra-
cados geométricos, foi a idela central, que
presidiu & elaboragio deste método, com
vista & eriacio de sistemas de calculo mais
rapidos e intuitivos.

As proposicdes basicas desta teoria, sio,
além de proposi¢des de légica pura, as se-
guintes condi¢des definidoras do referencial
légico :

1— «0» é a origem do referencial e a in-
tersecciio dos semi-eixos «fechados» — Pos-
tulado.

2 — Cada eixo é constituido por um semi-
-eizo verdadeiro e por um semi-eizo falso —
Postulado.

3 — Os pontos dos eixos distintos da ori-
gem, representam proposi¢gdes — Postulado.

A’ origem (ponto comum aos semi-eixos
verdadeiros e falsos) nio pode representar
proposi¢des-Teorema, pois se assim nio fosse,
uma proposi¢io poderia ser simuli@neamente
verdadeira e falsa, 0 que peca contra o prin-
cipio da ndo contradigio aqui admitido.

4 — Os pontos P dos quadrantes repre-
sentam pares ordenados, cujos elementos siio
as suas coordenadas — Postulado.

Deste postulado e do teorema anterior
deriva que os quadrantes légicos sio con-
juntos disjuntos, pois nio contém os eixos-
-Corolirio, porque se um ponto dos qua-
drantes, pertencesse a um eixo, pelo menos
oma das suas coordenadas (que sdio propo-
sicdes) estaria situada na origem, o que vai
contra o teorema anterior, pelo qual a origem
ndo pode representar proposigdes.

5 — O universo operacional duma operagdo
entre proposicdes a;0y,, é a reuniio dos
pontos P;, Py, Pz e P,, que representam
os pares ordenados (z;,%), (~21,%),
(~#y,~yy) e (,~y), respectivamente —
Postulado.

6 — O universo operacz'onézl duma operagdo
entre expressdes proposicionais x 0y, 6 a
reunido dos quatro quadrantes, ¢q;, ¢s, g3
e ¢4, ou seja: o conjunto dos pontos que
representam respectivamente os pares orde-
nados (2,3), (~,9) (~2,~y) e (z,~)
— Pustulado.

Destas duas tltimas condi¢des se infere,
que as dedugdes, silogismos e problemas,
quer relativos a expressdes proporcionais,
quer aelativos a proposigdes, se consideram
referidos aos respectivos universos opera-
cionais.

7 — Dominio operacional(!) é o conjunto
de pontos do universo operacional em que

(1) Para simplificar, adiante diremos apenas domi-
nio, em vez de dominio operacional. g
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a operaciio considerada é verdadeira — Pos-
tulado.

8 — Duas proposi¢des sdo contrdrias, isto

é, uma 6 a negagio da outra, quando estio
~ situadas no mesmo eixo e ocupam posigdes
simétricas relativamente & origem do refe-
rencial — Postulado.

A figura que a seguir apresentamos, ajuda
a visualizar as condig¢des do referencial
légico :
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Fig. 1

Il — Aplicagdo ao célculo. Generalizaggo.

1—Com base na axiomatica exposta, é
facil construir uma tabela com os dominios
operacionais das principais operagdes logicas.
A tabela que a seguir apresentamos, foi feita
para expressdes proposicionais (para propo-
sigdes a tabela é analoga). Na coluna dos
«dominios operacionais» estio justificagcdes
entre parénteses.

OPERAGKD DOMINIO OPERACIONAL

xAY a, (ambos verdadeiros)

=V 9, Va, (um verdadeiro e outro falso)

=Vy 4 Ve, v 9, (un ou dois verdadeiros)

X =¥ 1:1:|_'L.J<12\.,'e:13 gx—__:>y)=mgg
x=VAys= F)

XY 9 Ve, (ambos verdadeiros ou ambos

: falscs)
nvix @ ¥) dominic complementar do dominio de

xe ¥y

E facil provar, utilizando a teoria das es-
truturas algébricas, que :

(4,v)=(D,U), (4, A)=(D,n),
(4,~)=(D,0), (4,=)=(D,c),
(de=)=(D =)} sio;

— Sendo : estes pares ordenados grupoides,
A o conjunto das operagdes entre proposi-
¢des, I o conjunto dos dominios opera-
cionais das referidas operagdes e = a relagéao
de isomorfia definida pela aplicacio que a
uma operaciio entre proposi¢des, faz corres-
ponder o respectivo dominio operacional (1).

Ora o principio de isomorfia, diz que se
(E,0) e (B,¢) sio grupoides isomorfos,
todas as propriedades légicas de 6 sio veri-
ficadas por ¢ e vice versa; entio, pela apli-
caciio deste principio ao caso presente,
provamos que para efeitos de calculo, os
dominios operacionais podem substituir as
correspondentes operacdes.

Obtém-se assim um novo sistema de cal-
culo, mais intuitivo e mais rapido que o
caleulo classico. .

2 — Vejamos alguns exemplos :

a) Seja a demonstracio de que:
r=y=~xVYy.

De acordo com a axiomética (e as tabelas
que dela derivam) e tendo em conta os iso-
morfismos apresentados, tem-se (ver fig. 2):

O domfnio de z=y 6 ¢;UqaU¢gs5.
O dominio de ~z(x=F) é gaUqs5-
O dominio de y(y =V) é ¢.Uq; -

Como o domfnio de ~x\/y (isomorfismo)
é a reunido dos dominios de ~z e de y,

(1) O caso das expressdes proposicionais & andlogo.
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tem-se que este domfnio é: ¢;UgaUqs, que
é também o dominio de =y .
Logo (isomorfismo) : ¢

zoy=~zVy

b
7

Fig. 2

b) Demonstragdo da 2.* Lei de De Morgan

O dominio de x;\Vy; 6 PiUP,UP,.

Logo:

O domfnio de ~(z; \/ 7;) é Ps.

Mas o domfnio de (zj=F Ay =F)=
=~z AN~y é Ps.

Donde :

~@E V)=~ A~u-
c.q.d.

Analogamente se deduzia a 1.* Lei de
De MoRrGaAN.

¢) Seja a demonstragio de que

~ (2 V Y==Y.

O dominio de ~(z; VV ;) é P;U Pjs visto
que o de a; \/ 7, 6 Py U P,. Mas como de
2=y 6 Py U Ps:

~@ V) =z =y
e.q.d.

d) Seja o problema
— Simplificar a expressio :
@EVIA@Y).

Traduzindo pelos Zsomorfismos apresenta-
dos :

(91 U 92 U g4) N (91 U g5) =41,

atendendo a que segundo a axiomatica, os
quadrantes séo conjuntos disjuntos; mas ¢
é o dominio de = A y.

e — 1) Vamos demonstrar que o seguinte
silogismo esta correcto:

Viy
= d 5
.
~ Yy 2 1
i X
.-.le 0 i v
P3 """"""""""""" ‘p4

Fig. 3

O domfnio de a;=y; é P; U Py U Ps.
Como (2.2 premissa) ~y; =V, tem-se y;=2F.
Ora, o tnico ponto de P; U Pyl Ps em que
y=F é P; e como em Py se tem ~axy,
a conclusio é ~ua.

c.q.d.
e — 2) Pelo método cldssico :

@ =y)=(nV~x1)

eé como.:
(@ Vy) =~z =y
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tom-se que:

nV~z)=(CFn=~z)

donde pela propriedade transitiva da igual-
dade:

@=p)=CFn=~x).
Portanto a 1.* -premissa do silogismo é
igual a:
s gl o (]

Ora tendo-se ~y; (segunda premissa), por
definicio de implicagdo, forgosamente se
tera ~ux;.

Da comparacio entre os dois métodos se
infere que este iultimo é menos intuitivo.

3 — Trabalhamos em 12, sendo
L= 4V, F}.

E facil generalizar a teoria para ", ou
seja para n dimensdes. Sendo entdio os qua-
drantes dados por 28, (sequéncia de dois
objectos, os valores légicos V' e F', agru-
pados n a n), pois neste caso geral temos,
nio o8 dois elementos dum par ordenado,
mas o8 n elementos duma sequéncia de n
elementos.

Em certos casos é possivel (quando as
operagbes sdo associativas) decompor um
problema de = dimensdes em varios pro-
blemas de 2, ou de 3, ou de m (com
m < n) dimensdes.

Para trés dimensdes, é conveniente a repre-
sentagio grafica em perspectiva :

2§, =28=8 i
M x
Fd £ v
Pg
3,

Mas claro que o estudo segundo esta teoria,
utilizando Célculo Combinatério, se pode
fazer independentemente de gualquer repre-
sentagiio grafica, sendo entio o nimero e a
natureza dos quadrantes dados por 2S5,, no
caso geral de n dimensdes.

4 — Exemplo para trés dimensdes (fig. 4):
— Seja «D(j)» o dominio operacional da

operacio «j» e U o seu universo opera-
cional.

Temos :
D(z)=P U P UPsUP,
e
D(xyVy)=U—(PsU Pq) = Cy(P5U Py)
donde (vide isomorfismo):
Dz A@Vy)=PUPU P,
por outro lado :

D(zy N@y)=Py U Py

D(z Ay))= Py U Py
donde (vide isomorfismo):
D(Ea Ax)V (@& An)=PiU Py U P,
logo :
aAN@Vy)=@Az)VEAn).
Deduzimos assim, dada a arbitrariedade de
%1, % 0 %,

a propriedade distributiva da conjunc¢éo em
relagiio & disjungio inclusiva.



