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NOTA DE AULA

Sobre um teorema de Lucas relacionado

com O pequeno feorema de Fermat
por José Morgado

Instituto de Matemética, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. O pequeno teorema de FERMAT estabe-
lece que, para todo inteiro racional a nido
divisivel pelo inteiro racional primo positivo
p, 6 valida a congrudncia

a*1=1 (mod. p).

No entanto, como é bem sabido, do facto
de a congrudncia

a~1=1 (mod. n)

ser valida para algum inteiro racional a (ne-
cessariamente primo com =m), nio se pode
concluir que o inteiro racional positivo =
seja primo. Assim, como foi observado por
F. Sarrus em 1819 [1], tem-se

280=1 (mod.341),

apesar de 341(=11.31) n@o ser primo.
Em 1876, Epouvarp Lucas obteve o se-
guinte resultado [2]:

Se n ¢ um inteiro racional positivo tal que,
para algum inteiro racional a, se tem

a™l=1 (mod. n)

e, para todo inteiro racional t satisfazendo &
condigdo 0 <t<n—1, setem

a1 (mod. n),

entdo n é primo.

Posteriormente, em 1891, E. Lucas [3]
melhorou este resultado, estabelecendo que:

Se a congruéncia
a*=1 (mod. n)

é valida pira x=n - 1, mas ndo é vdlida
se X ¢ divisor préprio de n — 1, entdo n ¢
primo.

Nesta nota, formulamos um analogo a etse
teorema de Lucas, para anéis comutativos.

2. Seja A um anel comutativo e.seja P
um ideal préprio de 4.

Recordemos que P se diz um ideal primo
de A, se é satisfeita a seguinte condigio:

Se x,yeA e xyeP, entdo xeP ou
yeP.

Recordemos ainda que, se 4 & um anel
comutativo com elemento um, entio o ideal
P de A 6 um ideal primo, se e 86 se o anel
quociente A/P é um dominio de integridade.

Um analogo ao pequeno teorema de FERMAT
para anéis comutativos pode enunciar-se
assim :

TeoremA 1. Se A ¢ um anel comutativo
com elemento um e P ¢ um ideal primo de A



60

GAZETA DE MATEMATICA

tal que o anel quociente A/P tem precisa-
mente n elementos, entdo tem-se

(a+P)"'=14P
ou, equivalentemente,
a™1=1 (mod.P),

para todo elemento a de A que ndo per-
tenga a P.

Dem.: Com efeito, da circunstincia de
A/P ser um dominio de integridade finito,
conclui-se que A/P é um corpo e, por isso,
os seus elementos ndo nulos constituem um
grupo multiplicativo cuja ordem é n — 1.

Para todo elemento ae A tal que a¢ P
tem-se, por consequéncia,

a1 4 P—=(a+ P '=1+4P,

como se pretendia.

O pequeno teorema de FERMAT, na sua
forma original, é justamente um caso parti-
cular deste teorema, a saber, o caso em que
o.anel A é o anel Z dos inteiros racionais.
Entio um ideal primo P de 4 6 o ideal
principal gerado por um inteiro racional po-
sitivo primo p e o anel quociente A/P tem
exactamente p elementos,

O teorema anterior mostra que o pequeno
teorema de FeruarT é valido no anel dos
inteiros de Gauss G=|a+itb:a,bel|
([4], pp. 19-21) (em anéis de inteiros algé-
bricos ver [4], pp. 109-110).

3. Vamos agora estabelecer, para anéis
comutativos, um teorema analogo ao teorema
de Lucas, tal como foi formulado em [3].

TrorEMA 2. Seja A um anel comutativo
zom elemento um e seja P um ideal de A tal

que o anel quociente A|P tem n elementos.
Se, para algum aeA, setem |

(a+ PP '=14P

e se, para todo divisor préprio t de n—1,
se tem

(a+4+Pyrs£1+P,
entdo P ¢ um ideal primo de A.

Dem.: Na verdade, consideremos os se-
guintes elementos de 4/P:
1) P,a+P,a?+P=(a+Pp,...,a"14
+P=(a+ P)*.

E facil ver que, se 7,je{1,2,...,n—1},
entio

(2) <t~ implica a'+ Psta’ + P.
Com efeito, suponhamos que
3) ¢+ P=a’+ P

tendo-se, por exemplo, 7 >j.
Ora, fazendo n — 1 —i=1F, de (3)resul-
taria

a1 4+ P =mqitk 4 P—gqitk | P
e, como, por hipétese,
a1+ P=14P,
ter-se-ia
atkel + P

eom 0<j+k<n—1.
Designemos por d o menor inteiro racio-
nal positivo tal que

atel + P

e vejamos que, entdo, d é divisor de n—1.
De facto, pelo algoritmo de divisdo,

n—1l=dm+r com O0ZLr<d
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e, por consequéncia,

1+P=a"'+P=(a+P)"' = (a+P)'"""=
=(a*+ P)"-(a"+P)=(1+ P)"-
(@+P)=(01+P) (@ +P)=a+P,

isto 6,

ael + P,

donde, pela definicio de d, resulta que
r =0, quer dizer, d 6 divisor de n— 1.
Mas, como

dZLj+k<n—1,

ndo pode ter-se, por forga da hipétese,
(a+Py=1+P.

Esta contradigio mostra a validade da
implicagéo (2).

Assim, em (1) estio precisamente os =
elementos que constituem o anel 4/P . Entao

o conjunto dos elementos de A/P que sio
diferentes de P constitui um grupo abeliano
(ciclico), com respeito & multiplicagio do anel
AlE

Isto significa que o0 anel A/P é um corpo,
logo, um dominio de integridade e, portanto,
P é um ideal primo, como querfamos mos-
trar.
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