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Matrices parlitionnées en blocs commutatifs
par José Viléria (1)

Lourenco Marques (Mogambique)

Résumé

En travaillant sur des matrices partionnées
en bloes commutatifs, on obtient des résul-
tats formellement semblables & la régle de
Cramer et au théordme de Rouché; et on
donne, & partir de la, la solution de I’équa-
tion AX=—21X, oi X est une valeur propre
de A et oi X est soit un vecteur soit une
matrice.

Sumaério

Trabalhando com matrizes fraccionadas
em blocos comutativos, obtemos resultados
formalmente semelhantes & regra de Cramer
e ao teorema de Rouché; e damos, a partir
daf, a solugdo da equagio AX=1X, em
que A é um valor préprio de A e em que
X 6 quer um vector quer uma matriz.

I. Introduction, définitions, notations

Dans la pratique, quand on a A résoudre

des systdmes d’équations différentielles aux

dérivées partielles par la méthode des diffé-
rences finies, la matrice du systdme est par-
titionnée en blocs commutatifs et symétri-
ques [5].

Dans cette étude, nous nous intéressons a
certains systémes d’équations linéaires (ma-
tricielles), oit la matrice du systdme est par-
titionnée en bloes commautatifs, qui surgissent,
par exemple, quand on a affaire & la resolu-
tion simultanée de systémes d’équations li-

néaires (algébriques) qui différent seulement
par les colonnes des termes indépendants.
On n’aura pas besoin de calculer le détermi-
nant de la matrice donnée, mais simplement
de savoir si une certaine matrice de ’ordre
de ses sous-matrices est non-singuliére.

K désigne le corps des nombres réels ou
complexes (R ou C);

s Cria

= (a:;) € Ma,n (K)

désigne la matrice de type (n,n) d’éléments
a;; appartenant a K;

.’!.‘1 51
i =(@m)=XeK" et [ =(b)=DBekK"
Ln bu

vecteurs d’éléments de K;

oooooooooooo

déterminant principal; R £ n, rang de la
matrice A;

.............

(@ry++- @R i1 | br| @R i41+ - GrE

(f=1,.-+,R);

(1) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian,
Lisboa, Portugal.
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déterminant caractéristique; (si R=n, C
n’est pas défini);

All "'Alﬂ
PO Tl SR B Y
7 R o

(p=1,-++,m; g=1,:+2,2), o} Ap g€ My (K)
ot Ay, Ap,=— Ap,- A,,, c’est-adire, on
considére les sous-matrices 4;; appartenant
4 un anneau commutatif (relativement a la
multiplication et & l’addition) avec élément
unité ;

désigne la matrice d’ordre s que ’on obtient
en développant le déterminant de (4;j),
Z,j=1,-..,7; rLmin (m,n)) et en con-
sidérant les 4;; comme éléments (scalaires);

(i=1,..-,r), désigne la matrice de type
(r,s) que l'on obtient en développant le
~ déterminant suivant la «colonne» 7 (colone de
blocs) et en considérant les A,,, (p=1,--+,7;
g=1,:.,i—1,i+1,..-,7), et les ma-
trices Bj,(j=1,---,r) de type (s,?) comme
éléments, mais ol les facteurs B; sont tou-
jours a droite; (pour que l’on puisse éffec-
tuer les multiplications.-.);
Ay -4y, | B

.
l -

o R Arr - Br

,(j=r+l,...’n}’

désigne la matrice obtenue en développant le
déterminant suivant la dérnidre «colonnen,
les dpq,(p=1,---,r,j59=1,-:-,7), et
les B;,({=1,...,7,j) (coux-ci apparaitront
a droite) considérés comme éléments.

On définit le «co-facteur» de «l’élément»
en position (¢,j) comme étant le déterminant
de la matrice que l’on obtient en rayant la
cligne» ¢ et la «colonne» ;j de la matrice
en considération, multiplié par (—1)+7..

Désignons par A;;, (¢,j=1,...,n), les
matrices obtenues en développant les «co-
-facteurs» des matrices A4;;.

ExEMPLE
All Alﬂ Al5

A=Ay Ayn Ayl|; AijeM,.(K)
Ay Ay Ags

et commutatives; B; matrices de type (s,?),
(!=1,2,3); Supposons r= 2,

4y Ay
Ay Ay
= Ay Agg — Ay A13e M, ,, (K);

A:=d0?

=

1 2 3
Ay A Byl

A5 Az Bj|3
A A
=dev| 1 1. (_1p+585 +
Ay Ay
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+ dev An 4y «(— 1)2+8 By+
5 As2

tdev|4n 4m| (_qyesp
A5 As

= (A Agy — Agy Ayg) By —
— (4yy d5g — A5 A1) By +
+ (Ao Agy — A5y Ag) By e M., (K) 3
«co-facteur» de A;q: =
Ag Ags

51 Ass

]

= (— 1)1+2 det

Ajg: = dev (cco-facteur» de Ajp): =

= dov (— 1y+a|4m 4m|
A5 As
A21 A25 -

= (— 1)1+2dev ;

A5 Ass

II. Résultats intermédiaires (Connus)

Considérons le systdme

(i) iai;‘mj=bis(i=1""’m)'

j=l1

On peut énoncer [4, 1], si le rang de la
matrice du systéme est r =m = n:

A. Régle de Cramer (Mac-LaAuriN, Bé-
zour [1]). :

Tout systeme de n équations & n inconnues,
oiv le déterminant des coefficients est différent
de zéro, admet un systéme de solutions uniques,
données par les formules suivantes :

.:B;:lD_lD.‘, (?:=1,2, ---,ﬂ-).

Lorsque r=m <n, le systbtme est pos-
sible indéterminé et les » inconnues princi-

pales sont fonctions linéaires des » — r in-
connues non-principales.
Lorsque r < m, le systome est possible
si et seulement si C;=0, (j=r+1,...,m).
Et 'on peut énoncer [4, 7]:

B. Théoréme de Rouché (CarpeLu [3]).

Un systeme d’équations linéaires est possi-
ble si et seulement s’il n'y a pas de détermi-
nants caractéristiques ou tous s’annulent.

On a, alors, r étant le rang de la
matrice du systéme :

z;=D'D; §=1,...,7),
n—1r inconnues arbitraires et
Ct,'zo, (j-——-"+1’--u ’m)-.

Il nous faut un théoréme hybride d’abord (1)
énoncé par INGRAHAM [6] et récemment géné-
ralisé par BRENNER [2]:

C. (Ingraham)

St A=(4:iy), @, j=1,2,+..,n), et 4y
sont des matrices carrées de type (s,s8) per-
mutables entre elles et si A est la matrice
obtenue en dévellopant le déterminant de A
en prennant les A;; comme éléments, alors
det A=detA.

REMARQUE. INGRAHAM a démontré ce théo-
reme sous une double hypothése: toutes les
sous-matrices A;; sont commutatives et le
corps des coefficients est aussi commutatif.
BrENNER l'a généralisé pour le cas ol les
matrices ne sont pas commutatives.

Maintenant, considérons 1'équation dx; =
=Mz, ol AeM,(K), a; est un vecteur
propre de A correspondant a la valeur
propre simple };. 1; étant simple, la matrice

(1) Osrrowsk: [8] se référe aussi a Schur.
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(4 — ) I) admet, au moins, un mineur d’or-
dre 2 — 1 différent de zéro. Sans perdre de
la généralité on peut supposer que c’est le
déterminant de la sous-matrice principale
d’ordre n — 1 de (4 — ) I).

De la théorie des équations algébriques,
on sait que ’on peut avoir [11, p. 67]:

D.
x] Cn1
al e
xi == 2 — "2
1
:cﬂ cnn

oit cni; désigne le co-facteur de I’élément de
(A — 2 1) dans la position

(n,d), G=1,2,...,n).

II1. Résultats (formellement) semblables
3 A. et B.

Considérons le systéme d’équations matri-
cielles linéaires

@ YAuXi=Bi,(i=1,2,.-,m),
ke=1

ol

Apg9M.,.(K),(p=l,2,..,,m;gg1,2’“.,n)

sont des éléments connus de I'annean commu-
tatif M,,,(K), (relativement & 1’addition et
a la multiplication), avec élément unité ;

BieM,:(K),(i=1,2,...,m)
sont connus et

XieM,:(K),(k=1,2,...,n)
sont inconnus ;

a) Soit d’abord m =n=r.

En pré-multipliant les deux membres de (2)
par A;;,(¢,j=1,...,n) et en sommant, vient

E EAU-AH: Xp= ZAUB;:U=1 12 yeeeym),
i=1

i=] k=1

et, par définition de A, de A;; et de ;ﬁ_,-
(j=1,...,n), on obtient [9]

AX;=A;,(j=1,-.-,2).

Dot X;=A"1A;,(j=1,2,-..,n), #i et
seulement 8i A est non-singulidre.

Toujours poar m = n=1r, le systdme (2)
admet une solution unique si et seulement si
sa matrice | Ay --- 4;.| est non-singulidre.

Anl P Anu

Done, vu le théoréme de Ingraham, on

peut énoncer :

A1l. Le systtme (2) admet une unique solu-
tion st et seulement si la matrice A est non-
-singulitre, et la solution est donnée par

X;=A"14;,(j=1,2,...,n).
b) Considérons maintenant r=m <n

Le systéme (2) peut s’écrire

(3) EAHX;;=B’E,(£=1,---,‘H‘I)

k=1
avec
B'i= B; — 2 A‘J'XJ"’ (i=192:"'3m);
J=m+1
ot les matrices X;, (j=m+1,..--,n),

sont considérées arbitraires [10].
La matrice de (2) est

...........
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celle de (3) est

.......

Notons par A’ et A} les correspondants de
A et A; (pour A’ et Bj). L’on peut dire:

A2, Le systeme (3) admet la solution
Xj=A)14%,(j=1,2,...,m), st et seule-
ment st la matrice A’ est non singuliere. La
solutiouw dépend évidemment des n—m=n—r
matrices arbitraires restantes.

¢) Supposons finalement m > n =1r.
Considérons le systdme (2) et aussi le systéme

"+Ann th
(4) An+1 1 X’I s s +An+1.nX'n+X'n+l=Bn+l
votAnignX'n+ X'npo=DBnig

......................

...........

A

Ay v RGN B O

ok a0 tahe vl B ogtiw & non

S Ay 10 0.0
A"=l4pir1e0c Ansgn I 0...0

................

ou I est 'identité de M, .(K).
Le systéme (4) admet une unique solation

si et seulement si la matrice A”:==dev A"
est non-singuliére. La solution est donnée
par les formules

(5) XJ.:':(AH)_IA}!’ (j'= 1,2,... ’m)1

ol les matrices A/ sont définies par rapport
au systdme (4). De (D) on voit que X;=0,
(j=n+1,...,m) si et seulement si A/ =0,
(j=n+1,...,m). Mais, lorsque X’; =0,
(G=n+1,...,m), Xi=X;,({=1,2,...,n).
On remarquera que, dans le cas du systéme
(4) [10]:

L d
Aj":de\r .............. :...: .............. 5
Any o+s An,jo1 | Bu | Au jy10ee Ann

(j=1:2!'“!"’)’ et
AII 'Alﬂ : Bl
i
.......... I aee
Ag—DBV A 1 "Ann: ) | - L’,
_______ " (k=n+1,...m).
Akl ‘Akn Bi

Donec on peut énoncer :

B1l. Soit A" une matrice non-singuliére
de type (s,8). Le systéme (2) admet une
unique solution donnée par

Xi=("y14Y,((=1,2,... ,n=7),
si et seulement 8t E =0,(k=n+1,...,m);
c’est-a-dire,
Un systéme d’équations linéaires matricielles

est possible si et seulement 8'il n’y a pas de
matrices «caractéristiques» ou toutes 8’annulent,
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[Matrices «caractéristiques», par ressem-
blance formelle avec déterminants caracté-
tistiques].

On peut appeler r le «rang généralisé» de
la matrice du systéme.

IV. Résultets (formellement) semblables
aD.

On s’intéresse & la résolution de 1’équa-
tion AX=21X ou

— (Ai_;‘) =Ae Mn:,ns(l()

------

est une matrice carrée d'éléments commuta-
tifs 4;;e M,,.(K); dans un cas,

ot X;eM,(K), (!=1,...,n), sont des
vecteurs inconnus non tous nuls; dans un
autre cas,

X,
X=|:], XeM., . (K), G=1,:.-,n),
Xa
sont aussi inconnus et non tous nuls.
L’équation matricielle AX =21X, A étant

un nombre réel ou complexe quelconque,
peut s'écrire de la forme suivante:

(All—)lI)Xl+A]2Xg +"'+AINX,1=O
(6) AziXI—I—(AEQ—;L})X2+---+A2"X"=O

.A,u X] —I—Aﬁg Xg-l— s +(Ann_ ) I)Xn=0

(I matrice identité).

On pose
Ay Aiz '"Atm—l A!u
Ay Ay crdoyy A,
PO Lyl e e S SR S G i=dev 4}; »
Apyy A2 Apctn—t Anisn
Ani An2 "'Amn-l Alln
e Ay 4 Al‘n-—i | —4,, Xn: A! =1

avec A,','==A;,;—AI, (!:=‘ 1,2, vee ,n).
Par Cn;, ((=1,2,...,n) on désigne la
matrice obtenue par développement des

«co-facteurs» des «éléments» de A} en
position (n,7), ((=1,2,...,n).

a) Cas ou l'inconnue est un vecteur

On a & résoudre l'équation 7) AX=1X,
ol 1 est une valeur propre de A. 1 étant
une valeur propre de A, le vecteur X est
différent de zéro, par conséquent la matrice

Al est singulitre. (Si et seulement si A}
était non-singuliére, on aurait la solution uni-
que X=0eK"").

Par C., A} est singulidre. Sans perdre de
la généralité on suppose que A)_;:=dev Ak

ot A}, est la sous-matrice principale d’or-
dre n — 1.
On vérifie aisément que

i Xy Gl 2oy
ot
A e AN X

Comme X, est arbitraire (A.2), EA=0
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(matrice) si et seulement si Ay=0. Et, vu

le résultat B 1., on peut énoncer :

D 1. La solution del’'équation T) est donnée
par XJ“:(Ah-—l)_l Cﬂ.f Xn 3 (]=1 ’ 2 -,R—l),
8t et seulement st la matrice A)_, est non-sin-
gulitre et si et seulement Ay =0.

X, eM,,1(K)eK" étant arbitraire, on peut
poser X, = Ak ;K, ot KeK' est un vec-
teur arbitraire différent de zéro, et 1’on
obtient

Xj = (80a)" (Cnj Ba) K =
= (A1) M) G K= G K,
(G=1,.-- ,n-—-l);

Comme A} ;= Ch,, vient X;=GC,; K,
(j=1,2,...,n),

Et 'on a:
Ty 2.
Xl Can
TR
X | vk

b) Cas ot 'inconnue est une matrice

Considérons la matrice A du début de ce
paragraphe et soit A un nombre quelconque;
goit Y7 =[Y, ¥y ... Y,] une matrice non
nulle ot YieM, s(K),(#=1,2,...,7n), sont
inconnus. Soit ’équation

8) AY=17.
Comme avant, on peut affirmer :

D3.

est non-singuliere, et st et seulement st Ar=0,
la solution de 8) est donnée par

Si et seulement si la matrice Al

Y;=(Ara)1Cos Yu,(j=1,2,...,2—1)

ot Y, est une matrice arbitraire.

On peut poser Y,=A),=— C.., done
Y;=Chj,(j=1,2,...,n) et, alors, on a:

D 4.
Yl O"I
A Y2 — Oﬂ 2
Yn' Onn

V. Exemple numérique.

Les deux systdmes suivants ont la méme
matrice et seules les colonnes des termes
indépendants différent.

[ z+y +2z42w=1
Yy +2w=2
1324+3y+4z24+4w=38"
3y +4w=4

e+ P+2y+2d=3

) e +28=1
8a+3B+4y+43=2"
38 +45=4

On peut résoudre simultanément ceux denx
systémes, en considérant le systéme

[A11X1+A|2X2=31 Ay Ay

u A=
Ag1 Xy + Ay Xy = By Ag Ag

dont les sous-matrices sont carrées et com-
mutatives ;

- {
| ) X2=

2yl
w 8|’
et

B, —|! 3’3223 2|
if B 4 4
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On aura [ a+ B4+2y4+23=1
S TR | ﬁ +2a=2
A:=dev A= D = i) 8a+3B+4y+40=3
il 1 38 +43=4
e a0 20+ 2B+ 4y +43=2
= = 1]° L 28 SRy 1
i T 0
2
On aura
Ll S e
h B
3 1 IO 2 An AIQ:BI
Ay =idev [EFSE - o= A5 edl
8.2, 14 4 Eg:==Dev|dn Az Baf.
¢ gt Sl ATATEG e LR Ll RS T g X DSl e 1
N P A5 Az By
S WISl L 20 ol e
“lo 4|'f2 1|7|o 2| |4 4|7 B Ry
9 . il B 11
=1‘ ; 0 1'0 2'2 2
e (PR e NN ol R 1) ¢ SR8 Y e
I I
1.4 s =Dev§§:4 e
A0 - B e gl oy i
bl i e S e e 2 1 I .
3 313 2 53:4 FHOSAE
0.8 I "4 2 ;0 416 4
S b B o e e 1 B [ A B 8 8id
ek i S I i ) 0 3'0 4
— — —dav _________ 111-51 1
_|—=2 —&6 ) il
§ Q200
1 —6
X1=A_1Al= ,XQ-HA_]A2=
2 e
=1 4 0.1l 2 ,
= 1 s I] 5 + dev TV «(—1)3+8. 3 3l+
¥ 2 2'4 4 S
0. 270 4
Considérons, maintenant, simultanément, les
deux systdmes 130
2 Qw=1 O 082
39’ E¥MEN 3 8'4 4 6 4
l.){3:.,"+ y+4z+4dw= : 0 3'0 4
3y +4w=4
|2m+2y+4z+4w=5 _|—14 O|#O

| 2y +4w=6 —4 0
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On peut remarquer, néanmoins, en regar-
dant la 2.° colonne de &z, que le systéme
i) est possible.

VI. Remarque sur I'égalité des détermi-

minants de certaines malrices.

On montre que

E. Les matrices

Ay oo+ Apa | Afy - Af,
AR Ui LESCE LA
Anl"‘Ann A:TI"'A:'!!

ont les mémes déterminants. (Ai; est la trans-
posée de A;;. Les sous-matrices A;; sont
commutatives).

En effet, posant a:=devB et A:=dev 4,
vu le théoréme de Ingraham, et vu que 1'on
vérifie aisément que o7 = A, on a

det A—detA = deta” = detx = det B .

(1]
(2]

(3]
(4]

(8]
(6]
(7
(8]

(9]

[10]

[11]
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