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Aspectos fundamentais da leoria geral
da programacdo malemética

por Fernando de Jesus

1. Introdugdo

Designando por & = (@,:++,%,) um ponto
ou vector (1) do espacgo euclideano ", seja
f:Dc R*~ R. O problema geral da pro-
gramagiio matematica consiste em optimizar
a fungdo-objectivo (ou fumgdo-critério) f(x)
sujeita as restrigdes ¢;(x)<0 (+=1,...,m)
e x=0. Em alguns problemas de progra-
magio matematica podem estar ausentes todas
oun parte das restrigbes x;=0 (j=1,.--,n)
mas, como toda a variavel livre pode consi-
derar-se diferenca de duas varidveis nio-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se a
a4 forma geral apresentada; reciprocamente,
8e as variaveis sio ndo-negativas, o programa
pode apresentar-se na forma seguinte: opti-
mizar f(x) com as restrigdes g:(x)=<0, su-
pondo que estas incluem as inequagdes
—;<0 (j=1,--,m).

Caso especial importante e ji estudado
desenvolvidamente é o da programagdo linear
em que f(x) 6 funcdo linear e g;(x) 6 linear
afim, isto 6,

J(x) = 2"3’“’3‘ e gi(x)= iauwj—bs-

i=1 F=1

Se a fun¢lio f(«) ou alguma das fungdes
gi(x) ndo assumir a forma indicada, o pro-
blema de programacio diz-se ndo-linear.

Ao contririo do que acontece na progra-
macio linear cujo estudo esti muito avan-
cado, dispondo-se de algoritmos eficientes
para a pesquisa do éptimo da fungio-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas
niio-lineares tém sido mais modestos, podendo
dizer-se que nfio ha ainda métodos gerais efi-
cientes para resolver todos os tipos.de pro-
gramas nio-lineares.

A classe de programas nio-lineares que
tem sido estudada com maior desenvolvi-
mento 6 constituida pelos problemas em que
a funcdo-objectivo é ndo-linear e g; () sio
lineares afins. Entre estes, ha dois casos
especiais que interessa referir. No primeiro,
a funcgido-objectivo é separavel, isto é,

f(@) = X fi(z;); no segundo, a fungdo-
j=1

-objectivo pode escrever-se como soma de

uma forma linear com uma forma quadratica:

(1) Quando for considerado vector, = designard
sempre um vector-coluna.
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n n "
f(a:) = 2 G} xj -+ 2 2 djk & L. Este ultimo
i=1 j=1 k=1
é conhecido por problema da programagdo
quadratica.

Outra classe de programas nio-lineares
que apresenta grande interesse na pratica é
constituida pelos programas lineares onde
se impde a restricio adicional de que algu-
mas ou todas as variaveis s6 podem tomar
valores inteiros. A maior parte dos autores
continua a chamar a estes problemas pro-
gramas lineares em nimeros inteiros, quando
todas as variaveis s6 tomam valores inteiros,
© programas lineares mistos quando 86 algu-
mas variaveis tomam valores inteiros.

Os programas matematicos aparecem fre-
quentemente em estudos no dmbito de varias
disciplinas. Em particular, podem surgir em
economia matematica, econometria, estatistica
e investigag¢io operacional. A titulo exempli-
ficativo, consideramos seguidamente alguns
problemas que se podem formalizar por meio
de um programa ndo-linear.

Exempro 1.1. Admitamos que um mono-
polista deseja maximizar o seu rendimento.
O prego de venda p; do i-ésimo produto
depende da quantidade de todos os outros
que sdo produzidos e suponhamos que

pi=bi— Dajz (=1,...,n).
=1

Substituindo estes valores na funcfo-ren-

n
dimento f (x)= D, p;;, obtém-se uma fun-
=}
¢io quadratica que devera ser maximizada,
sujeita as restricdes ;=0 (j=1,...,2) e
a certas restrigdes de capacidade.

Exempro 1.2. (Problema da escolha de
uma carteira de titulos). Suponhamos que
uma unidade econémica deseja aplicar dada

soma de numerario C na aquisicio de titu-

los de rendimento. O objectivo a atingir pode
ser o de maximizar o rendimento médio para
uma variincia fixada, ou o de minimizar a
varidncia para um rendimento fixado. Se
zj(j=1,...,n) é a quantia a ser investida

no j-ésimo titulo, entio X, = C. O ren-
J=1

dimento total 6 ) r;2;, o seu valor médio é

J=1 -
n

E = )\ pjx;  a sua varidncia 6
f=1

N
Z Z Q;; Xy Ty,

i=] je=1

onde [a:;] é a matriz das varidncias e cova-
riancias das variaveis aleatérias r; de valor

médio p;. O problema consiste entio em
n

maximizar D, p; @; sujeita s restrigdes
7=1

n n
Z 2 a;;m;xjga

i=m] j=1

n
(¢ constante), X @, = C e a,=0; ou mini-
=1

n n
mizar D, D) ai;x;«; sujeita as restrigdes
f=1 jeil

n n
O &=y (i constante), X x;=C, z,;=0.
=1 J=1

Exemwpro 1.3. (Ajustamento linear com
restrigdes). Consideremos o problema de ajus-
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de
dados observados (z;,y,) (j=1,---,n) @
que se impdem restrigdes aos coeficientes a
e b. O problema pode tomar, por exemplo,
a forma seguinte: achar ¢ e & que minimizam

a fungio f(a,b) = 3 [y — (ax; + b)R su-
=1
jeita A8 restricdes a=0, 6=0.
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Exempro 1.4 (Modelo nio-linear de rela-
- ¢des interindustriais). Admitamos que para
cada um de n bens existe uma actividade de
producéio, uma actividade de importagio e
uma actividade de exportagio. Sejam

X; = quantidade produzida do j-ésimo bem
M; = quantidade importada do j-ésimo bem
E; = quantidade exportada do j-ésimo bem

Os parametros do modelo siio os seguintes:

a;; = coeficiente de produgio para o ¢-ésimo
bem utilizado na produgio do j-ésimo
(quantidade do ¢ésimo bem utilizada
na produgio de uma unidade do j-ésimo
bem)

w; = coeficiente de producéio para o trabalho
utilizado na produciio do j-ésimo bem

¢; = coeficiente de produgio para o capital
utilizado na produgdo do j-ésimo bem

g; = preco unitario de importagio do j-ésimo
bem

h; = preco unitario de exportag¢io do j-ésimo
bem

Y; = procura final do j-¢simo bem

L = oferta de trabalho disponivel

D = maximo défice admissivel da balanca
comercial.

Todos os parimetros sio considerados
nao-negativos.

O problema de programacio pode formu-
‘lar-se do modo seguinte :

Minimizar o capital total necesséario

C = Z GjXJ'
i=1
satisfeitas as restrigdes

Nao-negatividade das variiveis: X;=0,
M;=0, E;=z0 (j=1,-.-,n)

Produ(;io: X, + ﬂ[‘, —— EJ — 2 ajr ng Y?
k

=1
(J=1,::-,n)
Balanga comercial :

D+ X hiEj— 3 g; M;=0

Jj=1 j=1

Oferta de trabalho: L — D) w; X;=0.

i

Duas hipéteses que também se admitem
sio as seguintes :

) a;=0 (F,5j=1,..-,m), N a;<1

i==]

(j=1,...,n) (Propriedades de
LEONTIEF).

) hi=vy;+pEf com >0, ;<0
(j=1,...,1).

A primeira traduz que o «output» excede
o «input» para todos os bens, condigio neces-
saria para planos de produgio eficientes; a
seganda hipétese admite-se frequentemente
em economia: quanto maior for a quantidade
exportada do j-ésimo bem, mais pequeno é
o rendimento por unidade.

Em virtude de se ter %=y + o E;, é
evidente que a nao-linearidade do moudelo re-
sulta da restricdo referente & balanga comer-
cial.

Restringindo a atencido aos programas em
que f(x) e gi:(x) sio continuas e diferen-
ciaveis até & ordem desejada, convém referir
que uma das técnicas para abordar a resolu-
¢do de um problema de programac¢io mate-
matica consiste em adoptar a transformagdo
em varidveis quadradas. Esta tem por objec-
tivo transformar as inequagdes em equagdes
e portanto dar ao problema a forma de um
problema de extremos condicionados por
equagdes, susceptivel de tratamento, por
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exemplo, pelo classico método dos multipli-
cadores de LLAGRANGE.
Considerando o programa na forma

optimizar f (x)
com as restrigdes

gi(@)=0 (F=1,-..-,m)
x;=0 (G=1,..,m),

introduzamos as variaveis quadradas
PG=1,,n) e 2F=1,..-,m). O
problema pode entdio reduzir-se i forma

optimizar f(x)
com as restrigdes

G(@)+2=0 (=1,-.,m)
=g =0 (j=1,.,n).

Em geral, este método classico depara na
pratica com numerosas dificuldades que pro-
vém, fundamentalmente, da necessidade de
analisar grande niimero de solugdes possiveis.

E interessante estudar a aplicagio do
método proposto 4 resolugéio de um programa
linear para ter ideia das dificuldades de ordem
pratica que surgem, mesmo no caso de estar
presente a linearidade.

Como se sabe, mediante a introdugiio de
convenientes variaveis auxiliares, todo o pro-
grama linear se pode reduzir & forma

n
maximizar f () = ) ¢;a;

J=1
com as restrigdes
n
Za.-jmj=b£ (i::l,---,m)
J=1
x;=0 (JIEI;"':'R)-

Utilizando variaveis quadradas
BG =1, ,m)

o problemareduz-se a maximizar

f(x)= 2 ¢ &)

J=1
com as restricdes
o :
Za;ja};:b; (3:1, ,'m)
J=1
xj—y?:O (j—l’---,ﬂ).

O método dos multiplicadores de LAGRANGE
conduz &4 maximizag¢io da fun¢io lagrangeana

1) F(“?;y:)‘sy‘):f(:c)'"

— z A ( Z ai.;." &y — bt‘) — Z P'_,-(xj""y_?)
i=l J=1 Jje=1

oua

1) Fx,y,2,p)= Zbilf'l'

i=1
+ Z (cf— b 7‘tau'—!ﬁ,) a4+ X Y2
J=1 fml J=1

As condi¢des necessirias para o maximo
de F(x,y,\,p) sido as segaintes:

[ o F il :
=c;— Z J.;a,-;—~p.J.=0 (‘]=1’-..,'R)
0 x; i=1
o F :
—=2f‘jyj“:0 G=1,.-,m)
2) 1 n
oI
= — a"'m'—bi EO
ok (j§1 ey )
(f:=1"":m)
F 2
2 ——@—g)=0 (=1,-,m),
Lapl"-
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facilmente redutiveis a

S

=

2y | wma=0 (j=1,.,n)

(j:l!"‘?n)

Nayzi=b (F=1,...,m).
L j=1

Observando que F(x,y,A,p) s6 possui
méximo livre se ¢, =0, entio pode enun-

ciar-se a proposicio seguinte :

I. Se existem multiplicadores ) =1 e
pj=pj e varidvels x; = x; = 0, satisfazendo
as condigdes

o— DM ay=p <0
i=1
paj=0
Z aijx; = b,
=1

entdo (af , +-+ ,xa) € solugdo maximizante do
programa linear proposto.

Considerando o sistema dual (A; n#o sujeito .

a restrigdes de sinal)

(A= Z R;‘a;,-g() 3
i=1
tem-se (x;=0)
e — 2 hai;a;=<0

i=]

z Cj Xy — Z 2 )\"a;,‘ﬂfjéo

F=1 J=1i=1

donde resulta

3) Neizi= D biki.
i=1 i=1
Por outro lado, de acordo com o teorema I,

Nagall= Db N

i=1 i=]

1M

ou
i: (6 — p5) aj = % bidi
i=1 i=1
donde vem
4) ﬁcjm}=ibgl?.

i=1 im

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e
4), que

II. Resolvendo o problema de programagdo
linear pelo método dos multiplicadores de La-
grange, verifica-se que, existindo os multipli-
cadores ); (sem restrigio de sinal), eles devem
minimizar a fungdo

» bk,
i=1
satisfazendo as condigdes
¢— D haij =<0
=1
y .’-':_;' = 0 .

I evidente que se esti de novo perante
um problema de programacao linear (pro-
grama dual). As condigdes

;=0 (j=1,..+,m)

conduzem a 2" casos possiveis pois é neces-
sario considerar quer pj=0 quer x;=0.
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Verificou-se pois que o método de resolugdo
de um programa linear pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange revela-se ndo-opera-
cional porque é impossivel na prdatica, quando
n é grande, considerar todos os 2" casos
possivers.

O método de simplex para resolver um
programa linear pode considerar-se como um
processo sistematico para afastar a maior
parte dos casos e considerar apenas um
pequeno nimero. De facto, o método do
simplex restringe o nimero de casos, consi-
derando sdmente aqueles em que n'— m das
variaveis sio nulas, onde o determinante da
matriz dos coeficientes das m variaveis res-
tantes é nido-nulo, e onde o valor bem defi-
nido destas m variaveis é positivo (caso de
nio-degenerescéncia). As condigdes p; x;=0
indicam que p; =0 para x;>0 e isso
determina de uma maneira univoca ; e os
p; restantes. Se todos os p; nio satisfazem
a restricio p, <0, pbde-se a solugio de parte
e examina-se novo caso na iteragio seguinte,
etc.

O interesse pelos problemas de progra-
gramacgio nio-linear tem aumentado simulta-
neamente com o crescente interesse pela pro-
gramacgédo linear. Em 1951, H. W. Kunx e
A. W. Tucker publicaram um importante
artigo Nonlinear Programming onde estu-
daram condigles necessirias e suficientes
para a existéncida de solugdes Optimas para
problemas de programacio e que constituiram
ponto de partida para grande nimero de
trabalhos sobre programacio nio-linear.
Generalizagbes desta memoria inicial apare-
ceram feitas por varios autores num trabalho
posterior intitulado Studies in linear and
nonlinear programming, editade por K. J.
Arrow, L. Hurwicz e H. Uzawa, e publi-
cado em 1958.

Em 1954, A. CuarNes e C. LEMKE publi-
blicaram' um método de aproximagio para
resolver problemas de minimiza¢io de uma
fungiio separavel sujeita a restrigdes lineares

quando cada uma das func¢des separaveis &
convexa. Uma formulagéio alternativa deste
problema foi dada por Daxtzic em 1956.
Esta técnica foi generalizada em 1963 por
C. MimuLer por forma a incluir restrigdes
separaveis. A partir de 1955 apareceram
numerosas contribui¢des nos dominios da
programacio quadratica.

Pressupde-se nesta exposi¢io que o leitor
conhece a teoria dos programas lineares e
os métodos de optimizacio classicos. O objec-
tivo deste trabalho consistira em apresentar
os aspectos fundamentais da teoria moderna
dos programas matematicos.

2. Funcgdes convexas e cdncavas

As nocdes de convexidade e concavidade
de uma fun¢éio desempenham papel relevante
em varias partes da teoria dos programas
matematicos e por isso é conveniente referir
aqui os conceitos e proposi¢des fundamentais
relativos as funcdes convexas e cOncavas.

Sendo X< R, diz-se que X é conjunto
convexo sse, com 0=<0=<1 e 6=1—0,

1) Ve, yeRr 0z +0yeX.

Consideram-se convexos o cenjunto vazio,
o conjunto constituido por um g6 elemento e
a totalidade de Rn.

A fungio numérica f, definida no con-
junto convexo X, é convexa sse

2) Ma,yeX f(0z+0y)=<0f(z)+0f(y)-

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade
em sentido restrito quando x=Fy e 0<<0<1,
entio f diz-se convexra em sentido resirito.
Uma funcéo f diz-se concava (concava em
sentido resirito) sse — f é convexa (convexa
em sentido restrito).
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Exenpro 2. 1. Chama-se funcdo linear
afim a fungio numérica do tipo g(x)=cx+ta
onde ce " e ae £: 6 dbviamente uma
fung¢do simultineamente convexa e cOncava
em R™.

ExemrrLo 2. 2. A forma quadritica g(x)=
= x” Ax semidefinida positiva (semidefinida
negativa) é fangéio convexa (c6ncava) sobre
BE*; em particular, a forma quadratica defi-
nida positiva (definida negativa) é convexa
(concava) em sentido restrito.

Com efeito, para a forma quadratica semi-
definida positiva, tomem-se dois pontos x e
¥ e qualquer 6 (0<6=<1). Entio se
z=0x+40y, tem-se

2T Az =0z +0y)T A0z + 0y)
=[y+0(@—yI" A[y+0(x—y)]
=yTAy+20(x—y)" Ay +
+ (@ —y)" A(z—y).
Supondo 2T Ax=>0 paratodoo «, entio,

para 0=6=<1, 0x7dax=022" A e pode
escrever-se

BTAZ<yTAy+20(z—y)T Ay +
+0@—y)TA(x—y)
ou
2T Ae<yTAy+0(@x—y)TAy+
+0(x—y)TAr=<b0xTAx+0yT Ay

Como consequéncia imediata da defini¢io,
é possivel mostrar que

I. Se as fungdes f;(j=1,-.-,k) sdo

convexas (concavas) no conjunto convexo X
3 k

de R, entdo D, )\ f; é também fungdo con-

=1
vexa (concava) em X com 1;=0.

Pode demonstrar-se também que

II. f é convexa em X sse [X,f]=
= {(x,2): f(x)<z| ¢é conjunto convexo de
Rrtl,

A condi¢io é necessaria. Com efeito, se
S é convexa em X e se (z,2) e (x,2)
pertencem a [X, f] virda f(z)<z e f(a/)
<=l a

fle+0)<0f(x)+0f(2)<02z+02.
O ponto
O(@,2)+0(,2)=0a+0a',0z+4 02)

pertencera entio a [X,f] o que prova a
convexidade deste conjunto.
A condigiio é suficiente. De facto, se [X, f]

é convexo, com (x,f(x)) e (y,f(y)) per-

tencentes a [X, f], vem

6 (z,f @)+ 0y, f@)=>0x+0y,0f(=)+
+0f(y)elX, f]

e portanto
[0z +0y)=<0f(@)+0f()-

Analogamente se mostraria que

II'. f é concava em X sse [X,f]=
= |(®,2):f(x)=2] é conjunto convexo de
Rn-d—l-

Os teoremas II e II' utilizam-se muitas
vezes para caracterizar as func¢des convexas
e concavas. Eis agora uma propriedade extre-
mamente importante para o estudo da pro-
gramacio matematica :

III. Se f é fungdo convexa (cOncava) no
conjunto fechado X, entdo qualquer minimo
(mdximo) relativo de f em & é também minimo
(mdximo) absoluto sobre X .

Suponhamos f convexa no conjunto fe-
chado X e admitamos que f assume um
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minimo relativo em a0e X. Se f assume o
minimo absoluto em ¥, nio se pode ter
f(@%) > f(x*). De facto, se assim acontecesse,
a convexidade de f permitiria escrever

FOz* +020)=<0f(2*) + 0 (%) < f(20).
Considerando qualquer ¥ («?) com
€L |a* —a0|

e tomando 0 <0 < Py

z=0x*+0x0e V,(20) e f(x)<f(al).

Esta desigualdade contradiz a hip6tese de f
possuir minimo relativo em z0.

A definicio de convexidade e concavidade
permite também mostrar facilmente que

, tem-se

IV. O conjunto de pontos de X onde a
fungdo convexa (concava) f assume o seu mi-
nimo (mdximo) absoluto é conjunto convexo;
se o extremo absoluto é assumido em dois pontos
distintos, entdo também é assumido numa infi-

nidade de pontos.

O teorema é Gbvio se o extremo absoluto
é assumido num s6 ponto. Suponhamos entdo
que o minimo absoluto da funcéio convexa jf
¢ assumido em dois pontos distintos x! e 2.
Mostra-se também que o minimo é assumido

em qualquer ponto x = 8 z! 4 6a2. De facto,

F@) =f(0a! +0a)<0f (") + 6 (a?) =
=f(@*)=rf(=")
e, como f(x)=f(a?), éevidente que f(z)=
= fat) = f().

V. Se f é convexa (concava) em sentido
restrito, entdo o minimo (‘mdwximo) absoluto de
f € assumido num ponto unico.

Na defini¢gio de funcio convexa (cOncava)
niio se exigiu que f(x) fosse continna ou

diferencidvel. Pode no entanto demonstrar-se
que

VI. Se f ¢ convera ou concava em X e
ai é limitada, entdo f é continua no intX.

Uma fungiio f convexa ou céncava nio é
necessariamente diferenciavel. As funcdes
convexas (concavas) diferenciaveis podem ser
caracterizadas pela proposig¢io seguinte:

VII. Se X ¢é conjunto convexo aberto e f
é diferencidqvel em X, entdo f ¢ convexa
(concava) em X sse

F@) —f@)=(=) Vi) (@ —2%),

onde Vf(x*)= [;—’F, S ATOE

3 .
w] dmn ¥

Sapondo f convexa em X, entdo, para
0<bi=<1l, vem

fOx+02%)<0f(@)+0f (%)
ou
FlOz+(1—0)2*]<0f(x) +(1—0)f (=%

que se pode escrever ainda na forma

f@—fE=N)= _f[x‘-!-ﬂ(a:—-gm')]—-f(m*) :

Atendendo & diferenciabilidade (1) e fazendo
tender 0 para zero, vem imediatamente o
resultado.

(1) Designemos por o; uma fung¢fo de escalares ou
vectores com a seguinte propriedade:

lim % (:c) -
=0 |x|

0.

Diz-se que f ¢ diferencidvel em x sse

S+ az) = f(2)+vf(@)an+ o (a2).
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Reclprocamente, cumprida a desigualdade

f@—F @)=V f@*")(@—a*), afangio f

é convexa. Com efeito, de

=)

escolhendo

—f@E)ZVf(*) (= —=2*),

z* =02 +0a2 ¢ o =a! ou 2,
obtém-se
fE)z=f(0at + 02 +
+ Vf(0a! +022) [t — (Ot + Oa2)]
@)z fOat +7a%) +
+ VF(0x!t + 022 [2? — (02t + 022)]
e, notando que
xt — (0t 4+ 022) =0 (2! — 22)
a2 — (02t 4 0 2?) = —0 (a'—a?),
vem

F@t)= £(0 24022 +0V f(O 2+ 022 (xt—a?)
f@)=f0xt+022)—0Vf(Bat+0a%)(2t—a?)
ou
0 f(x)=0f(02t +0a?) +
+00Vf (Ot + 0a?) (! — a?)
6f(@)=0 (0t +0at)—
—00Vf(0xt +0a?) (! — 22).

Somando ordenadamente estas desigualdades,
vem finalmente

07 (@) + /@)= f(Oat +0aY),
relagio que exprime a convexidade de f.

VIII. Se f é bi-diferencidvel no conjunto
convexo aberto X, ela é convexa (cOncava)
em X sse a forma quadrdtica

LS

ox; 0y

>3-l

im] j=1

é semidefinida positiva (negativa) para todo o
xe X.

Observemos primeiramente que, sendo f
bi-diferenciavel em «, a férmula de TAYLOR
da

fl@+Az)=Ff(x)+ Vf(z)Az +

+ 5 (AxT V@A

onde f tem a aignificacio j& conhecida e

v’f(w)=l_ :

oxid i
Consideremos entao a expressio (0<6<1)

T=01(x)+0f@) —f(Tz +09)
=017 (#) —f F+0) 10 £ (o) —F (Fz+8)).

Utilizando a férmula de TAYLOR, vem

T=0Vf(Tz +03)0(@—3)+

@™ —y") V) e —3) +

4+ 00Vf(Oz + 0y)(y — )+

x),

simplificando-se a primeira e terceira par-
celas.
Sendo V2 f(x) semidefinida positiva, vem

T=Tf(@)+0f@) —f(Tz+09)=0

o que exprime a convexidade de f.

Para provar a necessidade, observemos
que, nio sendo V2 f(x) semidefinida posi-
tiva em 0, existiria um vector u tal que
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u? V2 f(x%) u < 0. Assim, para todo o « na
vizinhanga de a0 ter-se-ia também

u? V2 f(x)u <O.

Pondo v =a0 e y=a0 4 tu, onde ¢ é um
escalar suficientemente pequeno, a expressio
T viria negativa com esta escolha de x e y
o que violaria a condicio de convexidade
de f

Pode demonstrar-se também que

IX. 8Se a forma quadrdtica

e L A

tm1 jemy 0 %10 Fj

é definida positiva (negativa), f é convexa
(concava) em sentido restrito.

Sendo | D,| (m=n) o menor contido nas

primeiras m linhas e primeiras m colunas °

da matriz hessiana

2L (in1 =2

0 x; 9 x; oidx;

)

a teoria das formas quadraticas ensina que
a forma é definida positiva quando e sé
quando |Dn|>0 e é semidefinida quando
| Dn|=0; é definida negativa quando e sé
quando (— 1)"| D, |>0 e semidefinida nega-
tiva quando e 86 quando (— 1)*|D,|=0.

Este critério permite identificar na pratica
nio s6 grande nimero de fungdes convexas
e c6ncavas mas também definir regides de
convexidade e concavidade.

ExemprLo 2.3. A funcido f(x) = a?+
+ 2,29 a2 é convexa pois

s )2 2
L on g, 00 L 9

0x 83% E 0@y 0 Xy =)

f *f
6&'9 SE;—}‘ 2 arg

B ot (R
ox; 9 &y 0
o S

_aﬂ'.'ga&'l 60:%_
2 2 2 2 2
Pf 2250 a{a{_( S ).:0.
0] ox] oy 0y 0Ty
ExempLo 2. 4. A fangio f(2) = —a}—
—3a}+ 5% —2x @y —a] é concava pois

e, considerando

, vem

-i=-—-4w?——-6a:l+5—2w2
33'1

2f
-—1222—6
0 x; “

i=—2ml—2a‘:ﬂ
ail'g Jx
e

émldwg

2f

2

Ep—

resultando

2
P — —1222—-6<0

ot
e
a!f aif a!f 2
ale ol . =(—12x2—-6)(—2
0a? oal (awlam2> e

—(— 2 =242} + 12 — 4 = 24a? + 8>0.

Trata-se até de funcio concava em sentido
restrito (teorema IX).

Exempro 2. 5. Definir a regido de conca-
vidade para a fungéo

1 1
exp =
2no? [ 202

f@) = (2 + a%)] :

As derivadas parciais de segunda ordem
sido
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- ST
ot 1 TEO (R A exp| — ———
da:f 2wot \ o2 202 =
2 +12
o R L
a.'.r:g 2 wot 2¢2 |
B en o]
dxldw, 2‘1‘5’0‘ o2 20’2 ~

Para que a fungiio seja concava devem ser
satisfeitas as seguintes desigualdades:

mﬂ
—1 —1=<0

(- (F-)-(3)=o

que, simplificadas, ddo

x?gﬁ ou —oc=r =0
a? 4220 ou o circulo de raio ¢ e centro
na origem .

* A regiio de concavidade é pois o ecirculo
g =t

Para finalizar estas breves consideragdes
sobre funcdes convexas e coOncavas, refe-
rem-se dois teoremas que mostram como por
meio de restrigdes sob a forma de desigual-
dades, envolvendo fungdes convexas, se pode
definir uma regiio convexa.

XI. O conjunto de pontos que satisfazem
& restricdo g¢(x)=0, onde g(x) é convexa,
é conjunto convexo.

De facto, sendo = e y dois pontos que
satisfazem a g(x)=<0, vem

g@)=0
9@¥)=0

gz +8y)<bg(x)+0g()=0,

0 que mostra que Oz 46y também satisfaz
4 restrigio.

Como se sabe da teoria dos conjuntos
convexos, a interseccio de conjuntos con-
vexos é conjunto convexo e portanto

XII. O conjunto definido por g:(x)=<0,
onde gi(x) ({=1,:..,m) sdo convexas, é
conjunto convexo.

3. Teoremas fundamentais

Sem perda de generalidade, todo o pro-
blema de programacio matematica se pode
apresentar na forma

maximizar f(z)

com as restrigdes

9:(@)=0(@=1,:..,m)

x=0.

De facto, surgindo a necessidade de mini-
mizar f(x), proceder-se-i & maximizacio de
— f(x)(); aparecendo restrigdes na forma
g;(®)=0, poderio transformar-se em
—g,(x)=0; notemos também que g, (x)=
=0=g,(x)=0A — g,(®)=0, e, 58 x nio
estd sujeito & condigio de nio-negatividade,
poder-se-a escrever # =z’ — 2/ com z'=0
o x'=0.

O objectivo deste paragrafo consiste no
estudo de teoremas que exprimam condigdes
necessarias e suficientes para a existéncia do
solugio 6ptima para um programa matema-
tico.

(*) min f(2) = — max (— f(=)).
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Raramente essas condi¢gdes permitem obter
o Optimo quando este existe mas essas pro-
posicdes estio na base da construgio de
algoritmos iteratives e sio fundamentais para
a interpretaciio econdémica dos programas.

Na exposicio que se segue, & & vector-
-coluna com » componentes. Tomando

G (2)= [9_, (m)]

gm(m) ’
o problema de programagio pode apresen-
tar-se na forma seguinte:

max f(z)
com as restrigdes

G((x)<0
=0,

Os gradientes de f(x) e g,(x) represen.
tam-se por Vf(z) e Vg,(x) e serio consi-
derados vectores-linhas.

Ha vantagem também em introduzir a ma-
triz Jacobiana

dg,:l (i-=1,---,m)
voe-[22] (:

(-7") awj J—l,--—,n 3

o vector-linha A=[}; ... },] e a funcio la-
grangeana

F(x,))=f(x)—1G(x).

Adoptam-se também aqui as designagdes
ja conhecidas da teoria dos programas linea-

res. Assim, todo o ponto x tal que G (z)< 0
e x=0 constitui solugdo admissivel (ou
possivel); se, além de admissivel, optimizar a
fungio-objectivo, 2 toma o nome de solugdo
éptima. O conjunto das solugdes admissiveis

constitni a regido admissivel (ou conjunto
admissivel) C = |x: G (x)<0Ax=0]}.

A restrigio g,(x)<0 diz-se activa no ponto
z se g,(x)=0; de contrario aiz-se inactiva.
Sendo # ponto fronteiro da regiio admissi-
vel, ndo se tem necessiriamente g,(x)=0
para todo o i: sdo inactivas as restri¢des
que definem a fronteira onde x nio esta.

Sendo x ponto fronteiro de €, admitamos
que g, (x)=-+=g, (@) =a;,="--
Supde-se que na regiio admissivel é satis-

feita a seguinte condi¢do de regularidade de
Kuhn-Tucker : a regiio admissivel é tal que,

n&'!j.=0.

se para todo o ponto fronteiro e para todo
o deslocamento dx suficientemente pequeno

a partir de x, se tem

Vg, @ dr S0 m ity 48
a
dz;Z0( =jis+de),
entiio a direcgio dx = (dx,,...,d=,) é tan-

gencial a uma curva na regiio admissivel,

tendo # como ponto inicial (1).

Consideremos um exemplo em que nio
é satisfeita essa condi¢io de regularidade.
Tomando em R?2

g!(xl:x2)=rﬂ_(xl_'1)=’50

x1=0, =0,

vé-se facilmente que no ponto fronteiro
x = (1,0) ndo é verificada a condicdo (fig. 1).

De facto, Vg;(x)=(0,1) e, para a di-
recgio dx indicada pela seta, tem-se
Vo (@)de=0 e dx;=0 mas dx «nio
esta» na regido admissivel.

(1) E costume dizer, na pritica, que dz estd situado
na regifio admissivel ou, talvez melhor, que da é
direcgiio admissivel.
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A
&
1 Ve,
v
Cc dx
(o} 1 # Xq

Fig. 1

Pode-se demonstrar agora o primeiro teo-
rema fundamental :

I. Satisfeita a condicdo de regularidade
de Kuhn-Tucker, uma condi¢do necessiria

para que a solugdo admissivel x seja maxi-
mizante da fungdo objectivo é que exista

2=>0 tal que
Vf(x) —AVG@(x)<0
[Vf(@)—2AVG(x)]x=0
AGz)=0.
~ Observemos que a proposicéo é dbviamente
verdadeira quando # & maximizante interio®
pois nesse caso Vf(z)=0 e G(x)<O0 (o
que implica 2 = 0).
Sendo z fronteiro, designe «(z) o con-

junto de fndices para os quais g,(z)=0.
Em virtude da condi¢io de regularidade,

os pontos x vizinhos de = tais que
1) Mies Vg@@—H=0,
x;=0=2;=>0

sio pontos interiores de C definindo direec-
cbes admissiveis # — = para as quais

2) Vf(z)(x —x)=<0.

Ambas as desigualdades 1) e 2) séio validas
se Vf(@)=0 ou Vg,(x)=0. De 1) e 2)
vem

1) Vg (@)a=Vy, ()=
21 Vix)z=Vf(x)x.

A relagio 2') implica que » & maximizante
da fungio linear Vf(x)x. Consideremos
entiio o problema de achar 2=0 que maxi-
miza

3) Vf(z)x
com as restrigbes
4) Vg (@)xsVy (x)z Miex.

Estamos em presenca de um programa linear

cuja solugio é evidentemente z = x. Tem
um programa dual em que se podem utilizar
para novas variaveis };=0. O dual requer
a minimizagio de

5) Du[Vy (@)=,

ied

sujeita as restri¢des

6) 2uVg, @)= Vf(x).

iex

Consequentemente, achar = (x;, -+ , &)
que maximiza f(x) reduz-se ao problema de
encontrar »=0 que resolvem o programa
linear dual 5) e 6).

Tomando ;=0 para i¢«, a desigual-
dade 6) pode escrever-se na forma

7) V@) —AVG(@)=0.
Como

[Vf@) =1V @]e =V Gf @70V 6@)]z,
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e, pelo teorema da dualidade na programacio
linear,

AV @ (@)]z = Vi (@)=,
é claro que
8) [Vf@) -2V @ @)]z=0
e também & evidente que
9) 1G(x)=0

L ficil demonstrar que, sendo f(x) con-
cava e G'(x) convexa, as condigdes do teo-
rema | sfio também suficientes. De facto,

atendendo a que 1=0 e G(x)=<0, vem

F@=f(x)—1G ()

e, como f(x) e — G'(x) sdo cﬁncavas (e di-
ferenciaveis), vem

F@=f(x)+ Vf(@)(x — )
—G@)=—G@x)— VG (@) (z—x)

donde resulta

f@)=f(@) + Vf()(z—z)—1G (@) —
— AV G (@) (z — z) = f(z) +
+ (V@) =1y G (@)= —
—[Vf(@) =iV G @)]z=f(z),

isto é,

II. Sendo f(x) concava e G (x) convexa,

a solugdo admissivel = é maximizante de f(x)
com as restrigdes G (2)=0 e =0 sse existe

2=0 tal que
Vi@@)-2VG(x)=<0
[Vf(@) —2AV G (x)]x=0
AG(x)=0

As proposigdes que se demonstraram séo
teoremas de KunN-Tucker. Os escalares
=0 sio conhecidos por multiplicadores
de Kuhn-Tucker. As condi¢gdes expressas
nestes teoremas tém aparecido na literatura
sob varias formas que interessa registar.
Abandonando a notagio matricial, tem-se:

v

%=0 (i=1,..

i kle

A6 gf*(ii;);]%=o

2 i 9 (2)=0 (ou ); g;(x)=0 para ¢=1,...,m)

i=1
"f) TR 7,(_3_9‘_) e
dxj )% EI ‘\oz /=

- of Q5 [ 0g:i)
R ’(awj)z z (awj):

gi(®) <0=%=0 (ou X >0=g:(x)=0).

é =1n"'!.")

ou também

5;'>0=>(

Quando num programa matemético as va-
riaveis siio livres, pode fazer-se a transfor-
magio x=a'—a’ com 2'=0 e 2'"=0.:
O programa apresenta-se entio na forma

maximizar f(z' — z")
com as restrigdes

G2 —a")<0
@=0 2'=0.

A primeira condi¢io de KunN-TuckEr surge
na forma (A=0)
V(@) —AVG(x)<0
—Vf@) +3V G @)=0,
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equivalente a
V f(x) —AVG(x)=0.
A 2.* condigdio é agora dispensavel pois é

automaticamente satisfeita. Tudo se resume
pois as condigdes

2=0
Vi) —AVG(x)=0
212G (@) =0.

Observando que a restricio =0 é equi-
valente a ;=0 (j=1,...,2) (ou —a;<0),
todo o programa matematico pode afinal ser
apresentado na forma

max f(x)
com as restrigdes
Gx)=0

e portanto as condi¢gdes de KunN-TUCKER sio

120
Vi(@)—AVG@(x)=0
AG(x)=0.

Quando aparecem restrigdes sob a forma
de igualdades e desigualdades, isto 6,

max f ()

com as restrigdes

Gp(2) =0
Gy (x)=0

podem considerar-se as restri¢des na forma

G, ()0
Gy (2)=0
— G, (®)<s0.

Tomando
Gy ()]

Gq ()
| — Gy (@)

G(a:)=‘

T VGe(2)7]
V G, (%)
| — VG (x) ]

VG (x)=

A= [ p2:4] =0,

as condi¢des de KunN-Tucker podem expri-
mir-se do modo seguinte :
=0
Vf(@) =WV Gy () — 1V Gy () +
+¥'VG@y(x) =0
AWG,(x)=0
ou, simplesmente,
V(@) — A VG, (x) =21 Gy(x) =0
A Gp(x)=0
com 2*=0 e A?=p?—»? (sem restrigio de
sinal).
Como caso particular interessante, surge

o problema de extremos condicionados clas-
sico :

max f ()
com as restrigdes
G(x)=0.
As condigdes de Kuhn-Tucker sBio agora
Vi@@)—iVG(x)=0

em que A ndo estd sujeito & condigio de
ndo-negatividade : as componentes de 2 sio
os classicos multiplicadores de Lagrange. .
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Tomando a fungéo lagrangeana
F(z,3) =f(@)—16(),
diz-se que o ponto
@) =@,y @ay Ay ey )
é ponto-sela de F'(x,}) s
F, NsF(z,)=F(z,)).

O préximo objectivo consiste em mostrar
que, em certas condigies, a componente x
do ponto-sela da funcdo lagrangeana F (z, 1)
é precisamente a solugdo do programa.

Definamos os seguintes vectores-linhas:

sz(x,;.)=["F,..., f’FJ
0x 0 Xn
o F JF
VAF(“"’A)“[MI o az,,.]_
=—[g1, ", 9a]= — G"(x)

Vo F(z,)=V.F(x,))|:
V, F(z, )=V, F(2,)|5.

IIT. Uma condigdo necessaria para que

(w_,l_) seja ponto-sela de IF(x,)) é que =

e A satisfagam a

VoF(z,)<0 V.,F(z,0)-2=0 x=0
V.F(@,)=0 V,F(z,)- =0 21=0.
Estas condigdes, juntamente com

F ,)<F(x,)+ V. F(z,0):(z—=)
F(x ,)=F(z,2) + V, F(z,0).- A—NT

sdo suficientes para que (z,1) seja ponto-sela
com =0 e 1=0.

As duas primeiras condigdes sio necessa-
rias. Em relagio i primeira, ohservemos
que, para =0 na regiio admissivel,

V.F(z,)(x—ax)<0

pois F (z,}) tem méiximo para z=z. Outra
maneira de exprimir esta desigualdade é a

Z ("F)xdm.go

o \ O

seguinte

com da;=a; — x; (2;,=0). E possivel
escolher todos menos um dos x; iguais a
x;, seja x.

( L ) (e —x) <0.

0 xy

Entio a expressio da

0 T

Se x, =0, entio (aF) =<0 porque

x,=0; se x>0, entio x; pode ser es-

colhido por forma que 2>z ou z>x,=0
e 6 evidente que a tdnica maneira de satis-
fazer a desigualdade para ambas as escolhas
de =0 é que

(dF) i
oxy /7

Consequentemente, tem-se

V. F(z,)<0

desde que x=0 maximize F(x,1). Por
outro lado, em virtude do que se acaba de
ver,

V.F(z,2).-2=0

Para a segunda condigiio seguir-se-ia racio-
cinio analogo.

A demonstragio da condicio suficiente é
6bvia. De facto, as trés primeiras condigles
permitem concluir imediatamente que

F(z, )< F(z,2).
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As duoas primeiras e a quarta ddo
Flz,)=F(z,).

. IV. Uma condigdo necessaria (suficiente)
para que x seja solugdo dptima do problema
de programagdo matemdtica é que exista ) tal
que (x,)) satisfaga &s condigdes necessarias

(primeiras trés condigdes suficientes) do teo-
rema II1.
Do teorema I resulta que no ponto z= 6
Vf(x)=2V G (x)
e portanto
V. F(x,)=Vf(x) —AvG(z)<0
V. F(x,)z=0,

o que da a primeira condi¢io necessaria.
De

VZF(z,)=—G7(z)=0
e, ainda do Teorema I,
V, Fz,)2" = — G"(x)2A"=0,

o que prova a segunda condigio necessaria.
Para provar a suficiéncia, obtém-se da ter-

ceira condigio que, para 1=0, F(z,}) =
=f@-2G@)=<F(z,))+V.F(z,))(z - z)
e, como

V. F(z,)e<0
(teorema IIT)
Vo F(z,)e=0,

vem

F(z,)<F(z,}) = f(@)—1G(@).

Ainda pelo teorema III

—3G &)=V, F(z,)i" =0,

- e vem

F(z,3) =f(x) =1G (@) < f(2).
Dado que
~76@)=0
resulta
f@)=f(z)

e que mostra que x é maximizante de f(z).

O teorema seguinte, extremamente impor-
tante na teoria da programacio, exprime que
as condi¢des de Kuux-TUuCKER sio também
suficientes se f(x) é cOncava e G (x) con-
vexa (!). De facto,

V. Sendo f(x) concava e G(x) convexa,
a condigdo mecessdria e suficiente para que x
maximize f com as restricdes G (x)=0 e
x>0 ¢ que = e X (A=0) constituam um
ponto-sela para a fung¢do lagrangeana
F(xz,2).

Como G (z) é convexa e f(x) é cOncava,
vem (teorema VII do n.° 2)

G@)= G @)+ VG (@) (= — )
f@=f@ +Vf@) (@—2)

para todo , 2=>0. Para algum 1=0,

F(z,)) = f@)—AG@=f(x —1G(z +
+ [Vf(@)—2AVG @) (¢ —x)= Flxr. )+
+ V. F(z,2) (r—u)

e a terceira condic¢io suficiente do teorcma Il
6 satisfeita.

(") E uma nova versio do teorema 11



18

GAZETA DE MATEMATICA

A quarta condigio suficiente é cumprida
em virtude da linearidade em 1; isto é

F(@,)) =f(z)—1G ()= f(z)—21G(z) —
—1G @) +2G @) =F@=x,)—(A—21)G(x)=
=F(z,)+ V, F(z,h) A —NT.

Em consequéncia do teorema IV, todas as
condicdes do teorema III nio necessarias e
suficientes neste caso. Assim existe equiva-
léncia entre a programagdo cOncava e o pro-
blema do valor-sela.

Desta proposicio pode derivar-se o célebre

teorema da dualidade da programacio linear.
De facto, pretendendo se

n
maximizar E c;ay
I

com as restrigdes

2 aje;=b; ((=1,...,m)

i=1

;=0 (j=1,... ’"),
o seu programa dual consiste em

minimizar D, b; y; (maximizar— b y;)

{=1 il

com as restri¢des

2 ajyi=ze; (j=1,--+,n)

i=1

y‘Z.O (£=1""}m)'

A fungdo lagrangeana para o primal é

F,(m,l)=2cjwj—23\.- Za”m_,-—b;)

J=1 i=] i=1

= 2 Gjﬂ?j-f-' 2 b")ti-— Z Z a;j).,-mj

J=1 i=1] i=1li=1

e para o dual &

Fap)=— D b= D (c.f~ > ai:‘.?/a‘)

| f=1 =1

=— 2 by — Z ¢ty + Z 2 Aij i Yi-

i=1 i=1 j=1i=1
Vé-se imediatamente que
Fp(z,)=—F.(2,2)

e, portanto, se uma fungiio lagrangeana tem
ponto-sela, a outra também tem e

FP("‘_E-).J_")= e Fd(i)E):

o que implica

n

max 2, ¢;&; = — max 2 b; ;= min ) b; ;.

i=1 i=1 i=1

Para os programas matematicos em geral
considera-se problema primal aquele que con-
siste em maximizar a func¢do céncava f(x)
sujeita as restricdes convexas G (z)=0 e
x=0; o problema dual consiste em minimi-
zar F(z,)) =f(x)—1G(x) (ou maximizar
— F(z,})) com as restri¢des

Va[f(#) — 2 G (x)] =0

1=0.

Existe um teorema, cuja demonstragiio sera
omitida, que estabelece o seguinte :

VI. Se x maximiza f(x) no problema
primal, entdo existe 2=0 tal que (x,)) §
solugdo do problema dual; reciprocamente, se
(z,}) minimiza F(x,)) no problema dual ¢ se

- - - = iaF
a matriz hessiana V2 F(z, )=| ———
0xi 0 1=,
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possui inversa, entdo x maximiza f(x) no
problema primal. E'm ambos os casos

. max f(x) = min F (xz,}).
= Y

Como ja se afirmou, as proposi¢des estu-
dadas neste paragrafo sfio teoremas que, em
geral, nio se empregam directamente para
achar a solugéo de um programa matematico.
No entanto, a sua utiliza¢io permite muitas
vezes a obten¢io de informacdes sobre a exis-
téncia do 6ptimo e até em certos casos simples
a sua determinagio. Estudemos alguns exem-
plos.

ExemprLo 3.1. Minimizar a fungio

(2 + 1)8

i@y ) = "=

~+ @
com as restrigbes x; =1 e x3=0.
Observemos que

2f
0 x}

L 2f )3
2 PRAREE =
oxy oy 0y 0y

e portanto f(x;,a3) é convexa. Podemos
entdo reformular o problema do modo se-
guinte :

maximizar F(z),25) = — f (2, x) =
5
e
3

com as restrigdes
1 | 50

;L‘lgo, wggo.

‘Tomando 2;=0, as condi¢cdes de Kunx-
-TuckER (necessarias e suficientes) dao

— (@ + 12+ 4 =0

—1=0
[—(@ + 12+ N]xy + (= 1)x3=0

Com ) =0, teria de ser x; =0 (3.* con-
di¢@o), o que é incompativel com a restrigio.

Com ) >0, tera de ser #; =1, o que
implica — (141241, =0 e x3=0. Logo,
M=4, ;=1 e xy =0 satisfazem as con-
digdes e (1,0) é minimizante da fungéo
dada.

ExemprLo 3. 2. Maximizar f(z;,as) =
=42, + 6z, — 2 — 223 com as restricdes

i +3-’Z.'g— 850
Dy +22,—14=<0

.'L'lgo, :1'220.

Neste caso tem-se

2
o Xy : 0 x
2 f
a&b‘l 0 &g
2
SRS B s T
0 xg 03

e portanto a fungiio é concava pois

02 f
0
a.r?é

0.

2f otf _(

dw"f dxa

v

ol R
0x d g )
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Tomando ;=0 e 23=0, as condi¢des de
Kuax-Tucker dio

4—38a23 -3 —DBlK=<0
6—4ay— 823, —21=0
(4—8a%— N —Bl)x +
+(6—4xy—3) —2)A)2y=0
M(ey+3xg—8)+ By + 22y —14)=0,

Ha que considerar os casos seguintes:

M

Iy

0
0
+0
+0

0
+0
0
+0

a) =0, =0
4—322<0 = 2, =2/V3
6—42y=0=a2,=3/2.
A condigdo
(4—3a?) ) + (6 —4dag)xyg=0
obriga a tomar ; = 2/V3 e z, = 3/2, ponto

que, satisfazendo as restri¢des, é o maximi-
zante procurado (alias é maximizante interior).

5) =0, =0

4-8a3—5),=<0
6— 4.1.'2—, 21950

(4'—33.'?—512)1714-(6—"43?2‘—2}.2)332——-0

dg(Bay+ 22— 14)=0.

Tera de ser by 422y — 14 =0, o que
impede &=y =0. Com o, =0, a9=1T
viria 6 — 28 — 229 =0 o0 que é impossivel;

com xg =0, 2, =14/5, viria 4 — 3(14/52—
—bH)y =0 também impossivel; com x>0,
29 >0 teria de ser

51‘]'{—23’2“;14 =0

4-382—51,=0

6 —4wg—2)3=0

By ok 820 = 1dws 0 zl=3£;—-5
4—823—5)y=0
83) B

2
43 (-’245‘—”> —Blg= 0= —CE 101 1
— 322 =0 (impossivel com 3 > 0).

c) 11:,&'0, ).2=0
4—'33‘?—1150
2 (4—3a3 =)+ 23 (6 —4ag —32) =0
RI(E]+3$2—8)=0.
Tera de ser a; + 3xq —8 =0 o que im-
pede #; =ax;=0. Com =0, x;,=8/3
32

vem 6 — o 32; =0 o que é impossivel

para Ay >0; com ax;, =8, x3=0, vem
4 —3(8)2—1) =0 também impossivel ; resta
@y >0, 29 >0 que implica

oyt Bl z,=@
4—8a8—3 =0
6—41‘2—3?\1=0 w2=6—fl'—

2
T (“:A) —2 =0 & impossivel

com 3 >0.
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d) N0, dy0
m]+3-’”g— 8=0 J?1=2
5&?1+2.’L‘2—14=0 31‘2'=2

[4—3xg- 3 —Blg=0
6—4.'1,'2—311—212=0

—8— 3 —5)=0 { M +5lg=—8
BB — 92, =01 8N +2)m—2
G b~ 24 e iha

Observemos que a anilise dos casos b), c)
e d) s6 se justifica para encontrar pontos
que ddio o mesmo méaximo para f(x;,zy).
O maximo relativo para uma fung¢io cOncava
é também maximo absoluto.

Exempro 3. 3. Minimizar f(xz;,xy,25) =
=a} + af + a2 + 2 (=, — 5) + 2 (x1 + 23— 10)
com as restrigdes

=5
@ + 23210
@y + a9 + x5 =15
2 =0 (f=1,2,9).

O problema equivale a maximizar

Fzy, @, a5) = — f(2) 29, %5) = — @} —

—af —af —2(x —0)—2(x +«p—10),

que 6 céncava, com restricdes convexas.
As condigdes de KuBN-TUCKER (necessarias
e suficientes) dio (1,=0)

—2x; —44+ 5 +M+ =<0
— 22— 2+ )+ =0
— 2a5 45 =0
i e 0 4 gy
+(—2x—2 4+ g+ 25)xp +
+(—2a5 + d)x5 =0

MO —x) + 210 —x) —x9) +

Aqui cada um dos }; pode ser zero om
diferente de zero e portanto, em principio,
é preciso examinar um total de 2% = 8 casos.
Consideremos o caso 3 ==0, 13=£0, }5=~0.
E evidente que terio de ser satisfeitas as
condigdes

5"‘&'1=0
10 —a; —ag =0
16 — ) —ag — 25 =0

que dio x; =5, =5 e x5=>5. Como
os ; sido ndo-nulos, terdo de ser satisfeitas
as condi¢des

—2g—4+h+2+2%=0
—‘21‘2—2+22+15=0
—2m5+25=0

que ddo ) =13 =2 e 15 = 10. Esta-se pois
em ‘presenca da solugdo 6ptima,

Exempro 3. 4. Maximizar f(x;, o) =
=4z + Dbzt a1y —a}—al+ D com a
restricio

|
— 4+ xm=k.
B 2

A fungio f(x,,ay) é cOncava pois

2f % 2f o2f
= = — & 0 P+ S N
Y BT BT

2 2
= (_af_) Ay uiesial
d&l’]d&'g

As condi¢des de KunN-TuckEr dido (3, =0)

4+.’;|’.'2—23.‘1—12—l=0

5-}—.‘171'—2.’1'2—11:0

Rl (%l—-—t*mg— >=0.
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Se ); =0, as duas primeiras condigdes
dio x; =13/3, xy = 14/3 que satisfazem
a0 problema se ©£=41/6 e nio satisfazem
se k< 41/6.

Com }; >0, tera de ser satisfeita a con-

dicdo —%1- + w9 — k=0 juntamente com as

duas primeiras, isto é,

4+3"g—2$1—-’)l2—‘=0

Dax—2x9— 2 =0
{ 1 2 1
|l£;l+{rg—k-_—0.

Resolvendo este sistema em ordem a x;,xy
e ), vem

&, h
L R ) )
i et s
8. K
o b e R
e 12 T
11=£_Ek
B

e, como ) >0, terd de ser k< 41/6.
Em resumo, com %£=41/6, a solugio
6ptima 6

@y =13/3, 2g=14/3, 3, =0

e, com k-L41/6, vém as solugdes

- ook 5rliE
ry = — -—k,a:=—___ —k,
Ry . TR

41 6

e gt By T

e B ek

Exempro 3. 5. Maximizar f(x;,xy) =
= 8x; 4 10xy — 22 —a} com as restrigdes

311;0, ﬂ?ggo

Observemos que

2 2
_(73-?” )=48x§g0
a-?-';c)&':'g

e portanto f(r;,a;) é concava. Também &
facil ver que g(xy,xy) =2em + & 2y + a3
é convexa na regiio admissivel pois

2 2 2
Lq;—ﬂ2e=1>0 e ‘3-‘72 a%_
d:rl a.':cl a.’l'g
2 2
_<_‘L) = g 10
dxy 0 g
para a,=0.

As condigdes de Kunx-TUCKER sio pois
necessarias e suficientes para a existéncia de
maximo. Neste caso ter-se-a (}; =0)

of ag)
L AR, 5
(d:c, la.'.l'.'l 71
+(af . dg)r2=0
31‘2 31"2

Mg (@, a) =0
ou seja
8 — 43’1—11 (282' +.’l'2)50
10 — 428 — )y (2 + 225) < 0

[8 — 43‘1 —)-1 (282’ - WQ)](L'I -
-+ [10 =— 4.’1‘3 — )\1(-'1.'1 - 29.‘.‘2)]1'2 =0

M (2 e + @y @y + af —10) =0
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8—41‘150

C A =0, teria d T
om X , teria de se [10—-43:'350

=2 e W
o I , 0 que implicaria x; =2

'TQE ) 5/2 ]
e a,="/D/2, pois tem de ser satisfeita a
3.% condi¢io. Ora o ponto (2,%/5/2) nio
satisfaz & restrigdo.

Tera pois de ser ;>0 o que implica
2e + xyxg+a}—10=0. Se fosse x;=0,
viria 2,=2V2 e teria de ser satisfeita a
condigdo 10—4(2 \/‘_24}5 — N 42 =0 oun
10 —64y2 — 2,42 =0 que nio é compa-
tivel com 2 >0; se fosse ay=0, viria
x; = log 5 e teria de ser satisfeita a condigiio
8 —4logh —102; =0 o que é possivel com

s 4_2%>0 mas a condigio 10 —
—4af— ) (# +229) =0 ndo ¢ satisfeita
pois 10 — 4;25}2-@10g 5> 0. Entio tera

de ser ;>0 e 23>0, com ) >0, isto
é, tera de ser satisfeito o sistema

8—41'1—11(28=‘+w2)=0
10 — 4 28 — )y (@, + 2 @p) = 0
2¢ 2y g+ 23 —10=0

que infelizmente ndo & constitnido por equa-
¢des lineares. Kis um exemplo em que é difi-
cil obter a solugdo éptima a partir das con-
digdes de Kunx-TuCKER.

A fim de se avaliar a importincia da
condi¢gio de regularidade de Kun~-Tucker
consideremos o seguinte problema :

ExemprrLo 3. 6.
as restriches

Maximizar f(x)=2; com

91 (1, @) = #3 — (% — 1< 0

=0 x=0,

A regidio admissivel apresentada ja na
fig. 1 mostra que o maximo de f(x) é atin-
gido para #; =1, 23 =0. No entanto, as
condi¢gdes de KuHN-TUCKER nio sio satis-
feitas nesse ponto pois nele, como se viu ja
(n.° 3), ndo é verificada a condigio de regu-
laridade.

De facto, teria de ser

o.f 9 91
8:.\'.'1 l&xlg

&—f—-llﬂgo

aﬂ'-'g c:).‘l-‘g
wl( af _ll agl)+ﬂ"2( &f _Rl aQ'I)=0
&..":1 ()Q'i a.’l’.’g al‘g

M g1 (@, 29) =0

oa
i —+ )‘12(@'1 ] 1)50
—4=0
i [1+X42(@ —1)]+aa(—4)=0
W [xg — (2, — 1)2]=0.

Com 2 >0, viria wg— (2, —12=0 e
a9 =0, isto é, o ponto (1,0) mas este niio
satisfaz 4s 1.* e 3.* condigdes.

Com 2; =0, a 1.* condi¢io ndo é satis-
feita.

4. |Interpretagdo econémica

4. 1. Interpretagdo dos multiplicadores de Kuhn-
-Tucker

Consideremos o programa mateméatico na
forma

maximizar f(x)
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com & restrigdes

1) gi(&)=0 (=1,

. ,?N)-

Como se vin, as condi¢gdes de KunN-
-TuCKER associadas a este programa podem
apresentar-se do modo seguinte:

2) A=0. (i—1,-,m)

df - 0 i .
3) —— y——=0 =i
) oy i§l oz, d .ﬂ)

4) higi(x)=0 (@=1,-.-,m).

Em certas condicdes, se a0 & solucgho
6ptima do programa matematico, entido existe
um vector 20=(20,...,19) tal que (a0,7)
satisfaz 1), 2), 3) e 4). Sendo f(x) céncava
e gi(x) convexas, as condigdes também sio
suficientes.

Pode parecer a primeira vista que estas
condigdes tém reduzido interesse pratico para
o gestor. Nio é raro deparar com a opinido
de que, no dominio da programagio matema-
tica, basta saber na pratica formular o pro-
blema e resolvé-lo numéricamente. Ora, de
facto, isto ndo é suficiente na pratica da
gestdio e para o provar consideremos o pro-
blema seguinte :

Suponhamos que o gestor, por meio de
um investimento adicional, substitui as res-
trigdes 1) por

1) g@sh (=1,-,m) (b:>0)

e admitamos que a passagem de 0 a um
pequeno valor positivo b; exige o investi-
mento =;b;. Pde-se o problema de saber se
este investimento é rendavel ou nio.

Para responder a esta questiio considere-
mos 0 Novo programa matematico em que 1)
é substituido por 1') e portanto 4) por

4) M@ —b]=0 (i=1,--,m).

Admitindo que as m + n equagdes 3) e 4/)
nas m -+ n incOégnitas Ay, cee yhpu, Py, 0, &n
déo as funcdes A;(b), x;(b) continuas e de-
rivaveis, seja ¢ (h) o maximo de f(x) (fun-
¢do de rendimento liynido) com as restrigdes
1’). Tomando o ponto b=0, vem de 3)

df — D) ¥dg; = 0

i=1
e de 4/)

dX gi(x0) + M dg; — Mdb; = 0.

Se g:(a%)=g.(x (0))<0, entiio g, (x (5))<bi
numa vizinhanga de 5=0, de modo que
%;(b)=0, nessa vizinhanga, o que implica
d)igi(2%) = 0; a mesma conclusio é verda-
deira se g;(x%) = 0. Logo, tem-se

N dg: = X db;

e portanto
df = 2 Al db; ,
i=1
isto 6,
D) (ﬂ) -
0bi /=g

Vé-se assim que o multiplicador 2} repre-
senta o valor marginal correspondente &
relaxacio da i-ésima restricio (=0 se
gi(«°) < 0), supondo evidentemente que ndo
existem quaisquer restrigdes para o ajusta-
mento de a0,

O acréscimo Ap do lucro maximo §,
considerando apenas os termos de primeira
ordem,

Ag = M by + oov 4 A8 Bas

A resposta ao problema inicialmente pro-
posto esti dada. A rendabilidade do investi-
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m
mento avalia-se comparando Ag com Z by

i=1
Como se vé, os multiplicadores 1; represen-
tam verdadeiros pregus contabilisticos (pregos-
-sombra ou pseudo-pregos) dos varios recursos.

4. 2. Interpretagdo das condigdes de Kuhn-Tucker

no &mbito da economia da empresa

Admitamos que uma empresa possui 2
actividlades e representemos um programa
por um vector de niveis de actividade
o= (xy,---,2,). Fixemos a hipétese de que
a empresa deseja maximizar uma funcio de
rendimento liquido f(«), supondo que exis.
tem m restricdes sobre os niveis das activi-
dades

(i=1,--;,m)

g:(x)=0

=10

A interpretagio econdémica das derivadas
parciais de f(x) e gi(x) é a seguinte:

J . . b2 .
L - rendimento marginal da j-ésima acti-

6:0_,'
vidade

d4:
0xy

= efeito marginal da j ésima actividade

na i-ésima restrigéio.

Dispondo de um conjunto de valores nio-
-negativos A;,---, A, (pregos contabilisticos)
associados as m restrigdes é evidente que

Z )‘i aQI'

i=1 0%

representa o custo imputado marginal da
J-ésima actividade.
As condigdes de KunN-TUcCkER estabelecem

que, sendo & a solugio maximizante, existem

valores imputados ndo-negativos A tais que
sdo cumpridas as condi¢des seguintes:
1. gi()=0

isto 6, « 6 admissivel.

2. 9@ <0=%=0

isto é, se a i-ésima restriciio é inactiva,
entio o valor imputado associado é
Zero.

d f - = 0 qi
3. - A [ —— 0
( 0 &j ); ,;§| ( 0 €Ty )zs

isto 6, o rendimento liguido marginal
da j-ésima actividade é inferior ou
igual ao seu custo imputado.

4. ( 97 )_u S (ﬂ)_ <0=7,=0

éwj i=1 dw.f x

o que significa que, sendo o rendimento
liguido marginal da j-ésima actividade
inferior ao seu custo imputado margi-
nal, a j-ésima actividade niio é utili-
zada.

Os teoremas que envolvem a fungiio lagran-

geana também possuem interpretacio interes-
sante como se vai ver por meio de um
exemplo.
Admitamos que uma inddstria pretende maxi-
mizar o lucro f(x) e que a produgio satisfaz
a certo conjunto C de restrigdes no espago
n-dimensional. Suponhamos que o governo
pretende que algumas restri¢bes suplemen-
tares

gi(®)=0 (i=1,...,m)

sejam safisfeitas. Para esse efeito pode ser
criado um sistema de impostos e subsidios
por forma a funcionar do modo seguinte : se
a industria viola alguma restri¢io, isto é, se
gi(x) >0 para algum ¢, entdio é aplicado
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um imposto 2;¢;(x); se a produgio 6 tal que
gi(®) <0 para algum <, entio o governo
paga um subsidio —; g; () (supde-se 4;=0).
O problema da inddstria consiste agora em
maximizar (em &, para um dado vector
2=0) a fungdo lagrangeana

Fle,)=F)— 3 hgi@)

fm1

com ze C, enquanto o problema do governo
se reduz a minimizar (em 1) a mesma funcdo
F(x,)) sujeita a A=0. A solugio 6ptima
é evidentemente o ponto-sela de [/ (x,1).
Na pratica, o didlogo entre o governo e a
inddstria pode estabelecer-se do modo
seguinte :

1. O governo fixa um conjunto de taxas
e subsidios 30=0,...,20 =0.

2. A indastria maximiza F(x,2%) com
xe C e propde ao Governo a solugido
6ptima 0.

3. O governo examina cada g;(x?) (i=
=1 g ,m):

3.1 8e gi(x%) >0, entio o imposto
nio é suficientemente elevado;
10 deve ser substituido por
A>205

3.2 Se gi(x9)<0 e 29>0, entio
é possivel reduzir o subsidio,
substituindo 1? por 0=l <39.

8.3 Se 7:(x0)=0 e MWg;(20)=0,

entio Al =20.

O didlogo repete-se entio com Al em vez
de 20,

4. 3. Contribuicdo da programacgdo matemaética
para a reformulagdo das teorias matema-
ticas do consumo e da produgéo

Como se sabe, o problema fundamental na
feoria matematica do consumo consiste em o

individuo maximizar a sua fun¢io de utilidade

,a,) com a restrigio D, p;ja;=M.
j=1
E esta a formulagio classica que conduz
célebre lei da igualdade das utilidades mar-
ginais ponderadas deduzida através do método
dos multiplicadores de LaGgraNGE. Mas, nio
impondo a restrigio, =0, o individuo
arrisca-se a encontrar uma solugiio sem signi-
ficado econémico. Por exemplo, se

u(wl Yot g

w=(1+a) (1 + )

4oy +a9=1,

o ponto 6ptimo que se encontra é x* =
=(—1/4,2) que da u*=9/4. A solucio
é inaceitavel sob o ponto de vista econémico

pois x] = —1/4<0.

Ora, pondo o problema sob a forma (1)

max u ()

com as restrigdes
pr=M

2=0

a teoria atras desenvolvida permite chegar
4 solucgio satisfatoéria.

Notemos que as condi¢des de KunN-TUCKER
para o problema de programacio

max f(x)
com as restrigdes

G(x)=0

=0

(1) Tomou-se p=[p1p2-+-pul-



GAZETA DE MATEMATICA

27

reduzem-se a
Vf(x) —AVG(x)<0
[f(®) —AV@(x)]z=0,
com A sem restrigio de sinal(1).
Para o caso presente 6
Sl

@ portanto vem

(au)_--lpjéo (j=1,:,n)

&-’-!?j

2[Ga)= 2]
—Ap; |xj=0.
5§1 (ax.f z B

A interpretagio econdémica de A 6 aqui

*
:ii;d (utilidade marginal da moeda ou, mais

propriamente, utilidade marginal do rendi-
mento). As condigdes de KunN-TUCKER esta-
belecem entio que, sendo x a solugio maxi-
mizante,

(1) O problema equivale a maximizar f(x) com
as restrigoes

G (2)=0
2=0.

Entfo, com 2, =0 e 3,=>0, as condigSes de Kunx-
-Tucker reduzem-se a

Vi@ =2 VG @ +2% VG (@)=0
V@ —2 VG () +2% VG (2)]z=0
ou, simplesmente,
V(@) —iv@ (@) =0
[V/f(@)—2V G @)z =0,

com A = A; — A, sem restrigio de sinal.

(@)
oy /=

isto é, a utilidade marginal ponderada
do j-ésimo bem 6 inferior ou igual a
utilidade marginal da moeda.

2. ("“) /pj<7=>5j=o
0z, /5

isto é, sendo a utilidade marginal pon-
derada do j-ésimo bem inferior & uti-
lidade marginal da moeda, o j-ésimo
bem nio é consumido.

Sendo j;,:--,j. 0s bens consumidos,
tem-se entio

(au) e}u) (6U)
oz /)5 _ (amj, T o Ao, €

P Pj, Pij,

e para os bens nio consumidos é

ou —
=
(M«‘:‘ )E/PJ

Para a funcgio de utilidade

u=(1+a) 1+ xy),

com
4o, +ax9=1,

as condicdes de KunN-TUCKER fornecem a

solugdo 6ptima z=(0,1) para a qual se tem
o conjunto de valores

(“) =, (—‘31"‘_ 7
2021 /@, 9% /0,1

que satisfazem s proposi¢des enunciadas:

CoN
022 /(0,1

("“) /4=1/2<;\.
oy o,/ _
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O problema fundamental da teoria mate-
matica da prodagio também pode agora ser
formalizado com maior rigor:

Maximizar a func¢iio de produgio f(x)
com a restricio de custo
px=20C
x2=0.

Os resultados sio formalmente idénticos
a0s que se obtiveram para a teoria do con-
sumo. O multiplicador } é agora

df
acC

que é o inverso do custo marginal.

5. Programacdo quadrética

Sob o ponto de vista da existéncia de algo-
ritmos eficientes para a pesquisa da solugio
6ptima, o caso especial da programagio qua-
dratica reveste-se de especial interesse e por
isso sera aqui discutido.

Todos os vectores-filas considerados nesta
secgio sio tomados como vectores colunas,
excluindo o gradiente de f(x) que, tal como
anteriormente, sera o vector-linha

P i
dsT] dw,.
Entende-se por programagdo quadratica o

problema que consiste em maximizar a fungio
cOncava

f@)=cTx—axTAz
sujeita as restrigdes lineares

Bx<b
x=0

onde A é matriz simétrica de ordem = semi-
definida positiva, B é matriz m><n,

c-=|:c,:l, :.c-l:wl:l e b=|:bl:|
€n 2 b

Alids o problema pode formular-se de trés
maneiras diferentes :

1) max{f(»):Bx=<b\ =0}
2) max{f(x):Ba=b

x =0}
3) max|{f(x): Bx<b}.

Em 2) as inequagdes trausformaram-se em
equa¢des mediante a introducio de variaveis
auxiliares e em 3) as restrigdes ;=0 (se
existem) foram integradas no sistema de res-
tricdes Ax=<b. .

Como se disse no n.° 1, nio existem actual-
mente algoritmos eficientes para a pesquisa
da solugdo 6ptima de um programa matema-
tico geral. Os melhores métodos de calculo
conhecidos até hoje sédo os que permitem
resolver um programa quadratico. Alguns
deles serio expostos seguidamente.

5.1. Método de Wolfe

O método que se vai descrever é também
conhecido por método do simplex para a pro-
gramagdo quadrdtica e apoia-se nas condigdes
de Kunn-TUCKER.

Adoptando a formulagéo

max f () =cTax— T Ax
com as restricbes

Bxz=25b
=0,

as condi¢gdes de Kunn-Tucker garantem
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que x 6 solugio Optima sse existe y =

=[y, ], nio sujeito a condigio de nio-
Y

-negatividade, tal que

Vf(@)—y'VG(@)=0 (G(x)=Bax—b=0)

[Vf(=)—y"V G (@) ==0

ou, fazendo

Vi(@)—yrV G (@) = —v7,

=[v1]20,
o

cT—t?ETAF-yTB=_vT

— T2 =0

com

que se pode escrever ainda na forma
2Ax+BTy—v=c
vTz=0.

O problema de programacio quadratica
pode pois resolver-se, procurando =0 e
v=0 que satisfacam &s restrigdes

2Az 4+ BTy—v=c

Bax=15b
vTa=0.
Escrevamos

2Ax 4+ BTy —vw + Egzpg=c

- onde 2; 6 vector com m componentes e 2z,
é vector com n componentes. As matrizes
E, e E, sio matrizes diagonais cujos ele-
mentos principais sio 1 por forma que
todas as compounentes de 2z; e 2z sejam
nfio-negativas quando =y =v = 0. Utili-
za-se depois o método do simplex para mini-

mizar a soma das componentes de z; mais a
soma das componentes de 2z, (se houver
solugiio Optima para o programa quadratico,
esse minimo é zero) com as restricdes =0,
v=0, 2=0, 2,=0 e com uma regra adi-
cional: para j=1,...,n, se x; esti na
base nio se admite v;; se v; esti na base
nio se admite x;. Se existe solugéio dptima,
as componentes de x da solugdo (se existe)
resolvem o problema de programagio qua-
dratica.

Exempro 5. 1. Maximizar f(x) =4 x; +

+ 229 — 2 — a2 com as restrigdes

iy +ﬂ'.'2=2
leO) 3'22;0.

Neste caso, tem-se

10
i B 01
o 1] B=0t1
4
Bas (O] ¢ =
[2] e [2]
e portanto

[ 1 [z;]+zl,=2
[0 2J[a]+[i]m-0]+
+[o 21[2]-[:]:

isto 6,
2 + a9 + 21 =2
2z +n—u + 29 =4
22y + 1 =g + 299 =2

vy +1'2-’I,'9=-0.

A fungio-objectivo que deve ser minimi-
zada é

2z + 29 + 29
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com as restrigdes apresentadas e z;=0,
‘“220, 91209 v‘JZO! zllgol 2212_}—_03
z0=0 e y; sem restricio de sinal. Pondo
n=u —u (uy;=0, up=0), o programa
linear a resolver consiste em

minimizar zy + zg + 299

(maximizar — z;; — 29 — 2g9)

com as restrigdes

z1+29 +214 =2
2z  Hu—ug—v, +eg -4
2:rg+u1—u2 —7v +Zﬂ=2

‘l‘lio, Eggo, ﬂlgo, ﬂgzo, ‘UIZO,
=0, 2n=0, 229=0, 20=0.

Tomando a matriz

DD, Dy D, Dy D¢ DiDgDp
My Wty R TR o EEIY O ol T
D=19 0 1 =1 =1 00 1 0
080 S8 =1, T e DU |

obtém-se facilmente a solugdo basica inicial
=2, 29=—2 e o primeiro
quadro do simplex é

2z =4,

PR I N S I TR e A | (S

Base | ¢; 0O 00 0 0 O0- -1 1
() D R s R (Tl SN T | O [ A

Dy« | -17] 4 -2 0 1 -1 -1 09 1 0

«Dy |-1| 2 02] 1 -1 0-10 0 1
2, -8-3-3-2 2 1 1 -1 -1 -1

o= Ry S e P R T T

+ !
Os restantes quadros derivam-se da ma-

neira habitual :

D18 83 485 %6 7 &5

Base | ¢ 00 0 000 0i=1 -1 8]
«D; |1 1]1]0-1/2 1/2 0 1/2 1 0-1/2
Dy [-1|420 1 -1-1 001 0

D, | 0[101 1/2-12 0-1/2 0 0 1/2

3 5-30-1/2 12 1-1/2-1-1 1/2

0—2; 30 1/2-1/2-1 1/2 0 0-32

T

D1 8 A6 6. 7T auss

Base | ¢; 00 0 00 0-1-1 -1
D, |o0|110-12 112 0 1/2 1 0-1/2

<Dy |-1( 200 [2] 2-1 -1-2 1 1
D, | 0l101 1/2-1/2 0-1/2 0 0 1/2

3 200 -2 21 12-1 -

e—2; 00 2 -2-1 -1-3 0 0

1

D284 B 8, T S

Base | ¢ 0000 0 0 -1 -1 -1
Dy 32100 0 -1/4 1/4 1/2 1/4 1/4

Dy 1001 -1-1/2 -1/2 -1 1/21/2

D, /2010 0 1/4 -1/4 1/2-1/4 1/4

s, 0000 0 0. -0 0 00k

¢;—%; 000 0 0 -1 -1 -1

Atingiu-se o minimo de 2z;; + zg; + 295 ©
portanto o maximo da fungido-objectivo

obtém-se para xz; = 3/2,

xg=1/2.

5.2 Método de Frank e Wolfe

Sabe-se que para o problema de progra-
macgido quadratica as condi¢des de KunN-
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TUCKER sfio necessirias e suficientes para a

existéncia de 6ptimo.
De acordo com a demonstragio do teorema I

do n.® 3, = 6 solucgio do problema de pro-
gramacio quadratica sse

Vf(z)e = max |V f(x)w:w=0A Bw=b}

W= un ] .
{ wa
O teorema da dualidade da programacio
linear justifica que max {Vf(z)w:w=0 A

A Bw=<b}=min {uTb:u=0Au? B=Vf(x)
onde u = [ul ] Entio a condi¢io neces-

onde

U
saria e suficiente para que x seja solugido
6ptima é que

max{Vf(z)z—uTb:u=0Au? B=Vf(x)} =0

porque
Vf(x)xz — min u”b =0

Vf(x)z—min u”b=max|{V f(x)z—uTb}.

Seja
F@,u)=Vf(z)x —uTb
= (cT—2x7A)ax — uTh
=cTe—ulb—2xTAx.

Em virtude do exposto, é facil concluir que
2 ¢ solugdo 6ptima do problema de progra-

magdo quadratica sse existe u tal que

z=0,u=0,Bx<b, Vf(z)<u’B,
F(x,u)=0.

O problema equivale pois a maximizar
F(x,u) (cujo maximo & zero) sujeita as

restrigdes apresentadas. O algoritmo de FRaNK
e WoLrE utiliza o método do simplex da pro-
gramacio linear. Introduzindo variaveis auxi-

liares v = [v; ] e y= [y, ] , pode-se
Vm Um

reformular o problema do modo seguinte:

Dadas as restrigdes

=0, u=0, v=0, y=0
Lbx+y=25b
242+ BTu—v==c¢

vTe+ulTy=0,
maximizar

F,u)=c’x—uTb—22T A=

= —vlx—uTy.

O valor maximo é zero, se existir solugdo .
6ptima para o programa quadratico.

As fases do algoritmo de FRANK e WOLFE
sdo as seguintes :

1. Constréi-se a equacdo
D= b] =
i
com
B

S DT, .0
BN o

e @ g B

2. Escolhe-se uma solugio admissivel ba-
sica inicial como no método do sim-
plex.

3. Exprime-se d e todas as colunas de
D em termos da base escolhida.
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Seja w] o vector constituido pelos

coeficientes da combinagfio linear de

d em termos dos vectores da base.

Utilizando os coeficientes de w] nas

posi¢des indicadas pelos indices dos

vectores da base e zeros nos outros
&£

lugares, obtenha-se w; =

=

Calcula-se vTa + uTy

a) Se v"x+ uTy=0, o algoritmo
termina.

b) Se vTx + uTy=0, o algoritmo
procede de acordo com as fases
seguintes.

Seja V F'(w) o gradiente de F to-
mando as derivadas parciais de I em
relagio as componentes de w, na
ordem em que aparecem em w.

Calcula-se V F(w;) e usase VF(w)
como vector dos coeficientes de custo
no método do slmplex para obter a
nova base.

Obtém-se wy a partir do vector d ex-
presso como combinagio linear da
nova base.

Calcula-se F(wg) =vTax + uTy

a) Se vTa+ uTy =0, o algoritmo
termina.

b) Se vTax+uTy=0, e

¢) Se vTax+ u”y nio decrescen em
relacio & fase D, determine-se A
tal que F(w) = F [w+ ) (wg—wy)]
(0=2=1) é minimizada. Obtém-se
assim o novo w para o qual VF
6 calculado, achando-se os coefi-
cientes de custo. Quando c) esta
completada volta-se a fase 5.

ExempLo 5. 2.
- 6 xrq — .'132

Maximizar f(x) =42, +
3a? com as restrigdes -

o+ 2x,=4
xlgo, 11'23_0-

Para este problema é

A-=|:(1) g] B=[1 2] b=[4] c=|i‘é]

Dy Dy Dy Dy Dy Dg w
i €5 LR L | 0 0 xy
D apismt| T2 O ST () S —§] 0 Ty | =
06 2 0 0 —1 u
y
1
Vg

Tomemos, por exerplo, a base inicial Dj,
Dy e Dg e exprimam-se os restantes vecto-
res de D como combmacbes lineares destes.
Como

(I | 0
[Ds Dy Dgl' = [1 0 0],
' 08w

vém os coeficientes seguintes

4] [ 4
d=[Da .D4 De}_l 4 = 4
ot 2
-1 —o-
Dy:[Ds Dy Dgl'| 2 | =] 1
0] Lt
[= 2] R
Dy:[Ds Dy Dgl''| 0 | = 2
18550 — 6

ofi] »|

OO
e
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0 —1
Ds : [Dg Dy Dg 1 [—1]=[ 0]
0 -2
0
DBZ 0 »
1

Pode pois construir-se o quadreo

wy 1 2| 3 B 5| 6 w =

g4 | 2| oj1|o0]|-1]0
a1l 2lol1] oflo
el g ' ~8] 0.{0 |=2] 4

Notemos que se obtém w; exprimindo d
como composi¢io linear dos vectores da
base. Tem-se F (w;) = (—vT 2 — u” ), =
= — [0 2][0] — [4][4] = — 16 e portanto

0

temos de calcular V F(x;). Ora neste caso

F(w)= —v, @y —vg &y — u; y; © portanto
dﬂ?l dyl
aFﬁ—ﬂ2=—2 aF=—:l‘l=0
dxa R
TR Y o
ouy d vz

Adoptando um quadro analogo ao que se
utiliza no método do simplex para a progra-
macéo linear, vem

VF ()| w | 0|—2|—4|-4| o] 0
Dy | —4 |4]| 2| of 1| o]—1]o0
D, | —4 [4]| 1|[.2| o] 1| ofo0

D, o | 2| [4]|—6| o o|-2]|1
. -12 —8 -4 —4 4 0

s, 6L 0 0'—4,0

T

Como a maior diferen¢a positiva é 12,
isto indica que se deve introduzir na base o
vector D;. Para determinar o vector que
deve ser retirado calcula-se

nin ( componente da solugiio bdsica w; ‘
correspondente componente positiva de Dy

4 4 2
iR =y ey i) = 1]8
-mm(2’1’4) /

e portanto o vector a retirar é Dg. O novo
quadro é

wy | 1 2|34 5 6
D[ 3|0 3 1100 0 |—1/2
D lislol gl o1l 1pl—1/4
D, (172 —3/2| 0| 0 |—1/2| 1/4

9 v
o I

F (i) =—[0 0] /% |-z - — 22

o F 3in aF=_3
0xy oY1
afusy A
9 &3 d v
0w d V2

Tem-se agora o quadro
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- (w') wlol o |—72]—8l-12] o com as restricdes lineares
2 2 — . =
<Dy | =72 (3|0] [8]] 1| of o|—12 Bx=1b
D, | =8 [|welo| 72|l of 1| 1/2|—1/4 2=0.

Dy o [12]1]-32| o| of|-1/2| 1/4

0 —21 —7/2 —3 —-8/2 5.2
=, 0. 81 W 0 ‘y-—gm

T

O veetor a introduzir na base é Ds; e o
vector a retirar 6 D; ou D,. Admita-se
que 6 Dgz. O novo quadro obtém-se facil-
mente :

511
(=r]

wg | 1] 2 3| 4

Dy [Falepwl a1 1/3| 0 0
—7/6| 1 1/2| 1/3|
—1/2 0

Lol
F(ws) = — [OOJ[f] — [0][0] =0

Logo, atingiu-se a solugdo optimizante dada
por £1=2 e x2=1.

5.3. Mélode de Beale

O método de BEALE para resolver um pro-
blema de programacgio quadratica nio utiliza
explicitamente as condi¢des de KunN-TUCKER.

Consideremos o problema de minimizar a
funcio convexa

f@=a+cTx+ xTAx (a constante)

E facil ver que f(x) se pode escrever na
forma

f@=a+ e+ o Ta2L.

J=1 i=1 0x;

O método de BEALE, que se descreve se-
guidamente de modo intuitivo, apresenta
muitas semelhancas com o método do simplex
para a programacao linear. O processo para
achar uma solugio admissivel basica é o
mesmo porque as restricdes sido lineares.
Suponhamos determinada uma solugdo admis-
sivel basica nao-degenerada (m variaveis
basicas positivas e n-—m variaveis nio-
-basicas nulas), Como mais adiante sio intro-
duzidas novas variaveis nio-basicas u., que
nio sio «, designemos por z; uma varia-
vel nio-basica.

O processo comecga por incrementar uma
das variaveis n#o-basicas até que um dos
trés casos seguintes se dé:

1. A fungio f comeca a crescer. Isto
acontece se o f/dz. se torna nula e
depois positiva, onde z, é a variavel
ndo-béasica para a qual |9 f/d 2|, entre
todas as 9 f/9 =0, tem o maior valor
no ponto inicial. I claro que, na di-
recc¢do de 2., f decresce mais rapida-
mente e portanto a variagio ao longo

de 2z conduz mais rapidamente ao
min f.

2. Uma das restrigdes é violada quando
Zr Cresce.

3. Quando 2. cresce, uma das variaveis
bésicas, que originalmente tinha um
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valor positivo, torna-se negativa, vio-
lando a condigio «;=0. Esta con-
dig#o é essencialmente a mesma que (2).

Consoante o caso, introduz-se um novo
conjunto de variaveis n#o-basicas, segundo
um procesgo que se descreve adiante. Prosse-
guindo deste modo, atinge-se um ponto onde
nenhuma variagdo posterior do valor de uma
variavel ndo-basica produz decrescimento do
valor de f. Como f é convera, o minimo
absoluto é atingido.

Seja «; uma varidvel basica e 2z; uma
variavel n#o-basica. Entdio, usando as res-
trigdes lineares, pode escrever-se

1) @&i=a;p+ Z @i Z; (?-'=1,2, vee,m)

i=1

onde zj=—au;. A funcéo f também se pode
exprimir em termos das varidveis x; de
acordo com as expressdes 1):

n—m n—m

2) f=2 2 Byuz

i=0j=0

onde zy=1 e z;,-+-,2, 80 variaveis nio-
-basicas. Se df/0zx <0 para algum
k(k=1,...,n—m), entio um pequeno
aumento de 2z ‘com z;=0 (is£k) redu-
zira f. B claro que é conveniente aumentar
z: até que (1) algum ;. se anule e decresca
para valores negativos ou (2) df/dz se
anule e passe a tomar valores positives. No
caso (1), o conjunto de varidveis nio-basicas
é mudado, substituindo 2, por z., e expri-
me-se f em termos das novas variaveis nio-
-basicas ; no caso (2), como 9f/dz. é uma
fungdio linear dos 2;, introduz-se

u;=l of
2 oz

como variavel nido-basica. HEsta variavel u,
é semelhante a qualquer outra variavel nio-

-basica; a diferenca reside em que u; pode
tomar valores positivos e negativos (por esse
facto 6 u; uma varidvel livre).

Enfim, as fases do algoritmo sio as se-
guintes :

Fase 1 — Acha-se uma solugdio admissivel
bésica.

IFase 2 — Exprime-se f em termos das
variaveis nio-basicas.

Fase 3 — Calcula-se

af/az* (k=1,---,n——-m)

e escolhe-se 2z, por forma que
|of/0zx| é o maior entre todos
os k para os quais df/0z<0.

Fase 4 — Deram-se trés condigdes para o
acréscimo de 2z que vio ser
agora aplicadas. Resolve-se em
ordem a z; aequagio 9 f/d z:=0,
que é linear em 2z. e portanto
conduz a um s6 valor de z,
mantendo nulas as outras varia-
veis ndo-basicas. Resolve-se tam-
bém em ordem a z. cada uma
das equacgdes

3) Ti=aig + D @iz,

ji=1
onde
=0 (j+F)
e
.']','l'=0.

Comparam-se os diferentes valo-
res de z; obtidos destes calculos.
Seja 2z, o menor de todos.
Segue-se a Fase Da se z, nio
se obtém das equagdes 3); caso
contrario segue-se a Fase Ob.

of
0 2k
em ordem a z. (esta expressido

Fase 5a—Pbe-se up= l e resolve-se
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é linear em z;). Substitui-se de-
pois z; por essa expressio. No-
te-se que nesta fase u; = 0 por-
que 9f/0z.=0.

Fase 5b—Tendo-se determinado z;, como
o menor dos valores correspon-
dentes a uma certa equagio em
3), substitui-se 2 em f pelo x;
nessa equagio e obtém-se uma
nova expressio para f nas va-
riaveis nido-basicas. Note-se que,
nesta fase, z, 6 basica e igual a
=== oc,-m"a.-g -

Fase 6 — Calcula-se of/dz., onde z é
qualquer variavel ndo-bésica.
Calcula-se |9 f/d2:| para todos
o8 2z tais que 9f/02 <0 ou

Fr = UL »
Distinguem-se dois casos:

Caso 1. Se |of/dz| 6 maximo para
Zr=—u,, entio wu; deve decres-
cer ou crescer consoante 9 f/d u;
é positiva ou negativa e segue-se
a fase D usando a nova solugio
admissivel com o minimo valor
de z. acabado de calcular.

Se 2z, ndo é u;, entio retoma-se
a fase 4. O algoritmo termina
quando a variagio de gualquer
variavel nio-basica ja ndo pro-
duz uma diminuigéo do valor de f.

Caso 2.

Exempno 5. 3.
minimizar f=a? 42 —4ax; —2xy+ 5
com as restrigdes

)+ 2g =2

=0, 2=0.

Tomando a varidvel auxiliar a3=0, a
desigualdade transforma-se na equacio x;-+

+ a9 + 25 =2. Uma solugio basica ime-
diata 6 2 =a9 =0, a5—2. Tem-se

x5 =2—x — X2

o _pmsa () S
0y 0y .z:.=8
Tym=

zy=2
0 2 02 /z—0
=g

e portanto deve ser aumentada a variavel
nido basica y.

Tomando x5=2—a;—a5, vem 0=2—
of
0 xy
oy =2 . Como os valores s#io iguais, tome-se,
por exemplo, a equacdo az3=2 —x; — a5
que, resolvida em ordem a x; (nova varia-
vel basica), da

—ax; ou x¥;=2; de =0 vem também

=2 —wy — 3
e progeda-se a substituigio em f. Vem
f=2a+a?+2xa5—2xp+ 1.

Tem-se agora

O gy 2052 ("—f) —2
0 &g 0 @9 /2.0
@y=0
of =2a54 2 a9 (—af) =0
0 a5 0 &5/ 2=0

Ly=
e portanto deve-se aumentar zy. Como de

Tyj=—ao — Xg— X3
vem

0=2-“"w2—0,
ou ¢

xg=2,
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e de
Lf 0
3-’3’-'2
vem
4@2*"‘0-—2: 3
ou

a variavel x, 86 podera aumentar até 1/2.
Fazendo

Inioif
Up=— ——=2xyta5—1,
2= s o + &5
vem
oitiglih o o
e i viars
e
uy a3 1
e e e
Agora
o npr (SL) 130
Jxs 0 &5 ) zy=0
. (af) s
()‘U’g a‘b"z z‘.jg

e portanto nenhuma variagio em x5 ou wu,
produz decrescimento em f e alcangamos o
minimo.

Portanto a solugiio minimizante 6 x;=0,
wyg=1/2, 21=3/2 e o minimo é f=1/2.

6. Programacdo céncava geral

Como ja se disse no n.° 3, o problema da

programagio concava(!) consiste em maxi-

mizar a fun¢io concava f(x), supondo que
todas as fungdes g;(x) sdo convexas. Poucos

progressos se tém feito no que se refere a
pesquisa de algoritmos eficientes para resol-
ver o problema geral da programacio mate-
matica mas, no caso especial da programacao
concava, existem ja alguns processos, na
maior parte iterativos, para a pesquisa da
solugiio Optima.

Quando as fungdes g¢:(x) sio convexas,
o teorema XII do n.° 2 ensina que o con-
junto admissivel é convexo. Esta propriedade
e a concavidade de f(x) implicam que qual-
quer 6ptimo local é também 6ptimo absoluto
(teorema 1II do n.° 2). Logo, em vez de pro-
curar e comparar um grande numero (possi-
velmente infinito) de éptimos loeais, é apenas
necessirio encontrar um 6ptimo local pois
este serid necessariamente 6ptimo absoluto.

Grande ntmero de algoritmos apoia-se no
gradiente Vf(x) da funcio-objectivo e sio
por isso mesmo chamados méiodos do gra-
diente. Eles aproveitam o facto de a direccdo
de Vf(x) ser a direc¢do de maximo cresci-
mento de f(x) para, a partir de um ponto
arbitrario pertencente ao conjunto admissivel,
gerarem uma sucessio de pontos convergente
para a solucgio Optima.

Comparando os diferentes métodos do gra-
diente, verifica-se que eles possuem certas
semelhangas. Se, por exemplo, o problema
consiste em maximizar a fungio coOncava
f(x) sujeita as restrigdes lineares

Aiwébia

consideremos um ponto arbitrario a0 (inte-
rior ou fronteiro) pertencente ao conjunto
admissivel (4;20=<5;). Para passar do ponto
«* ao ponto a**! determina-se uma direccio
s* em «* tal que, para um pequeno A >0,

(1) Alguns autores chamam-lhe programacfo con-
vexa. De facto ela também se pode definir como a
minimizagdo de uma fungdo convexa, supondo que
as fungdes g, (xz) sfo convexas.
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a* ) s* pertence ainda ao conjunto admissi-

vel. Para isso é necessario e suficiente que
A;8*<0 para todo o ¢ com 4;x*=10;.

A direcgio s diz-se admissivel, A funcio
f(x) tem de aumentar ao longo de x* 4 As*
e portanto devera obedecer a condigio

Yif(a*) e >0,

Toda a direcgio s* que satisfaz a esta
desigualdade diz-se wutilizdvel. Os diferentes
métodos ddo regras para determinar s* de
entre o conjunto de todas as direcgdes s
admissiveis e utilizaveis em x*. Achada a
direcgiio s* mais favoravel, o cilculo de ;
faz-se sempre da mesma maneira para todos
os métodes. Determina-se o valor ) para o
qual 2*+4 ¥ s* nio pertence ao conjunto
admissivel, assim como o valor »’ para o
qual f(x) é 6ptimo sobre x*+421s;. Entio
A 6 dado por

e =min (¥, ¥
e vem
aktl =gk | ) ¥,

Entre os métodos do gradiente figuram os
de FriscH, ROSEN e ZOUTENDIIK.

Método recente muito promissor deve-se
a C. W. CarroL. Aperfeicoado por Fiacco
e McCormicK, é vulgarmente conhecido por
método sequencial ou método SUMT («sequen-
tial unconstrained minimizatien technique»).

Consideremos o problema de minimizar a
fungiio convexa f(x) sujeita as restricdes
¢9i(x)=0 (¢=1,2,..-,m 4+ n) queincluem
as condi¢gdes de ndo-negatividade x=0.
Admite-se que as fungdes g;(«) séo cOncavas.

O processo iterativo socorre-se da fungio

P@sn=f@+r3 ——
=1 g (%)

onde r >0 é um paridmetro perturbador.

A fungiio P(x;r) deve ser minimizada
para diferentes valores de r sujeita as res-
trigdes g¢:(¢)=0. Notando que 1/g:(x) tende
para + o quando g;(x)— + 0, é evidente
que o ponto x* que miniminiza P(z;7)
satisfaz a ¢;(¢*) >0 (¢=1,2,...,m + n).
Logo o termo

m4n 1

"2 0E

impede que x* seja ponto fronteiro do con-
junto admissivel. Este facto é importantissimo
pois reduz o problema da minimizacio de
P(x;r), sujeita as restrigdes g¢;(2)=0,
4 pesquisa de um minimizante interior, o que
6 muito mais facil. E claro que ainda pode
ser dificil resolver este ultimo problema e
usualmente é necessario utilizar um método
de aproximacdes sucessivas mas pelo menos
o problema pods ser resolvido pelos métodos
classicos.

O objectivo ultimo do método sequencial
é achar uma solugiio admissivel que minimize
f(2). Ora ndo é dificil mostrar que

I. lim min P (2 ;7:)=min f(z)=v,.

rn=0 = £
Note-se que, sendo g¢(x) cOncava, entio
1/g(x) é convexa para todo o x tal que
g(x) > 0. Logo, para r fixo, P(x;r) possui
um dnico minimo em relacio a . Também
é claro que, para r, <7,

min P (z;7,) <min P (z ;1)
Para provar o teorema basta mostrar que
W e>0,3ky: k> ky= | min P (2;7:) —vp|<s.

Ora, sendo vy, = min f(x), tem-se

f @) <vo+¢/2
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para x suficientemente vizinho do minimi-
zante. Se ax* satisfaz a esta condigiio, esco-
lha-se r, tal que

____ﬂ‘.o_ <e/2(m + n).
min g; (x*)

Entéo, para &k > k;, vem

min P () < min P (2 ;7,) < v, +

+—+—=v+s

e
w|e

e também é verdade que

min P(xz ;1) > vy — €
x

m<4-n
porque 7 X, L > 0. Esta pois comple-
i=1 gi(z)

tada a demonstracio.

Na pratica, comega-se por determinar o
ponto « que minimiza P (xz;ry) para um
pequeno valor de ry, préviamente escolhido.
Para isso basta resolver o sistema de equagdes

e P :
=0 (le,.-.,ﬂ)_
0 x;

Toma-se depois 7, <r, e determina-se
novamente o minimo de P (z;r;). Repete-se
este processo para valores sucessivamente
mais pequenos de r até se obter uma su-
cessio de pontos que justifique a extrapolagio
para a solucdo 6ptima.

ExemprLo 6.1. Resolver o problema 3.1
utilizando o método sequencial.

Tem-se
5 :
P (2 ;3‘2§")=——“(w] _; 2) + ¥+
T ;_}_L

xy—1 L]

oPr r
=(xy +1)2 —
R e 4 B,
&le_%.
0 &g 2oy

A solucio minimizante de P (xy,a9;7)
obtém-se facilmente neste caso. Trata-se de
#y=V1+yr x=Vr . Quando r—~0, vem
a solucdo optimizante @3=1, x,=0 ja
encontrada anteriormente por meio das con-
digdes de Kunx-Tucker (Exemplo 3. 1).
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