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Uma fórmula de recor rênc ia para o cá/cu/o dos 
coeficientes dos polinómios Hen(x) 

por Rui João Baptista Soarei 

Um sistema de pol inómios Pn(x) de grau 

ti diz-se ortogonal no intervalo [<*,£] rela-

tivamente à função peso !t>(.r) se 

1) P " * - P * W d x = 1 0 

m^=nm,m1n = 0,\ , 2 , -

Estes p o l i n ó m i o s cujo desenvolvimento 

explícito é 

JV 

2) Pn(x) = aK 2 &-/»(«) 

m=0 

verificam as seguintes relações importantes: 

3) h C») " H ( * ) + / l O ) ' F ' * í x ) + P * t * ) = 0 

4} / » ( * ) • P ' „ ( » ) = / , (as) • P „ (ar) f / o ( * ) • P ~ i (x) 

5) P „ (a) 1 ip ( » ) » 1 / ( ^ 1 
an • w (a;) d xn 

( F ó r m u l a d e R O D R I G U E S ) 

6) a , P . + 1 Ce ) = ( a 8 -M5* )- — 

- « 4 • P n - , (x) 

em que / f (aí) e / a ( ^ ) são independentes de 

7 i ;c n é uma constante que depende unica-

mente de » . 

Se na expressão 2) fizermos 

-V — (maior inteiro contido em H) 

b t z l t 
m ! 2™ (n — 2 m) \ 

obtemos um sistema de pol inómios designado 

por pol inómios de HEKMITE, cuja expressão 

será 

[ j ) ( - 1 ) ™ 
7) Hen (a;) n I Z * — — 

m - 0 7«! 2™ • ( »—2r» ) I 

Os primeiros dez pol inómios de HERUITE 

são os seguintes 

He 0(x 

Hex (x 

IIe2{x 

H e % ( « 

U et (ar 

8) H e b ( í t 

= 1 

— .c 

= a:2 — 1 

= jc5 — 3 x 

=. a« — 6a;2 + 3 

= a:5 — 10 x 5 + 15 ar 

rj„ tt 
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Htt{x) = xG — 15a;* + 45a-2 - 15 

Ife7{x) = a;? — 2 1 ^ + 105 a* — 105 J-

i íe a (ar ) '=a8-â8a«+210a(*—420a3-|-lO® 

He9(x)=x<> - 36x i + 378 — 12G0a ' + 

+ 9 4 5 x 

IIel0(x) = 45 x» + 630 a6 -

- 3150 a 4 -J- 4725 x2 — 945 . 

Os pol inómios IIen(x) verificam a equação 

diferencial 3) com / a { c) =• 1 , f t (x) = — a : , 

c» —> n ; pondo y = H e n ( x ) vem 

9) y" — & y' + 7i y = 0 . 

F a z e n d o e m 4) f 2 (ac) = 1 , / , (x) 0 , 

f0 (a) = 7i resulta 

10) Wen{x) — n IIe„_j (a:) . 

w(x) = e 2 e pondo an = (— 1) " , f{x) = 1 

obtem-se 

— rfi — 
12) H é n ( x ) = ( ^ l y e ü - — [ e 3 ] 

d xn 

expressão algumas vezes utilizada para defi-

nição dos pol inómios / /«» (x) . 

Seja 

13) O (:r) - —- . e 

a distr ibuição de GAUSS normal izada . Desig-

nando por 6'(">(;E) a derivada de ordem n 

da função G (x) tem-se 

14) 
G{x) 

re lação que pode ser aproveitada para tabelar 

G t n>(a!) uma voz conhecidos os valores de 

í?( .r) e IIen{x), 

Tara valores de n suficientemente grandes 

torna-se impraticável o cálculo dos coeficientes 

que figuram em 7), pelo que se sugere a 

fórmula de recorrência 

15) 

Uma fórmula de recorrência para o cálculo 

do valor do pol inómio IIenJt j (JC) pode obter-

-se de 6) com a l = « 5 = 1 , o 2 = 0 e = ?i 

doude 

11) Ben+i (a;) = x • IIen (x)--n IIen(a;) . 

Os pol inómios I I e n ( x ) são ortogonais em 

j — oa ; 4- ™ [ relat ivamente à função peso 
x' 

w(x) = e s . In t roduz indo em 5) a função — ^ ^ 

c„:n = 1 71 = 0 , 1 , 2 , . - -

Cnii . t- ] = c„ t + i — (n — 2 k) • cnik 

-{I] 
* > [ i } 

Com efeito, sendo o coeficiente 

de ordem (k + 1) do pol inómio de grau 

(ÍÍ + 1 ) , temos sucessivamente 

r«+s,* • 1 = 

(n + 1 ) ! 
I * + I 

( H l ) ! 2 W - í » + l - 2 ( 4 + 1 ) ] ! 

«_! 

(fe + 1) 1 2 t + > • (n - 2 k — 1)! 

to! 

- ( " l } 1 

(k + 1)12*+» [• — 2(ft + 1)]1 

( » — 2/>-)«! 

k ! • (n - 2 !c) ! 

= - (>i — 2 k) • cn,k . 

I 
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OBS. 1. O valor (n — 2/.') ó o expoente 

do monómio cujo coeficiente é cn>k. 

Ous . 2. As fórmulas de recorrência indi-

cadas ein (15) são de fácil adaptação ao 

cálculo automático tendo sido feita a deter-

minação dos coeficientes dos primeiros vinte 

pol inómios com o auxíl io do programa apre-

sentado. 

OBS, 3. Verificada a rapidez de cresci-

mento dos coeficientes é aconselhável, para 

a obtenção dos valores exactos, que se tra-

balhe em dupla precisão quando o seu cál-

culo se fizer com o auxíl io de um computador . 

Ous , 4. A sub rotina H E R M RS apresen-

tada tem a possibil idade de determinar os 

coeficientes por linhas ( L / / = 1) ou por 

colunas (L 11 = 2) sendo este método mais 

rápido-
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D05 I = 2 , J1 

J2 = J 2 + 2 

D 0 5 J — J 2 , N 

I I = J - J2 + 1 

1RS ( J , I) I I • 1RS (J - 1 ,1 - 1) + 1RS (J 
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C C A L C U L O D O S C O E F I C 1 E K T E S D O S P O L I N O M I O S D E H E R M 1 T E 

D O U B L E P R E C I S I O N I R S ( 21 , 11 ) 

D I M E N S I O N CP I I ( 2 1 , 11 ) 

C O M M O N / C O l / I R S 

R E A D (1 , 1 0 0 ) N , L E I 

100 F O R M A T ( 1 3 , 1 2 ) 

C A L L H E R M R S ( N , L H ) 

D 0 2 I = 1 , N 

.11 = ( I — l ) / 2 - f 1 

D 0 1 J - 1 , J l 

C P I I ( I , J ) = I R S ( I , J ) 

1 C O N T I N U E 

W R I T E (3 , 2 00 ) (CPU ( I , J ) , J = 1 , J l ) 

2 C O N T I N U E 

200 F O R M A T ( 1 H , F 3 . 0 , F 8 . 0 , F 9 . 0 , F l l . 0 , F12 . 0 , F14 . 0 , 2 ( F 1 4 . 0 , F 1 5 . 0 ) , F13 .0) 

S T O P 

E N D 

S U B R O U T I N E H E R M R S ( N , L H ) 

D O U B L E P R E C I S I O N I I , I R S (21 , 21) 

C O M M O N / C O I / 1 R S 

J l _ (N - l ) / 2 + 1 

D 0 1 I = 1 , N 

D 0 1 J = 1 , J l 

I R S ( I , J ) = 0 . 

1 C O N T I N U E 

I F ( L H . E Q . 2) G 0 T 0 3 

I R S ( 1 , ! ) « = ! . 

D 0 2 I = 2 , N 

I R S ( 1 , 1 ) = I R S ( I - 1 , 1 ) 

J l = ( I + l ) / 2 

1 1 = 1 

D 0 2 J = 2 , J l 

I I = I I - 2 . 

I R S ( I , J ) = — I I * I R S ( I — 1 , J — 1) + I R S ( I — 1 , J ) 

2 C O N T I N U E 

R E T U R N 

3 C O N T I N U E 

D 0 4 I = 1 , N 

I R S ( 1 , 1 ) = 1 . 

4 C O N T I N U E 

J 2 = 1 

D 0 5 I = 2 , J l 

J 2 = J 2 + 2 

1J05J =. J2 , K 

I I ^ J _ J 2 + 1 

I R S ( J , t ) I I . I R S ( J — 1 , I — 1) + I R S (J — 1 ,1) 

5 C O N T I N U E 

R E T U R N 

E N D 

1. 


