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Uma férmula de recorréncia para o célculo

dos

coeficientes dos polinémios He,(x)

por Rui Jodo Baplisla Soares

Um sistema de polinémios P, (x) de grau
n diz-se ortogonal no intervalo [a,b] rela-
tivamente a fungio peso w(x) se

1) fw(z) , Pu(z) - Pp(a)d 2=0

mfEa;m,n=0,1,2,....

Estes polinémios cujo desenvolvimento
explicito é

2) P, (%) = an X} bn fu (%)

m=0
verificam as seguintes relagdes importantes:
3) fa(@) - Pa(z)+f1(2) - P'a(@)+cn Pa(x)=0

4) fa(2)- P'a(x)=f (2)- Pn(2) +fo(x) Pn-1()

1 dr

o Fulmi= a, - w(x) "dan

fw (@) - [f (=)'}

(Férmula de RODRIGUES)

6) a; Payy(x)=(ag+asx)- Pp(z)—
=y Pn—l ('T)
em que f,(x) e fy(z) sio independentes de

n;c, & uma constante que depende unica-
mente de x.

Se na expressio 2) fizermos
a, =mn!

N= [-HT:I (maior inteiro contido em #)

(— 1)

m!2™(n—2m)!

fal)=am2n

obtemos um sistema de polinémios designado
por polinémios de HErRMITE, cnja expressio

sera
[z]
Ty Haliymnl 2 o d=A

,Eﬂ—gm'
m=p m!2™. (n—2m)l

Os primeiros dez polinémios de HerRMITE
sio o8 seguintes

Heg(x)=1
He,(x)=x
Hey(x)=x2—1
Heg(x)=a%—3x
Hey(x) =2t — 622 + 3

8) Hes(x)=a%— 1025+ 15z
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Heg(x) = ab — 1524 + 4522 — 15

Heq(x) = a7 — 21 25 + 10523 — 103 «

Heg(x)=a8—28a64-21024—420a24105

Heg(x)=a9 — 3627+ 37825 — 126023 4
+945 x

Hey(2) = 10 — 45 28 + 63028 —
— 3150 2% + 472522 — 945

Os pol:inbmios He, (x) verificam a equagio
diferencial 3) com fo(r)=1, fi(z)=—=z,
ca=n; pondo y = He,(x) vem

9) Y'—xy +0y=0.

Fazendo em 4) fy(x)=1, fi(z)=0,
fy () = n resulta

10) ey (x) =n e (2).

Uma férmula de recorréncia para o caleulo
do valor do polinémio He, . (x) pode obter-
-se de 6) com a; =az;=1,a,—=0 e gy =n
donde

11) Heppy ()= Hea(x)-—nHen (x).

Os polinémios He, (x) sio ortogonais em
] — eo; + o[ relativamente a funcio peso
!

w (m)=e_ Introduzindo em 5) a funcdo

w(@)=e * epondo a,=(—1), f(x)=1
obtem-se

L
2

12)  Hen(x)=(—1) T

an

e
eyl LS
expressio algumas vezes utilizada para defi-

nicdo dos polinémios He,(x).
Seja

. 1 -5
13) G(:r)=—'/,.—);“—e .

o distribuigiio de (Gauss normalizada. Desig-
nando por G™(x) a derivada de ordem =
da fungio G (r) tem.se

7(r)
eyl e

G ()
relagiio que pode ser aproveitada para tabelar

G{"’(;r) uma vez conhecidos os valores de
G(z) e Ile,(x).

Para valores de n suficientemente grandes
torna-se impraticavel o cilculo dos coeficientes
que figuram em T), pelo que se sugere a
formula de recorréncia

RS ST | it

Cn+1,k=1 = Cn k41 — (n—2k) cnx

15) ’r"=011!""[%]
T
[culk =0 L>|:?].

Com efeito, sendo ¢n4q,x41 © coeficiente
de ordem (& + 1) do polinémio de grau
(n + 1), temos sucessivamente

Catl, kel =

(n+1)! =
(e4+1)125+1. 41— 2(k+1)]!

— (=1 [ —2k—1) +2(k +1))-

= (1

!

Tk I (n— 2k —1)!

= (=1)+ nl bl
(B + )12k [n — 2 (k + 1)])

il AP (n—2k)n! s
12k, (n—2Fk)!

= Cn k41 — (R— 2!{) E P
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OBs. 1. O valor (n —2k) é o expcente
do monémio cujo coeficiente é ¢, .

OsBs. 2. As férmulas de recorréneia indi-
cadas em (1D) sdo de ficil adaptagio ao
calculo automético tendo sido feita a deter-
minagio dos coeficientes dos primeiros vinte
polinémios com o auxilio do programa apre-
gentado.

Ops. 3. Verificada a rapidez de cresci-
mento dos coeficientes é aconselLavel, para
a obtencio dos valores exactos, que se tra-
balhe em dupla precisio quando o seu cal-
culo se fizer com o auxilio de um computador.

Ops. 4. A sub-rotina HERMRS apresen-
tada tem a possibilidade de determinar os
coeficientes por linhas (L //=1) ou por
colunas (L I/=2) sendo este método mais
rapido.

BIBLIOGRAFIA

[1] Aexew, Raven Pavnuer. Differential equations —
1960 — 2.* edig¢do — McGraw-Hill Book Com-
pany, Ine. New York.

[2] Awxcor, Awori, Compléments de Mathématiques —
1972 — 6.* edigio — Collection Thechnique et
Scientifique du C. N. E. T. Paris.




Joa = 4

DO5I = 2,J1

J2=02+42

DObJ =J2,N

InN=J—-J2+1

IRS(J,I)=—1I1«IRS(J —1,1—1) 4 IRS(J
5 CONTINUE

RETURN

END
1.
i {8
1. —1.
1 —-3.
1. —6. 3.
1. —10. 15.
1. —15. 45. -15.
1. —21. 105. —105.
kI —28. 210, —420, 105,
1. —36. a18. —1260. 945.
1. —45. 630. —3150. 4725, —945,
1. —5b. 990. —6930. 17325. —10395.
1. —66. 1485. —13860, 51975. —62370.
1. —T78. 2145. —25740, 135135. —270270,
p 48 —a1, 3003, —45045. 315315, —945945.
1. -105. 4005. —T75075. 675675. —2837835.
1. -120. 5460, —120120. 1351350. —T567560.
1. -136. 7140. —185640. 2552550,  —1B378360.
1. 153, 9180, —278460. 4594590, —41351310,
1. -171. 11628. —406980. 7936110, — 87297210,
1. -—190, 14535, —581400, 13226850, —174594420,



"'111)

10395.
135135.
945945,

4729725,
18918900,
64324260,

192972780,
523783260,
1309458150,

—135135.
—2027025.
—16216200.
—91891800.
—413513100.
—1571349780.
—5237832600.

2027025,
34459425,
310134825,
1964187225,
9820936125,

—34459425.
—654729075.
—6547290750.
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CALCULO DOS COEFICIENTES DOS POLINOMIOS DE HERMITE
DOUBLE PRECISION IRS (21, 11)

DIMENSION CPH (21, 11)

COMMON/CO1/IRS

READ (1,100)N,LH

FORMAT (I3,12)

CALL HERMRS (N, LH)

DO2I =1, N

Jl=(—1)/2+1

DO1J =1,J1

CPH(I,J)=IRS(I,J)

CONTINUE

WRITE (3,200)(CPH (1,J),J=1,J1)

CONTINUE -

FORMAT (1H ,F3.0,F8.0,F9.0,F11.0,F12.0,F14.0,2(F14.0,F15.0),F13.0)
STOP

END

SUBROUTINE HERMRS (N, LH)
DOUBLE PRECISION I1,IRS (21, 21)
COMMON/CO1/IRS
JI=N-1)/2+1

DOII=1,N

DO1J =1,J1

IRS(I,J)=0.

CONTINUE

IF (LH.EQ.2) GOTO3

IRS(1,1)=1.

DO2I =2,N
IRS(I,1)=IRS(I—1,1)
J1=(I+1)/2

I1=1

DO2J =2,J1

I1=J1-2.
IRS(I,J)=—I1«IRS(I—1,J — 1) +IRS(I—1,J)
CONTINUE

RETURN

CONTINUE

DO4I =1,N

IRS(I,1)=1,

CONTINUE

J2=1

DO5I = 2,J1

J2=J2 42

DO5J = J2, N

I1=J—J2 41

IRS(J,I)= —I1+IRS(J —1,I—1)+4 IRS(J—1,I)
CONTINUE

RETURN

END




